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* Через В3 обозначается совокупность всех целых трансцендентных функций 
экспоненциального тина с показателем < з, тля которых

5цр|/(л) | < со.
- « < А < -

Через В мы обозначаем класс функций, равномерно непрерывных н огранн- 
ченных на всей оси.

НАУЧНАЯ ЗАМЕТКА

А А Талалян и И. О. Хачатрян

К обратной задаче теории наилучших 
приближений

Как известно, С. II. Бернштейном установлена следующая 
Теорема. Каковы бы ни были числа

До > Д։ > .42 > • • •; liin.-Լ, ~ О 

существует такая непрерывная, 2՜— периодическая функция f\x}, 
для которой именно эти числа являются наилучшими прибли
жениями тригонометрическими полиномами.

Далее, к работе М. М. Джрбашяня, посвященной обратной задач? 
теории наилучших приближений (и опубликованной в настоящем но
мере, стр. ), установлен аналогичный результат в случае прибли
жения функций класса А2(—х-, со) целыми функциями экспонеициаль- 
вого типа по метрике пространства £2( ое. ос).

В связи с указанным результатом Джрбашяна возникла анало
гичная задача при равномерном приближении на оси. Решению згой 
задачи и посвящена настоящая заметка.

Именно, утверждается следующее.
Теорема. Какова бы не была невозрастающая функция Շ(օ), 

определенная на |0. 4-ос) и стремящаяся к нулю при су
ществует равномерно непрерывная и ^ограниченная на всей осп 
функция f(x), для которой наилучшее приближение (функциями 
класса В: равно ՛!»( = ).

£*(/)*=№)  (0<o<-i-oo).
Доказательство этой теоремы аналогично доказательству теоремы 
С. И. Бернштейна |1|.

Доказательства следующих лемм не отличаются от доказательств 
соответствующих лемм для случая конечного промежутка.

Лемма /. Если f(x) и g(x)--dee функции из В՛ .то величина 
ф(л) = ԸՀք -\-i.g)

есть непрерывная (функция аргумента л.
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Лемма 2. Если в условиях леммы I функция g(.v') не входит 
в В2, то

Нп1ф(а) - i со. 
/. - •։■

Л ем маՀԼ Если 7\л՜)—функция из класса В . то ол я всякой 
J {х В имеет место

^(7-1 7) = £в(/).
Имеет место также следующая

Лемма I. Если f(x) есть функция из класса В, то для любых 
- Q 11 > 3 можно найти функцию Т(х\ из Втакую, что

Ег (/+7') = £4. (/).

В самом деле, пусть Т(х) В.՛ такая, что 

Г(А7) (f|.
Очевидно,

E.(f- П^Я,- (/|.
С другой стороны.

Е-. (/ 7) >- Ее (/- Ո = Е,- (р.
Следовательно

Е. (/ 7) = Е,- (/).

Ле яма 5. Пусть f(x) есть функция класса Ви з՜ О 
Если

Я > Ее (/)
то существует 7՜ л՞) J В, тикая, что 

ЕА/+ Т\ = А.

В самом деде. Случай Я — A՜,-(/l сводится к лемме I. Пусть 
Я >£>(/)• Возьмем функцию Т(х\ В.- такую, чго

Epf r^Ee(f).

Это можно сделать в силу предыдущей леммы.
После этого возьмем какую-нибудь функцию 7Հ(.ր В. с пока

зателем. большим чем а. и рассмотрим функцию

? ('• = Ер/ 7 4- V/0)

Так как փ (01 = Е,- (р < Я,

то в силу леммы 1 и леммы 2 существует такое, что 

?(Х0) =^EPf 4-7՛ 7./Гф^А,
Лемма 5 доказана,

Лемма 6. Пусть имеем Яо -Я։>Я.. -••• Я., О и

Оз0< а։< • ■ • < <•=-

Существует функция Т\х) £ В- такая, что
5:,(7')-Яа.։ /г = 0, 1. 2,---, и
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и 
Т(Х) ^А(1 (— оо<х< оо).

Эта лемма доказывается путем многократного применения леммы 5, 
аналогично случаю конечного промежутка.

Употребляя эту лемму, можно доказать, что для любых после
довательностей .40 .4։ >•••>/!„ и 0^ зв<5։< • • • <«rt< •• •, где
Д/յ >0 и - --г оо, существует fix) В. такая, что имеем 

£3*(/)  = Л, k =0, 1. 2.---. //. -■

Доказательство этого факта тоже аналогично случаю конечного про
межутка.

Для доказательства теоремы поступаем следующим образом.
Пусть ձ з) невозрастающая функция, определенная на [0, -ос) 

и стремящаяся к нулю при з -> со.
Перенумеруем все ее точки разрыва:

Д, ՜2, • ’ • յ , • • •

Рассмотрим систему последовательностей {=а՜’! (//= 1, 2, ••• ) точек 
(0. -}-оо:, обладающую следующими свойствами: 

1ւ Для любого п

о с--; з}՞1 <հ ՀՈ}<Լ <Л)<С ■ • ՚ <Հ ■ ■ ՚; Зхл>~*  + 00 ПРН -Ь°° 

в точки последовательности !=£"*:  принадлежа! последовательности

2) Совокупность точек ! Հո I, 2,---) всюду плотна на 
|0. зо) и содержит в себе все точки разрыва функции փ(տ). т. е. 
ТОЧКИ ~п(п 1, 2, ••• и точку о = 0.

Для каждого фиксированного п существует функция /я(х), такая, 
что 

н 
fn х 6 (- +оо).

Из полученной последовательности \f„ х) ; можно выделить подпо
следовательность, равномерно сходящуюся на всей оси ( -со, -|-со).

В самом деле. Заметим, что все функции последовательности 
•fn{x) обладают тем свойством, что

ДЧ1ЧА) = бз‘Л, А’ = 0, 1, 2,... 
где

О -зП> < Հ» < • • • <а’П• • •; Հ» -> փ со 
И

& (ай՝) > ՛> (Հյ)) ՝ փ (<jW) о (5w) -*  0; CU) > uoo.

Поэтому выделение равномерно сходящейся подпоследовательности 
(х)) делается аналогично случаю конечного промежутка.



86 V Талйлян и И. О. Хачатрян

Пусть /(л*,1  есть предел последовательности \քՈՀ I Покажем, что 
/(х) есть искомая функция, г. е.

£*:  I/) — 'Ь(3 1, 0^3 <4՜ СО-

В самом деле, если з есть число, входящее в множество {о})} 
(// - 1, 2, •■•), то. очевидно, для достаточно большого числа /0 при 

для всех функций Jnjt (х) будет

Отсюда легко следует, что для функции f(x тоже

Пусть теперь с-любое, число из [0, 4-со), не входящее в мно
жество fi — 1, 2, • • •.

з будет точкой непрерывности функции < з), так как все ее точ
ки разрыва ) входят в множество {o^j. (п- 1. 2.-1.2,--*;).  
= >0 так как точка з = 0 входит в .множество (зр1. Если теперь з' и 
з" принадлежат множеству {з£>} и 0с-_: Հ ՀԼ z <Լ z". то будет

Е, (f)^E:(f) ' (/)•
где

£,•(/) = *(=');  Е, (/)=‘НИ.

Но в силу плотности множества з' и з" можно выбрать сколь 
угодно близкими к з, а следовательно, в силу непрерывности функции 
О(з) в точке з. будем иметь.

Ея (/) *=  ՛? («)■
Институт матгм.ггиии и мехлникн Поступила 15 II 1958
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Ս.. О»» Թալա[<ա6 և I*.  i,« luuisurnpjuifi

ԼԱՎԱԳՈՒՅՆ ՄՈՏԱՎՈՐՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐ!1 ՏԵՍՈՒԹՅԱՆ ձԱԿԱԴԱՐՋ 
ԽՆԴՐՒ ՄԱՍՒՆ

Ա Մ Փ II Փ II !» 1Г

II. ե. ('հրնշաեքնի կողմից ապացուցված Լ ր հհ ւոև րոլ թևորեմր'
Թ b и յ։ և if. Նւսիւօրււլ» տրված ցահկսւցած .40, .4 Ր .■!;><••• յ>վհ||[։ Imihup. 

որսւեղ
До > ?1յ > А2 > • • 4 Hm/Նյ = 0/ 

П - ո.
<|ոյւււթյուն n։li|> այնպիսի ահընդհասւ ֆունկցիա 2z upiipplipni pjunfp, պյի 
Ուս մ՛ար հենց այղ pijbpp նանդիսահոՆմ' են |սո|աղո։յն ։l"uuui|npnipjn։ lifibp 
եոսէնկյունաչսյփակտն րաղւքանղամներու|:
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Այնուհետև Մ. Մ’. Ջրբաշլանի, լտվադուլն մոտսւվորա թրսնների տեսա- 
թլան հակադարձ իւնդրին նվիրված ւսշխատու թլան մեջ (որր հրապարակված 
4 ներկա համարում) ապացուցված է նման թեորեմ -00։ CQ) դասի ֆունկ֊ 
ցիաներր ալդ տաքածութլան մետրիկայով էրսպոնենցիաք տիպի ամբողջ 
ֆունկցիաներով մոտարկե/ ոէ դեպքում:

Մ. Մ. Ջրրաշլանի նշված արդ լունքների կապակցա թ րսմ ր նման հարց 
աո աշանում է աոանցքի վրա հավասարաչափ մոտարկումների դեպքում:

ծեղի ունի հետև լալ թեորևմր'
Թ Ь и |> 1» մ. ՚ 0. -1-001-]։ t|pui ոըոջվւսծ ցանկացած չանող 1ւ զըոյի ձդաոդ 

'j(oi ֆունկցիայի 1»ш։Гшр q ոյ ni.pj ու!! ուհի ամըողջ uin.։։i(։gp|։ վրա uuillil'ui- 
հսոիսւկ h հւսվասաըսւչափ tullpGtjRunn Հ(.Հ) ֆունկցիա, np]։ Huufiup В 
tpuu|։ ֆո։ GI|g|։iu(iLpni| । սւվսւ<| ույ П il'nuuui] прш р յա հը Пи։։|и։ии։р ե 0 ( з)

(0<5<+օօ).

Ե՚ևորեմի տպացու /ցր կատարվում է մ ի քանի /ե մ մ անե րի ոդնութլամր, 
Որոնք հանդիսանա մ են վերջավոր ինտերվալի համար հալունի լեմմաների 
ւււնայողները:

Լեմմ ա /. Եթե է Л') ե 'Հ 1 X I պատկանում են В դասի՛ն, ապա

<?(>•) £,(/4-Ag)

մ եծ ու թ/ունք անրնդհաա ֆունկցիա Լ Հ^ից՛
Լե մ մ ա 2. Եթե լեմմա է~ի մեգ հ ' X ~ր չի պատկանում Вի*ե > ապա

Um е '>.) — 4- Օ-՛
Հ՜ր՜ -»

Լե մ մա 3 • Եթե Т(х)-ր պատկանում Լ №ձ~ին, ապա ցա՛նկա ցած 
f X В ֆունկցիա փ համար

Ո = E-AJ).

Լե մ մա 4. Եթե ի (X1 -В- ապա ցանկացած Դ (.) ե Հ Z թվերի 
համար կարելի է ղտնե / ՛ի' (X < ~ В ■ ֆունկցիա, ա/նպեո որ

E,(f^r T\ = [f\>

Լեմմա ՜>. Ենթադրենք ունենք >. ,4յ , Լ • • • >- .4,, 0 ե
0 Հ =0<<7ւ<- • •< з'л <а»

Ч’п րււթլուն ունի Т(Х) в: ալնպե и , որ

7՜ՅՀ.(7ւ =/Լ., ii = 0, 1.2,

л И Т Е Р Л Т У Р А

I. С. //. Бершишеин. ..Об обратной задаче теории паилучшсго приближения не
прерывных функций'. Собрание сочинений, том II, стр. 292.

Bz '1ч/ նշանտկվէէւմ Հ րւ։ր,լ, Լրսպոնենցիա Լ •ոիպ(ւ ամրողՀ ֆան /{Ц իահ А ր [> 
մութլունը, որոնց д/ч քյիչր 3 А որոնց հւսս՚սր

sup(/l(.v) < co;
֊ ֊ < .Г < «
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