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М. И. РозовскнП
Приложение способа двумерных интегральных 

уравнений к изучению ползучести сферической 
оболочки в случае зависимости физических параметров 

материала от температуры и времени

Способ двумерных интегральных уравнений наиболее целесооб­
разно применять при решении задач, связанных с анизотропными и 
неоднородными у пру го-ползучи.ми (наследственными) телами. Впервые 
он был применен автором |1| при рассмотрении деформации полой 
сферы, обладающей анизотропией, с учетом влияния фактора времени. 
Эгрт способ состоит в приведении интегро-дифференциального урав­
нения для перемещения к соответствующему виду, которое затем с 
помощью двух последовательных подстановок приводится к двумер­
ному интегральному уравнению специального вида, могущему, в част­
ном случае, выродиться в ординарное интегральное уравнение. Ис­
пользуя результаты решения этого уравнения, а также двух орди­
нарных интегральных уравнений, возникающих в связи г появлением 
двух произвольных функций времени, устанавливается характер из­
менения напряжений во времени.

Эксперименты показывают, что влияние температуры на пара­
метры, определяющие упруго-мгновенную и наследственную состав­
ляющие деформации, значительно усиливаются с повышением темпе­
ратуры. Так, например, для стали при повышении температуры испы­
тания с 25 до 450' модули Е и G падают на 20% |2|. Практическое 
значение изменения упомянутых параметров при значительных изме­
нениях температуры весьма велико. При этом объемное расширение, 
происходящее в результате повышения температуры на Т градусов, 
не пропорционально Г. Поэтому учет этих особенностей при расче­
тах деталей машин, работающих в условиях широкого диапазона из­
менений температур, обязателен.

В настоящей работе рассмотрен вопрос о напряжениях в симме­
трично нагретой сферической оболочке с учетом зависимости коэф­
фициентов Ламе и ядер релаксации от температуры тела, при изме­
нении последней в достаточно широком интервале.

Итак, пусть замкнутая сферическая оболочка с внешним и вну­
тренним радиусами а и />. свободна, в начальный момент времени, от
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внешних сил и начальных напряжений при равномерно-распределен­
ной температуре.

Пусть далее, начиная с некоторого момента времени темпера- 
гура в сферической оболочке становится неравномерно-распределен­
ной, причем предполагается, что температура Т = 7 (г, г) известна. 
Тогда в ней возникнут определенной величины напряжения и дефор­
мации.

Определим радиальное перемещение и напряжения, возникающие 
в упомянутом теле с. учетом изменяемости упругих постоянных и 
характеристик релаксации от температуры и времени.

Компоненты напряжения в сферических координатах будут иметь 
вид

t A zr= a.o 4- 2u։ - 
dr 

t
r} dz\ 

dr

= у 4- 2 |1յ -֊ —/(■/'I ֊

r)6 Լր. -r- 20։ (/,
r

(2)

,, du(r. 7) 2u(r.t) . ..где 'i(r.r)-------- - ------ -—, н (r, f) перемещение.
dr r

Здесь X։ (r. է) = X |7’(r, /); r], u։ (r, է) — u | 7'(r, t , /| — коэффици­
енты .Чаме, /(7՜) = a։ ir, /) /, г, /) Т(г, I | 7 (г. /), /] р |7՝(г. t), Հ-
• Г (г. 7) — объемное расширение, а, (г, է) коэффициент линейного 
расширения. 3։ = ЗХ, 2р։, ?։ (^, ՜; г) = ? J7, ՜: 7’(ր. ՜ւ|, О, (Լ т; г) = 
= փ Г(г. т)] ядра релаксации, поскольку, по предположению, 
температура сферической оболочки считается известной функцией ра­
диуса-вектора г и времени է. Формулы ;1) и (2) представляют собою 
обобщение, соответствующих зависимостей Вольтерра [3].

Подставляя ն. s4 = из 1) и (2) в уравнение равновесия
сЬ, 2 Ь з5|=0, 
с)г----- г

получим исходное интегро-дифференциальное уравнение относительно 
перемещения и, которое представим в следующем виде

о
dr r dr

4և 
orг2 dr

— •! 2՚?1(Հ-; r)|-- ֊Հ>
dr I r- dr ] (3)
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4 ՐԺ՚Հ т; г)— I ---- — И (г, -) (fa.
г,) дг

Положим
К Y ֊ 5 (Г։«) =֊-(ր. է},

dr г- dr
Из (4) следует

г
ս\ր.է -Է-1 г3 — *>3 г (о, t (fa -r։(/'։r + —

9 ,.շ I ..г

|'4)

(5)

где /, ֊ / ['Лг. /)|: с\ .7) и t՝: է произвольные функции времени, 
которые определяются ил условий на границе

61

после того, как будет найдено z{r, Г).
Подставляя ւ՜4։ и (5,1 в уравнение (3 . получим после соответст­

вующих преобразований, шумерное интегральное уравнение для опре­
деления z ' г, /1:

г) 2 (Г, -)</֊ =
Հյ Հ ■; Г, р z (р. -) (fad- Г (г, 7; с.» с2). (7)

где

Лэ(<,т;г,р)=—А- I/. |?1Г) +2ф,(/. ֊.; И1 ֊
>-յ4֊2!հ 1<*г

Зг3 dr i

Л : г, 7; с։, с2) ֊ 1
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Жг1    - ՜ ՜—■ ■ —

нз i С, ֊) ֊ժ ЫЛ հ; Г 4-2'Հ U, г.|| d- ՝• 
I dr

Итак, задача свелась к решелию уравнения (7 , усложненного вида, 
благодаря наличию в нем, наряду с двумерным, двух различных ор­
динарных интегральных членов, содержащих неизвестную функцию.

Это уравнение может быть решено либо способом Вольтерра |4j, 
либо непосредственно, методом последовательных приближений.

Применим первый способ, поскольку, при этом, вопрос об ис­
следовании сходимости последовательных приближений отпадает, ибо 
решение задачи будет связано с нахождением только резольвент соот- 
ветствующих ядер.

Этот способ состоит в том. что с помощью двух специальных 
подстановок, интегральное уравнение hi па (7) можно привести к дву­
мерному интегральному уравнению, не содержащему ординарные ин­
тегралы.

Пользуясь им. опуская промежуточные выкладки окончательно 
будем иметь 

է г
IV ’ Г, է:. = J j Q I է. 7; r. р) a՛ IР, 7 մհ d'> |- /• (r, t\ Cj, Cj), 8)

(հ> Ո
где

/
Qi/, r. pi ֊ Q, /, t; r, pj 4- ( Q։ r. p) R, (-.v հ; p rf-.։.

Qi(6 ՜; r, p = A։31 /, r. P — k-i \t, t; r) R, 15; r. p — 
r
Կ i. r, P։) Kji^Pp p՝r/p։.

r-
где /Հւ/;ր, p)— резольвента ядра г, p), 

г) резольвента ядра г).
Функции z<r,t и /I связаны между собою следующим соотно­
шением

t
z[r, t) w[r, է՛] 4- || /<2(Л -Հ r)w(r, — 

t
r, p) w(p, t]d(.- O)

a
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— ^ /?։ (/: г, р) Rz {է, р) к- (р, ■:) Ժ՜ tfp.

Հ я 
’ciuftinie полученного интегрального уравнении 8) находится обыч­

ным путем, методом резольвенты.
Будем иметь

Լ՚՚՚ր. Г /(г.} Ա /?(/ г. р / , ։. , ,) մ',, |ll!

где R(t> г. р) — резольвента ядра Q(/, г, р,.
Подставляя последовательно (10) а (9.1 и далее и (5». получим 

искомое выражение ւ.՚ս։ ис}х.‘мешеник . которое б уд- г данисеть от 
двух произиатьных функций г։'Л к г,(/). Для опредслснш! <, (0 и 
Cj(t) нужно использовать следующие соотношении

и Iа. /) = сха 4- — -
а:

"(М) ֊I (fr’-ft:?./ <h + с,А + -‘:• 111)
<50 J ()'

rt
du (a, t) 2ct 

dr * <т®

du Ալ t) • 
dr ~ t do 4- c. — —’ 

Հ ‘ b*

где zir, n определяется из соотношения 9 с учетом !()>.
Подставляя 11 в 6, получим систему двух ординарных инте­

гральных уравнений, из которых определяются функции с, ՚ Ի и г2(/). 
Это система имеет единственное решение.

2. Можно указать два случая, когда определение перемещения 
и яапр й в рассматриваемом теле сводится к решению ординар­
ных интегральных уравнений.

Первый случаи.

Предположим, что — — 0, = О.
ժր ժր

Тогда будем иметь

■ = 112)
Л| 4֊ 2и .) >14- 2р

Определяя 6(г, Г) из (12), получим

Ь (г. I) =» Հ» Ր՜ Լ л. 
X, 4- 2и

■А-: .5». յ-, 
>։4 2н

(13)
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е, (/ Հ' Г| 4- 2Փ(Հ Հ)

где Pit,հ, ri резольвента ядра • ’ -------- =------ -
>•1 + 2;х

Так как объемное расширение 6 _ 1 ir'-wt, то из (13) следует 
г2 дг

и = (7JLV de 4- (Y±- Հ(կ> \рI /. G .Հւ±£ւ_ d. .
J Ա / Հ + 2p ՚ J V /• / Հ) \ 4֊ 2’Ժ ր։ 
Й (I Հ„

Неизвестные функции q /i и с* /) определяются из двух уравнений, 
получающихся в результате использования условий (б). Зная переме­
щение и. легко получить зг. ц z,.

Второй случай.
Предположим, что / ։ = р։ = ©։ (է и г) ֊ Ф։ {է, г) =

— ?<• (Л •)е т1‘ где /?/ — постоянная для данного материала, л0 и 
է, коэффициенты Ламе и ядро релаксации при Т = TQ, где 

Го — комнатная температуря. Температура Г попрежнему зависит от 
г и է.

Уменьшение физико-механических характеристик пропорциональ­
но температурному множителю, экспоненциальному убывающему с 
ростом температуры, экспериментально подтверждается |5|.

Будем иметь

v (г, է) - Т} =։ i Հ-, ղ> (Г։ t) d-, (14)
J Ч t, 

где
ԴԺ0 о լ$7՝ I . nl &T ՞ր՝ e {> <v 3------ 3mb -4-4 и—• 7\ = 5 ■—(я./)֊ тг. I— •

dr dr r dr J [dr ՝ dr
Из (14) следует

_ԺՕ _ . дТ , 4ու ОТ . . .. ....3 — 3/лО- -4------ и - =Փ(րէ). (1о)
дг дг 4 дг

t
Здесь Փ(ր, է, = Tj Pj(/. հ) l\dt есть обобщенная температура, где

•J
*)— резольвента ядра ®0(Լ հ)/4հ0.
Уравнение (15) по отношению к и по существу дифференциаль­

ное (ибо в нем 0— - (г’и j, которое при отбрасывании тсмпс-
\ Г֊ Or /

ратуриого последействующего слагаемого, переходит и уравнение для 
соответствующей задачи идеально упругого тела.

Поскольку решение этого уравнения неизвестно, то воспользо­
ваться выведенным нами в |6| правилом перехода от известного ре­
шения задачи без последействия (ползучести) к решению ее с учетом 
такового, невозможно.
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Поэтому продолжим решение, задачи далее.
С помощью подстановки (4), уравнение (15) приводится к сле­

дующему

z (г. է) - | Л (/; г, р) z (р, /) d? = g (г, /), 
и

(16)

где

W, r.p) = ֊(5 + 4p’ \ dT 
r* ՝ dr

g(r. 0= з(5г>-^т)^+Ф<г'<1՛

Определяя z(r, t) из уравнения (16), получим

Z(r,l] g(r, /) 4- Rj/;r. p)g(p. /)ф. (17)
«

где R9 7; г, p) резольвента ядра k (t\ г, p).
Подставляя (17) в формулу (5), получим

// ; г, pjg(p, /)ар r-G
<1

, 5 w f о .. . дТ .
г4-֊7- \Rat\r р) ֊3 J ф

(18)
fl

где

3r’ p3 +1
p

(19)

f

. 1 д T , 
: P) - т6/p '

Функции <:,(/) и r2(/), фигурирующие в (18), выражаются следующи­
ми формулами

„ 5аяЬ9.Зь — B.Sa)С. 1 —---------------- । Q *-----------------------
bWj — аЧЪ 4(b:i/31֊a2Rz)

где

13։ = I |-
8 J <)p լ ժր /?II
!>

ճ, = ւ + C-L + «ր՚ճ I df,
J p® (h [ dr Յ/շ
a

‘% и St,—значения функции
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t

Sir,‘t) = *T] (pit.jaTd-.
• •

при г = а иг b соответственно.
Формулы (20) получены в результате решения системы алге­

браических уравнений, образованных путем использования граничных 
условий (G).

Выражения для будет

օՀ =-- /.յ I Л -г 5 < ։Л1г— ֊ Л, 5 «! 7 i

рх (Л - И (Л+ 5^-֊^ (211

тде

Ar(r, г. r)g(r, /) + 3 ք/|Հ\

/И, (г. 0 - 1 -г mR։ (7; г, г) — + ու 1 V(/: г. $•) — dy. 
dr J dr

a
r

\'f\r. h ~ I 4- mR, (I; r, r) -mr՝ i V'(/; г. J- <,Г d‘>, 
dr ,) g3 dr

л

v (t Г <., = + ^Հ՚-ր’ձ.
dr 3 r

։-1тобы получить формулы для ви=з:, достаточно в (21) индекс 
г заменить индексом '•՛ (или ?). При этом

Г
Аь(г, t) = Rt (/; г. г) g(r, /) 4- j Wit, г. о) rfp,

и
г

м ։ . ,Ո п и t ,W Гпг/7* ■ յM(l>r,t) = \- ։> /?>(/;г, г •. + luz^.r. p) <>,
3 dr a J dr

а

.. . < т ռ \dT . տր3 С . 1 дТ .i} = ^ + lR՝ր'r)<F + T,1w<Л ր' 7Уг 
а

1Г(Л г. р) = <!ձԼ<';2ճ±) + Г. Р), л Мц^м;, ,v։=.v։. 
dr г
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В качестве иллюстрации рассмотрим стальной полый шар со сле­

дующими параметрами: nt = 0.00081’, С (по экспериментальным данным 
Зайкова [5]|. а — 30 г.и. Ь — 33 гл.

+670. Г(я)=1000*?С, Г(Ь) 970°С. а. = 11.10'VC. 
г

I «с \в™
Р(х) 0,0175 | с . гее տ^է ՜ (по Вронскому |7|).

\33 /

Тогда приближенно получим

- \ Ր
\/ օղ еле ճ

и (0,1165- 0.0076 г Н0М53—0.04097 г- -֊- ’Ճ£Հլ'2 _
г г*

2253 1898 46 , . 3,53 , \

Г. частности, например, установившееся значение деформации на внеш­
ней поверхности будет « - 0.0051.Диенропетрищкнн горний институт Поступило 28 V 1957

IJ*. 1«. (bi>qni|>il{|<

ԳՆԴԱՅհն 0ԱՊ11Ն£հ ՍՈՂՔհ ՈհՍՈհՄՆԱՍՒքՈ ЭсПМС ԷՐԿՋԱՓ 
ՒՆՏեԳՐԱԼ ՃԱՎԱՍԱՐՈՏՄՆհՐՒ եԴ-ԱՆԱՀՈՎ, b F ՆՅՈհԹՒ 

ՖԽՋՒԿԱԿԱՆ ՊԱՐԱՄէՏՐՆեՐԸ ԿԱԽՎԱԾ եՆ ibPUUUSbՃՍւՆՒՑ 
b< ԺԱՄԱՆԱԿՒՑԱ 1Г Փ П Փ Ո !• 1Г

11,^11111111111 !>!fill'll մ եք քննարկվում Լ սիմետրիկ տա րադվոդ դնդաքին քմա- 
ոտն^ի քարվածս! /J րււնր. երր Լամեի դս րծ ակի դնե րր ե ոեքսէկսէսդիա լի խա- 
յսսկտերիսաիկներր ւյււվււփււծ են ջերմաստիճանից ու մ ամանակից)

Լարվածա /,! fin’ll կոմպոնենտն!,  րր ււֆերիկ կոո րդ ինա աներ ով վերցված են 
»' IJ ե (i!) աեււքււվւ

\>եդս,դրե րւվ հա վ ա ս ա ր ա կչո ուվՏ րսն Հա վաււ արմ սւն Jե у 0г , 5ф м, արմ եք֊ 
նհրր (1) ե (Տ) աււնշու jj րոնՆեր[էէյ. ե 1րոաարեքո.1 համաորւէ ւո։ո ո խուն Ahm-

փոխութ յւսննե ր, ււաւու]վու մ Լ աե քրո վ> ոխա մնե րի նկւոաւք ամր մ/է (ւնտեղրո՝- 
•ւխւ՚երենէյիաէ հա վաոարոէ մ < 3 )ւ

UlffiiHքին iifinրքաններր վերւր/шЛ են /6) աեսրով, (է) տեղադրման մքւ- 
^Լւրքվ (մ) ինաեղ րո~դ իֆե րենւքիաւ հավա чы» րու մ ր րերվամ Լ (7) հատա// երկ- 
ր-վ> քճւտեդրտք հավասարման. "րր> 'Լոլտևրի եդանա ով, րերվու մ Լ ււրւվո֊ 
րական երկչափ ինաեդրալ հավասարման, ե քումվւււմ Լ սեդոքվենար դաներս.

4"Нмаст ЛИ. cvpiiH փ«>. <л. «-«у» .4 : 
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միջոցով: Սկր/րնական (3) ինաե tjրո՝>(իվւեցեն^/իալ հավասարումից (7) ինաե֊ 
ցրալ հավաոարմ անր անցնեւիո առաջացող երկու կամա ւակա՚ե ֆ՚անկցիաներր 
որոշվում են (11) ոիսէոեմից: 'Լերջինո ոաացվոէմ Հ ւււիերիկ իհողանթի ար֊ 
աարին և ներրին մակե րեո ւ լpաքին ււլ ալմ'անների ալւոադործման Հ/յ// ան վրա:

Նչված է երկու դեպք,, երր իւնդիրր կ՚ս1’1՚ւի Լ վերածեք աոանձին ին֊ 
աերյրալ հավաոա լա ւէէեերի լու ծմանր: Ч-ր՛} քունքներր լուոարանվսէծ են կոն֊ 
կրե ա որի՚հակո վ>
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