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МАТЕМАТИКА

Г. Л. Амбарцумян

К энтропии цепей Маркова

В математической и технической литературе встречаются различ
ные определения энтропии цепей Маркова. В первой части нестоящей 
работы устанавливается свявь между этими определениями для слож
ных цепей. Во второй части—обобщается предельная теорема Хин- 
чнна |1| для простых цепей, на сложные цепи Маркова любого по
рядка.

I. Различные определения энтропии для сложных цепей Маркова 
и связь между ними

1. Рассмотрим опыты, образующие стационарную цепь Маркова 
порядка jt с конечным числом возможных состоянии при каждом 
опыте:

ք/1յ, •••Ди

соответственно с вероятностями

Р(1). />(2),•••?("), 
где

/Я«) = Р(Л) (а — 1, 2,...Л)

есть вероятность состояния и
«
УрЫ = I.

а - ։

Обозначим
^а։ а2- • -ат (^аП։-т\ ) ~ Р'лх 12- • -т.т (Л/л+1 ՛

вероятность состояния Лагя+1, при (ր/ւ -֊ 1)-ом опыте, если известно, что 
при предыдущих т опытах имели место состояния:.4aj, Дза • • -ЛЯм.

Для цепи порядка ««■ будут иметь место равенства:

р2х аз--•3^4-1 +2^ ~ Р^-1 • '«jx-H 1 % |2

Յք • -ip 4. J ՜ ՜ а4.. .^շ (% Ь3 •

и вообще при /и > ц:

Р^1 *2'  + 1 ) —Pam-^iV ат—г+2՛ ' '
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В частности для независимых опытов:

РЧ I” • ■ • ат У'т > \ ) ~ Р 41 * >
для простой кепи:

Ра, 12- • -а/?] (* w է I ՛ Ртг/I (я/й^1 ՛ 
для двусложной цепи:

Pat ։-.֊• • -3,-л (Я/Я4-։ ) ~ Р<1т—\ » <*т  (7mt J 
И Т. Д.

Введем я рассмотрение величины: 
п

а։ =• I 
п п 

£ Р (ai) Рь («շ) • lgp<, («շ) 

а, - 1 а, - I 
п п п

Нз = —V V У /;(а։)-Л, (a2.l-Po։e,(a3)lg/7aie,(a3) 
։։ - I а. - 1 aj - I 

и вообще
SS---SS р(а«)р«. (аз)--- 

«1 Зц Др-М

з։-• (% + 1) ^Р<г։---яи (\ 4-յ)’ (1-0

Величина Нх называется одношаговой энтропией цепи Маркова; оче
видно, что для независимых опытов

/У(х = _ । = • • • = /Уо,

для простой цепи

^ = /4-1------- ^Hv

для двусложной цепи 
И Т. Д. Л/р = Н-х -!=••• = //։

2. Объединим г опытов и рассмотрим соответствующую конеч
ную схему с состояниями:

Да։Д^ • ’ • <4аг 
и соответствующими вероятностями:

/7ia։, а2---а.,)

Величину энтропии этой схемы, осередненную по числу опытов

Л/г = ֊“УУ---^Р(а1, а2-• -Яг) Igp («х,•••«!•) (1.2}

д։ а։ Ղր

будем называть оСёредненной одношаговой энтропией.
Для цепи Маркова порядка и. при г>а будем иметь:
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/*Л= — ֊-^V*  • «а,-• ^)lgp(a։) -
в, <ц »,

— ' ՃՃ * • • Ջ (*ւ.  «?. • • • *г  ) lg/Ч W — 

в։ «, «*

M lgp ъ(Яэ)— 
о, о, <ц

~ «>” <«a + j) ՜
«I ’։ nr

֊ՃՏ-՚-ճ^^յ. »։••■«,)Igp.;

а։ а2 u<

------Ճ M7!’ Я2’- ■ ^)1ИРвг_^. тг_^+։ , . . .а^.„ х,_։ far) = 

։։ а։ 1Г

= — ' V/;(2l) ։g/>(a։) _ J Vy;) Յյ, />.я,(a21 !g/>,,(*..) 
Г r

’» «։a։

J.՝Vp(«4 Ja, ’-•)^A|02 '.as)lgp.,,,(«s) — 

■’t «а «я

«1 «2 ti

՚ Ճ. J :«S-•••■»»(%+J 1xs...a։* (x<*+։)  — 

’։*■  + ։ 

— - ••• r — *■"•
’։ »8

• ■ • V • .a,T. (։ll+2) lgp32,r ..ajx + 1(%+2) - 

«я 1 2

7-S 

аг—H- J»+I

. •' lr—a'—M 1 • • "Зг— и, аг—Ц.-М •••аг—|(a')
ar

3 H-iaeermi АН, серки фхз.-млт. наук. № _՛ 
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или окончательно

77, = 1 |//о + //, + //. + ... ч- //л-։ 4- (г - р) //а| (1.3)

При г -*сс,  имеем

• Величина // ^ злвиент от р. но ։. к. мк иесь. будем рассмагрвоап. ее при 
одном и том же в. то эту зависимость от я отмечать не будем, чтобы не осложнять 
обозначений.

Ո։ո77,= /Հ. (1.4)
г -*  <х>

Таким образом одношаговую энтропию цепи Маркова, порядка 
Р можно рассматривать, как предел осередненной одиошаговой эн
тропии, когда число опытов стремится к бесконечности.

3. Допустим, что и цени Маркова порядка р при первых р опытах 
имели место события

A-:.

составим энтропию конечной схемы, представляющей объединение 
следующих за этими опытами, г опытов, т. е. величину:

/С,...вд ֊-V v ...
Зя+1

՚ Ճ. Ра,Ц‘-«г (%+։•*  ' *a.» + r ՛ •’/ (%.*-» ’՛ ՚ Ли *՛

тогда величина

А/-'»= Vp(4i VPa (ъ)... 

= • 3:

называется г шаговой энтропией цепи Маркова порядка р; очевидно 
//”> = /уи.

Осередиенная одношаговая энтропия 7/,(г>р) выразится через 
многошаговую энтропию следующим образом:

Hr= — LW-.-Vp պ, •x„---7,)lgp(2,. «3,••»,) = 
ր ----—

□յ 3» ՏՀ

— UiHgP (2։)ճ* ՜ • ■ M
Г --  ---

«I «ք

Г   —
3| «յ Յյ at
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՜ '*»)  ’g/UWV’ ' *Ур  -..х,(«։.- • ’Ն)

а1 ’(յ) я3 а4 «г

- («»)-• !«.ժ)>ел.;(«.л) м

“'£ яа а1*  ’>+1

— Ря յ 32 • • • Лр, ( У'<1 ' ՝■ > ' ' )
«/֊

՜ 7 У (Ъ) • • У Р9| вз.. .аи _։(*г)У  • •
։։ Յշ Дц Яу 4- յ

' ‘ ’ У ‘% -О; • • .«■! (\+ 1 ' * * ' : ■ • • Зл (я.(1.т J • • • а/ ) ՜

«Г

--1 ^p(«։)lgp(a,) — 1 У Ж №>։£/’֊, ( *2 
г — г —. —

3| <"։

— — Ур(а։)Ур։,(»։) У/\ Ъ(* 3НЯ7\ ,։(*3՛  ֊֊

°1 «4 Я3

—^Уж)УрЖ)Х--՛
«» «9 о։

’ * ' У Рз։ Յշ- --3J1—] (ар) ։^«էյ«շ. . ֊ 3Ա_յ 

я,1

+ 1 Ур(я1)Ур-.(з2|У---
Г —

а։ «։ «з

В ” ՜Ճ^Օյ

Яр
ИЛИ

Нг = у (А/о + //, ; /-Л 4֊ ■ • • /4-1 4- )

или окончательно заменяя г через г jx, получаем:

Нг. и (//0 4- /У, 4- /Л • • • /Л-> + WX (1.6)
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Согласно формуле (1.3), имеем с другой стороны:

= ••• /7-. ր Լ-քՀ
< ՜է՜ г *Г  i*

следовательно
Н^-րՒԼ, (1.7)

Этот результат, другим методом при р= 1, был получен в работе |1|.

II. Предельная теорема для энтропии сложной цепи 
Маркова порядка и

Пр. дельная теорема Хинчина |1] для энтропии простой цепи Мар
кова, легко обобщается на сложные цепи. Допустим, что сложная 
цепь Маркова порядка р подчиняется закону больших чисел, т. с. при 
произвольных о>0. е>0 п достаточно большом х:

где /л,, hl*.  • • • т„ числа попаданий соответственно в состояния .4., 
Всякий возможный результат $ опытов может быть записан 

в виде „цепочки С."
С - зЦ ,Aki • • -ЯЛл,

где числа числа из 1, Вероятность осуществления
цепочки С будет:

Р (С) = р (А,) рк] (А’2) рк) кз (Лэ) • • •

■ ‘ ’Pki ki- • -к՛. })Pk> • ■ ■ *։ւթ| ՜ ■ ‘/’А.т —;x’ A\ — ;x֊j ։ ■ • ■ kt — i (A).

которую можно записать в виде:
тс, p(ki՝)pk^Y--Pkln. --kt-x ՛*>֊> ПП

П |л,-м) . (2.1)
Պ1+1

где числа ։ представляют число случаев, в написанном про
изведении для Р(С), при котором:

A’pj = , /С/.7 4-1 — Л2, • • • /«лз+ս — Зр I •
Теорема-, при произвольных s>0. ^>0 и достаточно большом х. 

все цепочки С могут быть разбиты на две группы, обладающие свойст
вами:

1) вероятность Р{С) любой цепочки первой группы удовлетво
ряет неравенству:

Н. <1

или
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2) сумма вероятностей всех цепочек второй группы меньше чем н. 
Доказательство. Разобьем все цепочки С длины х на две группы: 

цепочка принадлежит первой группе, если она возможна, т. е.
и если для любых а2,■ cty+J (/s^aj <//.) выполняются нера
венства:

(“>+1) |<տ8։ (2.2)

ко второй группе отнесем все остальные цепочки. Докажем, что это 
разбиение при достаточно большом տ удовлетворяет условиям теоре
мы. Допустим сначала, что цепочка տ первой группы; тогда

'%ъ-- •*+»  = %+։) +

I Я2--•։(*.+  ։ i
Эти выражения для т,.^։ внесем в (2.1), причем требо
вание возможности данной цепочки, необходимо, влечет за собой 
т-1 ’-ս -՚Պ> + ւ 0 ПРИ Pw »•«- ’А 1)= °՛ вследствие чего в произведении 
(2.1) мы должны ограничиться множителями для которых

Ара-- •«., 0'
что будем отмечать * при произведениях. Имеем:

Р(С) = />ւՀ)/^։ (А’а)- (А)-

■ ПП • ГТк>... V (%, ’=>■ • ”-+• ’+>• ->+.
®յ

ИЛИ

--W&՝ ------ ^Pk.k-. -k, i №■)—

։SW' ՜ ՚ X z; A A։ ՜՜2' ՜ ' 'P ՝\'ч ■ -я|1 ։•։) • •«., 1

։։«տ ,ц+1

՚ ՚ ճյ • - VI - -’и 1 V-rl^՝ 
о։а2

отсюда

*М-А>(С) 1 (. 1 , , 1 , . , 1 \ ։
Տ ՜ Հ И ԴհՀՐ ^Рл.(А)

К է-5ճճ-֊ Տ ։g р։։«։...։|М(^+1)

°։ 3։ «jt+1
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I W)
I Տ

-И.. < 4՝ +'”

и следовательно при достаточно больших я-:

It! —-

Рассмотрим теперь сумму вероятностей всех цепочек второй 
группы; заметим, что невозможные цепочки могут не учитываться, 
т. ь. вероятности их равны нулю; здесь нужно оцепить сумму вероят
ностей тех цепочек, для которых хотя бы при одном наборе индексов
а,. «... • а . 1 нарушается неравенство (2.2Հ а она очевидно меньше, чем

vv... v р{ т.ь )1>տ81

'1 յ *2  ?;i I J
Зафиксируем индексы a„ a2- • •'< , : в силу закона больших чисел при 
достаточно малых ?>0. 8>0 и достаточно большом s:

Р [!'«>, -V (’;)!<I տ; (2.3)
II յ*  т N

если неравенство в скобках выполнено, то <?<-, юста точно 
поэтому в силу закона больших чисел:

велико в

р{ А.(»х) < — ,!■>’ *
I Ո1Ն р. 4- 1J

или

Р ! I w»,А. (®i), < — ՜ , րո-, < — Հ > 1 — 

I р + 1 ? +1 I

при выполнении неравенства в скобках, имеем точно также 

р\ : <— — 5 1 >
I р 1 I

I —е; (2.5)

аналогично рассуждая получим еще, ряд неравенств:

Р •[ 'ո^ԲւՆ - — 5 [ > J - t
I p 4֊ I I

(2.6)

P |i տ՚յՂէ1-• • ?1|է Ptj'X2. ■ (7p) Waj Յշ-• .3ix—I ! ՞\ ^ ճ լ j
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П ■ 1111 ■» - - - — ----- —-=■■=■■ V ---------- ֊ ~~ '

!о 1
I а-.. ..Յ.ւ+յ }ՈՂՀՀք • • -Kg < )| Վ ՜ "

I* ։ '
Ils неравенств (4.3), (4.4), (4.5) и (4.6) получаются очевидные нера
венства:

/? { «« ' ‘P֊w(%+t) —

֊ sp^x) Р^)- “Р^г...^(\ |) ՚ <—լ ~6

P ! i "Դ, а։РЯ| а։ («з)- • (% - | ) -

wa։ Pa։(^s) Pjx я։ (аз) ' ' '/\։sj. • . j;i (a։։ _] ) ՜\ ՜ ՜ S I I •-e

I1 i * I
P 1 I Р^х^г^з (z,։ 1 ’ ' P'^\>z ■ ■ ’:> I )

'«.,,,,/>«, „(«,)•• ъ (\+1 ) I<֊sl|>l *

{ I ^a։-?a-•'Ор. Pa։5։՛ •(ац,4-1) Pa։a2-*-a^ —լ (A*)՜

Л* • -ч.)"Կ . Is) >1 -

р ! 1--Sji %.«•։ ..э.х (%-н) мз։ X... .Օյ», I <Հ . ՝S ! ?> ՝ £

p -Г I J

Вероятность совместного выполнения неравенств в скобках, очевидно 
больше чем (1 —т/‘ > 1 — ’is. следовательно вероятность выполнения 
неравенства,

I ռԿ ~SP |а>)^։(«շ)' * 7ՀևՏ.. («ւ41 |<^

полученного из этих неравенств путем сложения, гакже будет больше 
I — щ; поэтому

■ - -V (։,)₽«,(»շ)՝ • -Л,..,. ■ <»..+,) I >5տ ! < 1“
И

ՃՏ • Տ Դ-։ ՜

ах а2 ajx-ul
* * •Лра.-.а,, (V11 > 35 J > /fM՜* l“-

Таким образом сумма вероятностей всех цепочек не удовлетворя
ющих условию (2.2) при достаточно большом s может быть сделана 
сколь угодно малой.

В заключение заметим, что в формулировке предельной теоремы 
величина одношаговой энтропии может быть заменена в силу (1.4) и

(1.7) энтропией //.< или отношением — , где /7.։ есть осерёдненная од- S
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пошаговая энтропия, а /7“’, s—шаговая энтропия, соответствующие 
рассматриваемой пени Маркова порядка ч.

Ереванский политехнический институт Поступило 21 I 1958
и.м. К. Маркса

*Ь. Հ.. 1.ււ>ւ1’|էարսւււ_ւքւա(>

ՄԱՐԿՈՎ-Ь СТШЬРЬ ԷՆՏՐՈՊԽԱՅՒ ՄՍԼՍԽՆ

II 1Г Փ n Փ (I I» IT

11.ջիրաւոա [dլան առաջին մասամ րնղհանրացվսւմ են էնա[inպիալի տար- 
[,և[, տեսակի գաղափարները' U արկա/ի բարդ շղթաների համար, հ ռտացփււմ 
են ալդ տարրեր գաղափարների կապերը մ իմ [անց հետէ Երկրորդ մասում էն- 
արոպիտլի վևրարերրսէ սահմանային իէեriրեմը մարկայի պարղ ջղ[Jանևրի հա- 
մար րնղհանրացվա^ր է' մարկովի ցանկացած կարգի րարղ շղքմաների համար:
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