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НАУЧНАЯ ЗАМЕТКА

М. М. Джрбашяп

О взвешенно-наилучшем приближении функции |*| 
на всей вещественной оси

Пусть функция у />0(д՜) определена, непрерывна на полуоси 
[0. -f- со) и удовлетворяет условиям

НтЛ«е-л<х> = 0 <п = 0, 1,2....). 
Л ֊ -г ОО

Отнесем к классу С |/?0 (|д.)| функции f (д). непрерывные на всей 
оси (—со, 4- со), для которых

Um е՜ f ix} = 0.
։.v| • ас

Очевидно, что любой полином принадлежит к классу С [р0 (,.՝• )] обо­
значим для /(д') С|/>0( л'!)|

£n(/ix); р0(И)) - inf’maxe-* ՛*։•\f.(x) — Q„ (x) ’ , 
{<?•/11 I

где (Q.r(x)}— семейство всевозможных полиномов степени п. Скажем, 
что функция х) принадлежи! к классу .4, если при х > 1 опа пред­
ставима в виде

Ро(*,1 = М1)+
Г

где функция փ 11) 0, не убывает и linn՛՛ /) -г х .
f - + со

Известно [1, 2. 3], что если рп՝'.х\ ■ .4, то условие

I dx = ±K

г

необходимо и достаточно для выполнения равенства

Итп£л(/(д-|; р0(,х)\ = О, 
ч - со

для произвольной функции fix, C[pQ('x, |.
Проблема о выявлении зависимости между дифференциальными 

свойствами функции f\x и порядком убывания ее наилучших при-
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блнжснпй Еп (f.x ; р„.х и впервые была поставлена и в основном ре­
шена в работах |2. I, 5). Было установлено, что зависимость между 
порядком убывания чисел Е.. ք\ pQ) и дифференциальными свойствами 
/|л՛: характеризуется не шкалой n~!i\k 1,2,...), как это имеет 
место в теоремах Джексона-Бернштейна, а шкалой

сп
( i —-֊ 1 . (А- 1. 2. . . .) (где с>0 любое),
' J <7о"(у)/ 

1

гдел* = <70(у) функция, обратная к y = />w(x).
В обратных георемах наилучшего приближения этот факт был 

установлен, когда y==jp0(.v) произвольная монотонно возрастающая 
функция; что касается прямых теорем, то здесь тот же факт был уста­
новлен при ограничении

Пт ><։>!.

не необходимой для полноты.
В настоящей замечке приводится оценка взиешенно-наилучшего 

приближения функции лф г. е. оценка порядка убывания чисел /?/յ(|Հ> 
/д0 ( л՜!)) в случае, когда

11m —р, где р > 1 - целое. 
V • I * Рц\х)

Из приводимой ниже теоремы видно, что и в предельном для 
полноты случае, когда

• °?
11ГП Լ \pt(X';X~4x = + *О (*)

.г - -г « рп ( а ) J

для специальной, но имеющей принципиальное значение функции jx 
справедлива оценка вида

«л

f-'n (Հ, Ро (|Л-,1) = о | ( i ’ п -֊ <Г..
1

Иначе говоря, и в случае, (*) который не был охвачен нами в прямой 
теореме |21, шкалой наилучшего приближения должны служить чнс-

Прежде чем сформулировать и доказать этот результат, докажем 
лемму.
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Лемма. Пусть функция у р\х) непрерывно-дифференцируе­
ма на полуоси |1. • х | и удовлетворяет условиям

а) р' ( а) > О որս I + х , р (1) — 1;
.vp't-vi Д

б) Нт - о. гое ъ I целое число. Существует четная
т • ֊too Р (Л՛)

целая функция G с неотрицательными коэффициентами, для 
которой

Доказательство. Из условия а) следует, что для любого 
։(0<г<р\ существует такое а0 аоИ)>0. что

Р . < —< при X > а0. 
pl*)

откуда интегрированием по промежутку |а0, а| получим

~г■*> ՜ •</>(•<) пр‘« а>а0. (2)
Aft Aft

Из (2) и условия и) следует, что при 1 <а<-гсо функция у р\х} 
монотонно возрастает от I до х. Поэтому обратная функция а </(у) 
существует и монотонно возрастает при 1^?<Հ ■ х օւ 1 до 4-ос .

Из оценки следует также

J^<+~ 

J
откуда заключаем, что сходится интеграл 

■х

V
следовательно и ряд

■X.
::<-х. (4)

*-։
Составим функцию

ou) = П ('-гтУ- (5)
которая в силу ill будет целой функцией с неотрицательными коэф­
фициентами.

Обозначая через ո(է числовую функцию последовательности 
ХА (/(/г) 1, 2. . j, отметим сначала, что

п (0<р(/)<л(Г) г- I.
KV.

п (7) -О. 0</<կ = 1.
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Далее, имеем:

-Ճ4՛

0 *1
причем проинтегрированный член исчезает в силу того, что n(t'\ О 
при 0 < է <Լ 1, а при է ֊* -г оо

Из неравенств (6) и формулы (7) получим оценку

где
ձ (х - l.։(.V) logG (а՞) /, (а I,

/, (А-) = 2рх-’г- I՜ Plt)dt .

1

СС
I, (x) ֊ 2px*J 

I

dt 
t (X* +

Из очевидной оценки

/2 I.VI < 2{5 Iogx4-
du )

1փ/^)

и по (2) получим

Inn —---- 0.
V - + <x> p X !

Нам остается доказать, что

Пт =
+ ос р \х \

(Ո

(8)

(9)

НО)

хз

тогда из (/'), (9) и \8 получим утверждение (1 ւ теоремы. 
Обозначим

р (.v) = л՛? рг (X),

тогда ввиду условия б) имеем:
Пт ^#֊0.

t - -Ւ со р 1 а I
И)

т. е. р։ 1Х| — медленно растущая функция. Из (11 • легко вытекает, 
что справедливо равенство

յ1րո (И')
X - : ОО (Л)

при этом равномерно относительно а > ?.0.
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Выберем значение До>1 так, чтобы имели

|х/Мх):< ֊р։(х). х > Д.„ <u")

что возможно в силу (II).
Обозначая

и замечая, что

4 (X, До) 2рх2₽
էՀէ֊? 4֊ х2*) (12)

/։(х) = 0(1) + /։(х, Ап). х-> со

заключаем, что достаточно доказать равенство 

lim J» (X, До) = _
.է - + ОО р (X)

После замены переменной из (12) получим

(10')

/>(х, До) = 9>յ Г р, (ха) а? - 1 du 
Р (х) ՛ .) Pl (X) 1 4- н2?

Д*
X

'՝ ՀՀ
չ? С £ճՀսճ uf~ 'du __ շ0 ‘ JLl'ճս1 ս* ՜ 1 du _ 

J Pl (x) ՚ j PJX) 1-Ьм2₽

- Սi (х) 44 (х). где 0<о< 1,.

Из (1Г1 и определения 6’«:х) следует

lim (յ-չ (х) = 2р i ---------- = z — 2arctgo?.
•Г - + 50 J 1 +

г

(1И

(13)

Далее, имея в виду (И"), получим
г

Ц (х) < —— I рх (хи\ uf ~ 1 du = 
Рх (х) J

C.v
2о С

֊֊֊ Pi{t)tf֊4it<z
Р{х) J

Л I

поэтому

о
Р(х)

'ճէ<Լ2^^ -֊2if
j P(-։j
л»

Ру (Sx)
Pl (X)

6 Известия ЛИ, серия фнгммзт. ипук. № I
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(13') 
Pi(x]

Из (12'), (13). (13՜) и (IV.) ввиду произвольности S>0 получим фор­
мулу (КУ), т. е. доказательство леммы.

Теорема. Пусть у /?п(х) непрерывно-дифференцируема на 
полуоси (0. -4- со) и удовлетворяет условиям

а) р\ (х) > 0 при. 0^х< 4- оо, ро(0)>0;

б) |irn — р, где р > 1 целое-,
х ♦ + » Л> (х)

м
в) в случае р= 1, (х) х "dx = + со.

г

Если у = <70 (у) функция, обратная к у = р0 (х), то
па
Р

Л,(|х|,/£(:х|))«О \,прип.-> со. (14)

Доказательство. Обозначим р (х) = 1 и пусть х = q (у)

функция, обратная к у р (х); очевидно, что q (у) = q^ (~у).
Согласно лемме существует целая функция

(/(*)=
*• - а 1</ (^))М

с неотрицательными коэффициентами такая, что

|1т = 
И -=о ро(|х|)

Поэтому существует постоянная Л0>0 такая, что

(G(x)| Р < ՝ ’ при \х. > 

Обозначая далее

max /G?x) e“? <!rl) - Вй
И 1*1 < Л

max {1, BQ} = Сс, 

очевидно, будем иметь

-со <Х<+«>. 
V (յ (х)

(15)
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С другой стороны, пользуясь известным результатом С. 11. Бернштейна 
[5], можно утверждать, что существует полином /<... (л*) степени 
лр(л =1.2....) такой, что при — со <х < -֊ *х ,

|п('՛ itSpII
I Г <v

<7 (Л) 
Ւ I

,НЛУ) >

ле։’
<Zo <У

Из (15) н (16 следует, что
Г.Т

А» (И )<О

откуда легко вытекает оценка (14) теоремы.

Институт математики и механики 
АН Армянской ССР

(16)

Поступила 2 XI 1957

U'. U*. StpT'ugjcuG

Iх! ՖՈհՆԿՑՒԱՅՒ ԿՇՌՅԱԼ-ԼԱ<11ԳՈհՅՆ ՄՈՏԱՎ-ՈՐՈհԹՅԱՆ ՄԱՍՒՆ 
ԱՄԲՈՂՋ ՒՐԱԿՍւՆ ԱՌԱՆՑՔհ Վ.ՐԱ

11 IT Փ П Փ П I» 1Г

Այս հոէրիււձամ բերվում /; Д' 1ք> ւէւնկրիայի կչոլսւլ-Լավարյոէ յն մուոսր~ 
վորա թյան q'lnnSiiiuiuilpubp այն դեպրա մ, երբ կ^1"'1՚ ՚ բավարարում Լ
հե տեյալ պարքաններ1’ն'

ա) lim

f) ?= J ղեպրում.

xp'M
Л1Л-) р ամրողգ Լ

^0(л-)л- ՝dx = 4-co: 

I

ւԼպաւրււ ւրխււք է, որ ալս պայմանների դե պարում
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p0(ix.)) =

ГЛ

եքրր II -► ОС ,

'7""ձ7 х =* ?л(у)» У=р0(л') ֆունկցիա էի հակադшրձն է:
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