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Количественный анализ разрывного решения задачи 
об определении характеристик установившегося 

поезда волн на быстротоке

Введение

Катящимися будем называть волны, распространяющиеся в виде 
прогрессивных воли по наклонному каналу с постоянной скоростью, 
без искажения формы и таким образом, что мгновенные действитель­
ные скорости частиц воды в теле волны везде меньше скорости рас­
пространения самой волны. Такой ряд следующих дру։ за другом 
волн будем называть поездом волн. Канал рассматривается плоско­
донным, широкого прямоугольного сечения, большого уклона и одно­
родным по шероховатости дна н стенок вдоль его длины.

Из рассмотрения совершенно исключаются как вопросы, связан­
ные с аэрацией потока, так и вопросы о возникновении и развитии 
волн, что означает исключение начального участка быстротока, где 
происходит установление поезда волн, быстроток же считается прак­
тически бесконечной длины.

Явление образования и продвижения волн на быстротоке* управ­
ляется уравнениями гидродинамики реальной несжимаемой жидкости, 
специально упрощенными и уточненными применительно к движению 
весомой жидкости в открытых каналах конечной глубины.

В этой работе мы будем пользоваться методом, предложенным 
Дресслером |1|. Исходим из уравнений теории мелководья с учетом 
сопротивления в виде эмпирического члена (формула Шезн). Здесь 
же отметим, что Фридрихом [2] доказан приближенный характер этих 
уравнений, поскольку они являются только говольно грубым прибли­
жением более точных уравнений. Пользуясь методом Фридриха, Кел­
лер |3| нашел последующие приближения без учета трения и пришел 
к пион дальним волнам, найденным еще в прошлом веке Кортевегом 
и Враизом |4|. С другой стороны доказано (см. наир. |1| . что обыч­
ные приближенные уравнения мелководья непрерывных периодиче­
ских по расстоянию решений не содержат.

Поэтому Дресслер |!| рассматривает катящиеся волны как рас­
пространение разрывов, соединенных непрерывными кривыми, тогда
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обычные уравнения теории мелководья будут удовлетворены во всех 
точках непрерывности профиля волны в поезде, и в точках разрыва 
буду! удовлетворены условия разрыва.

Действительно, наблюдения показываю!. что волны на быстротоке 
имеют разрывной характер, особенно в голове волны, остальная часть 
волны позволяет делать все допущения георин мелководья, а потому 
хороню описывается ею, как это показано Томасом [5|.

Итак, катящиеся волны рассматриваются как движение разрывов 
постоянной высоты, на постоянном расстоянии друг от друга и с по­
стоянной скоростью, причем для определения профиля волны будем 
пользоваться обычными уравнениями теории мелководья, а в раз­
рывах условиями разрыва.

§ I. Условия разрыва

Эти условия вывозятся почти во всех учебниках, их вывод при-

Фиг. I. Схема движения разрыва по наклонному 
каналу.

водится также в [1].
Картина движения 

схематически представ­
лена на фиг. I.

Здесь 5 (Г) абсцисса 
разрыва, р — давление 
воды.

ij (л, / высота сво­
бодной поверхности над 
осью л*,
D — D(x) — уравнение 
дна канала.

Указанные условия 
разрыва имеют вид:

Pi-Vj AI, (для масс; (1.1)

Л1 ( V, - Т8) = р2 Рх, (для количества движения) (1.2)

(IE Mg ւ>շ — .
Пт .֊у — — —- (для энергии),

f 4р, f.
Здесь обозначено:

h = Р(7.։ 4- D), р2 = !>(ъ D)t

• _ Ժ? d-
x ՚ ՜ 111 dt * ՜ "° di '

(1.3)

Pi = շ-£?hl + W, + (1.4)

Отметим одно замечательное обстоятельство. Эш условия, вы­
веденные для канала с произвольным очертанием дна и с учетом со- 
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противления, совершенно тождественны с таковыми для случая дви­
жения идеальной жидкости по каналу с горизонтальным дном.

Так как частица при пересечении разрыва может только терять 
энергию, но не приобрести ее, то должно быть

4г<0' (’.5)
Условиями разрыва (1.1), (1.2) и (1.5) мы и будем в дальнейшем 

пользоваться для построения разрывного решения задачи о катящихся 
волнах.

§ 2. Основные уравнения задачи

Рассмотрим канал широкого прямоугольного сечения, с плоским 
дном и с углом наклона к горизонту, равным 0 (см. фиг. 2).

Согласно теории мелководья вертикальное ускорение частицы
мало по сравнению с гравита­
ционным ускорением и поэто­
му давление распределяется 
по гидростатическому закону

— V). (2.1)
Кроме того, скорость ча­

стицы по оси х не зависит от 
у. Тогда, беря уравнение дви­
жения по оси х и уравнение 
неразрывности, учитывая со­
противление по Шези, будем 

Фиг. 2. Схема движения поезда волн по 
быстротоку.

иметь:
ди , ди , dll . А,2«а
ծէ ~՜ " дх Հ дх ~ 8‘ 4/7 ’

dh , ^(«/0=0.

(2.2)

(2.3)

где А(х, /)«=^(х, /)4֊7>(xi, к — коэффициент сопротивления, причем 
4р-

kz = ■—֊ । где С — коэффициент Шези, g — ускорение силы тяжести.
С*

I уклон дна.
Два уравнения (2.21 и (2.3), служат для определения двух неиз­

вестных функции—скорости — и(х, է) и глубины свободной поверх­
ности над дном канала А՛ (х, /).

Обозначим:
. ՃՀ /Он
е = -у-—скорость распространения волны. (2.4)

л —длина волны,
</ — погонный расход воды.

Введем следующие величины 
||Ж lit SH. серим фВЗ.-Mir. наук, X. I
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4 Т С ~С
t — ։ —, </ -- <] ֊■ ■i-i - и։ с, и ~ нс, (2.5)

ճ՚* — Ժ
М = М?- , £=£>Я №

где черточками сверху обозначены соответствующие величины в без֊ 
размерном виде.

Введя эти величины в условия разрыва 1.1) —(1.3) и г։ основ­
ные уравнения (2.2) — (2.3) и отбрасывая, для простоты, чер­
точки, получим для условий разрыва

д = //յՍ։ = //։х/2

v Л • ՜ հ\
Ч (*1 ֊ ^1) = ֊ -շ-- (1.1')

или согласно (1.4)

Л? ֊ А=?
?(«,֊«։) = ֊4^ ■ (1.2')

(IE 
dt ~

4 Uh - AXJ3 
4Aj/z2 (13')

Основные уравнения примут вид:

ди. ди
-Ы+,1-дх ՜՜

dh k2ui )
dx ՜ Ц 1 4x7/ ՜) ’ (2.6)

dt
A («/O = o. (2.7)

/
Сообщим координатной системе постоянную скорость, равную

скорости распространения волн в поезде в положительном направлении 
оси л*, т. е. сделаем преобразование координат

ч = х — է - /։ 12.8)

причем все величины безразмерные по (2.5).
Следовательно, система (2.6)—(2.7) примет следующий вид:

(W - 1 р

th ( 1 ““IT՜՝)
4Л _ _ (____ 4Zi /

մ/լ (2.9)

(2.10)
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Здесь и далее введена безразмерная величина

5=-^-^ (2.1 II
I л

Задача свелась к установившейся; наши неизвестные функции 
(// и //) зависят теперь только от одной переменной С,

Прежде чем перейти к исследованию вида свободной поверхно­
сти, найдем связь между скоростью частиц воды и глубиной свобод­
ной поверхности над дном в подвижной системе координат. Для этой 
цели исключим d'~ из (2.9 н (2.10), получим простое дифференциаль­
ное уравнение

du _ и — 1 _ 1 — и
dh ~ h ~ h * 

которое легко интегрируется и дает

(1 — и) h — q = const, (2.12)

где q — погонный расход, наблюдаемый из подвижной системы коорди­
нат (прогрессивный погонный расход [ 11).
Подставляя и из 2.12) в (2.10), получим уравнение свободной по­
верхности в дифференциальной форме

dh 
d'.

№-?)*
4A«

(2.13)

Уравнение (2.13) в несколько иной форме изучалось Томасом [5|, 
Дресслером |1| и другими, причем протабулированы важнейшие черты 
всех возможных профилей свободной поверхности, которые даются 
этим уравнением.

Для нас здесь важно отметить, что во всех этих решениях нет, 
периодических по расстоянию, непрерывных решений, могущих быть 
использованными для получения катящихся волн на быстротоке. Но 
еще Томас |5] обратил вин мание на то. что два из полученных им 
профилей свободной поверхности, а именно профили 5 и G, имеют 
одинаковую кривизну, при подходе к некоторой постоянной глубине. 
Используя это, Дресслер |1| выдвинул идею построить, периодическое 
по расстоянию, разрывное решение для получения установившегося по­
езда катящихся волн на быстротоке.

Идея эта такова. По быстротоку двигаются на определенном оди­
наковом расстоянии одинаковой высоты разрывы непрерывности сво­
бодной поверхности с постоянной скоростью поезда волн.

Эти разрывы соединены между собой непрерывными кривыми 
типа 5 и 6, полученными из уравнения (2.13).

Эта картина схематически представлена на фиг. 2.
Здесь А„ — глубина специального решения.
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Непрерывное решение должно обладать таким свойством, чтобы 
в части .4 — потоком.։ сверхкритическим, а в В .токритическим, если 
движение его наблюдается из подвижной системы координат, т. е. 
действительные скорости частицы должны быть больше в области 
больших глубин. На профиле в какой-то гонке мы должны иметь 
глубину Л_, отделяющую указанные области движения.

Эти части должны быть расположены именно так. как это пока­
зано на фиг. 2. чтобы частица в теле волны, имеющая скорость мень­
шую, чем скорость самой волны, пересекала разрыв из области малых 
глубин в область больших.

В этом случае, очевидно, неравенство 1.5) будет удовлетворено 
автоматически.

Итак, мы должны построить такой профиль, в точках непрерыв­
ности которого удовлетворится уравнение (2.13). а в точках разрыва 
непрерывности—условия (1.1)—(1.2), поскольку неравенство энергии 
\ 1.5) удовлетворено.

§ 3. Условия образования поезда катящихся волн

Назовем специальным решением то решение, при котором обра­
щаются в нуль одновременно числитель и знаменатель в уравнении 
(2.101.

Глубина Ао, соответствующая этому решению найдется из усло­
вия равенства нулю знаменателя в (2.10՛, т. е.

(«о֊֊ 1)2-Ао = О. (3.1)

(Здесь и в дальнейшем индексом „нуль" отмечаются соответствующие 
величины, относящиеся к специальному решению).

Но в |lj и [5] показано, что из этого случая катящиеся волны 
получены быть не могут, т. е. из наблюдений и теоретических рас- 
суждений известно, что в окрестности указанной точки /Հ произвол- 

пая -т- остается ограниченной, а не бесконечна, как это следует из 

(2.10). Для этого необходимо и достаточно, чтобы числитель в (2.10) 
тоже обращался бы в нуль в точке //0? т. е. мы приходим к специаль­
ному решению.

Из сказанного следует, что только из этого специального случая 
подходящим соединением движущихся разрывов могу г быть получены 
катящиеся волны на быстротоке.

Итак, мы приходим к выводу, что числитель и знаменатель пра­
вой части уравнения (2.10i имеют один общий корень Полагая в 
(2.10) числитель равным нулю при Л — Ло, и nQ, получим:

1֊֊^ = °. (3.2)

Из (3.1) и (3.2) легко найдем
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Поскольку с>0. то «0< I по (3.3). что подтверждается наблю­
дениями. согласно которым скорость частиц в теле волны меньше 
скорости самой волны.

При $ - 0 (сопротивление отсутствует) имеем и0= 1. т. е. частица 
движется со скоростью волны, что противоречит указанному выше 
факту. Следовательно, для образования катящихся волн необходимо 
(но недостаточно), чтобы

<>0. (3.5)

Этим подтверждается факт, что катящиеся волны не образуются, 
если трение отсутствует.

Используя 3.1) в |'2.12), найдем
О \ 3

• (3.6)
\ • /

Используя (3.3), (3.4) и (3.6) в (2.10 и сокращая числитель и 
знаменатель на (/'/ — Ло), получим

Чтобы получить действительный профиль для катящихся волн, 
согласно соображениям, приведенным выше, мы должны иметь:

Օձ >0

Из 3.7) видно, чго для этого необходимо, чтобы

;<z. ,3.8)

Возвращаясь к параметрам водовода, получаем следующее важ­
ное соотношение между ними

А*<1. (3.9)

Этот результат найден Джеффрисом |6|, а позднее, Томасом [5] 
несколько другим способом. Условие (3.9) совпадает с результатом 
Дресслера |!|. только написано в несколько иной форме.

Объединяя 3.5) и (3.81» получаем следующий основной критерий 
образования установившегося поезда волн на быстротоке

0<с<1. (3.10)

При : 0 и ; > 1 полны не образуются.
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§ 4. Построение разрывного решения для катящихся волн

Обратимся теперь к основному уравнению 3.7), представим его 
в следующем виде:

dh (h -—
(Г, ՜ ЛЧ'ЛЛо;-֊^՜՜

Здесь Ад и hft корни числителя (3.71, имеющие выражения

(4.3)

Простое исследование показывает, что имеет место следующее
условие между этими величинами

()</1в< /1л<^0. (4.4)

в чем легко убедиться, пользуясь основным критерием (3.10 . Функ­
ции Fa и 1:в представлены на фиг. 3.

Уравнение (4.1) легко интегрируется и дает

Հ- А Л01
, h֊A ֊|֊ Ал Ао г А* Л _ /iA 

Ад-Ал 1,1 Аэ ֊Лд

А* АДАО-}-А; л _ /11{ 
Il А ~ hfi П 11(1 ~ (4.5)

Начало координат выбрано гак. чтобы иметь условие ".-О при 
А = Ао и из этого условия определена постоянная интегрирования.

Пользуясь этой формулой, легко построить профиль для первой 
волны, т. с. кривую А = А (Հ); следующая волна получается из первой, 
перемещением всех точек по оси ”. на расстояние, равное безразмер­
ной длине волны причем для получения размерной длины согласно 

с՜
2.5) следует л умножать на

А
11а фиг. 2 схематически показаны кривые hn = А,., ('.), которые 

даются формулой (4.5) указанным выше способом, причем непрерыв­
ные кривые соединены разрывами неизвестной высоты.

Здесь А. максимальная высота волны,
Ад —минимальная высота волны.

>. — длина волны.

Ւյ = հՀ — հՀ (4.6)

Н — называется высотой разрыва.
Для опре. еления неизвестных высот А, и А2 обратимся к усло­

виям разрыва. Из них условие энергии, как показано выше, удов­
летворяется.
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Условие для масс 1.Г) дает

(1 — и։)Л։ = (I—Wi)A-=-^0, (4.7)

т. с. условие для масс также выполняется, если мы параметр q—про­
грессивный погонный расход воды, ограничиваем его значением <70, 
которое дается формулой (3 6).

Остается условие (1.2՜ для количества движения
Из уравнения (4.7J имеем

_ 1_  հօ .. _ 1__1 Л, ’ А,

Подставляя это в (1.2), получим

Հհն
hx - Л, 

Л, А,
л;

или. сокращая на А, — h։ ^0,

. 1 ад-я֊я;”А‘+А’- <4-8>
Мы получили одно соотношение между двумя неизвестными, 

другое соотношение между ними найдется из геометрических сообра­
жений, используя тот факт, что разрыв, который встречается в некото­
рой точке принадлежит одновременно двум кривым, т. е. С= А„ (Л։) = 
= Л„ (А2). •

Отсюда получим:

(А։ —Ао) —
Ад - Ал Ао - А- Հ___ Ад

Ад — Ag П Ло — Ад
А? -г Ав Ло 4- Л- 

Ад — Ав
Л։-Ад

ПЛО-ЛВ

= (Л.-Л.)-
А= - Ад Ло 4֊ h- hs hA 

hA-hB 'nh՝-hA

4՜ A3 Hq A՜
Ад — Ав

, Л2֊ЛЯ
П Ao - hQ H-9)

Из двух соотношений (4.8) и (4.9։ можно найти А, и Л.. 
Пользуясь тем. что А,> Л5, легко найдем

"-֊И)-' А?֊х ֊ (4 10)

= 4 А> - -i- F +' klg -j-------- —-------------
1 уИг(Л,)֊Л,|-Лд

<.lgr , (4.11)
1-|F(A,)-A,| Ав’



56 A, M. Мхитарян

« = |а, yF(A։>. F(A,)=J А?+֊^- (4.12>

(4.13)

/а и /-'л берутся по (4.2).

§ 5. Исследование полученного решения

Ike величины: 1'а, /'я, Ад. //«, а։, а:, 
пнями безразмерной характеристики 6i

Фиг. 3. Зависимость p.i мнчнн «. кели -ци о 
х.чрлк։с|шстнк быстрого*..i

ч3, а, являются только функ- 
icipOTOKH —сами являясь тоже 

безразмерными. Пользуясь ос­
новным критерием (3.10) и 
соотношениями (4.3) н (4.13), 
мы рассчитали все эти коэф­
фициенты и представили на 
фиг. 3 и 4..

Па этих же рисунках 
представлены «0, Ао, в за­
висимости от рассчитанные 
по формулам (3.3), (3.4) и 
(3.6).

Графики на фиг. 3 и 4 
носят вспомогательный ха­
рактер, в дальнейшем будет 
показано как ими пользо­
ваться.

Обратимся теперь к со­
отношениям 4.10). (4.11) и 
(4.12). Из них видно, что без­
размерные максимальная и 
минимальная высоты волны, а 
также высота разрыва явлю։- 
ся функциями безразмерной 
характеристики быстротока ; 
и величины <>., где i — уклон 
дна. /. безразмерная длина 
волны в поезде.

Рассмотрим сперва волны пулегон длины при различных значе-
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ниях определяемых (ЗЛО). Соотношение (4.11) показывает, что при 
л —Օ(/Հ>Օյ имеем

Л |֊,р ■=//(), (5.1)

где Aj,o—максимальная высота волны при л - 0. (Здесь и далее вто­
рыми индексами снабжаются соответствующие величины, отвечающие՛ 
топ или иной длине волны).

Пользуясь (4.10) и (4.12), легко найдем при X => 0.

Ai,o = A2,q = Ло = ’ (5.2)

('++)
М, = л։.о — Л.2,0 = о. (5.3’,

Рассмотрим теперь другой крайний случай, когда X -> 'со.
В этом случае имеем

уГ(Л,)-А,|-Лл=-0.

Откуда

А'-“=т[]/ ~',л ’
!■! ж Л,.» - у Հ Лй* ՜" ՜ի.

Л2.« = Aj.co -- /7» .

(5.4)
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Графики Л|.ос — .максимальной высоты волны при бесконечной ее 
длине и Л:.о=Л0, зависящих от Լ представлены на гой же фиг. 4. 
При 5 = 0 имеем Л|,а=-//г,о- 0, /70 — 0 (как и при любой длине 
волны),

Ль» /L’։OO = 0, Яоо = 0.

При 5 — 1 имеем 7/Նօծ = Л։.о =//■_>,и = 0,1111, //0 Ню 0. Раз­
ность А ւ,<» Zfi.o, при любом значении 5, показанная на гой же фиг. 4, 
представляет собой изменение максимальной высоты волны при изме­
нении длины волны от бесконечности до нуля: она юстнгает вели­

Фиг 5. Зависимость максимальной высоты волны 
от характеристик быстротока я длины волны 

1г t п ^(հ, &)•

чины порядка 0,04 
при ; = 0.50 —0.52 и 
является одним из 
основных и важных 
ре.зу л ьтато в. по казы - 
ваюшнм в каком 
именно направлении 
нужно вести экспе­
риментальные ис­
следования.

Задавая 5 раз­
личные постоянные 
значения в интервале 
(3.10) и Л, — различ­
ные значения в пре­
делах й։.о—//».« для 
данного значения 5, 
мы ни (4.11) рассчи­
тывали /X, а но 
(4.12) /7. Результа­
ты представили на 
рисунках, которые 
за недостатком места 
мы здесь не приво­

дим. Желая в дальнейшем в качестве параметра принимать X. поль­
зуясь этими графиками, мы при заданном постоянном значении X 
определяли Л, и Н в зависимотти от $ и результаты представили на 
фиг. ՜> и 6, причем для построения крайних кривых, соответствующих 
Х = 0 и Х = о®, мы воспользовались соотношениями (5.2) и 5.4).

Обращают на себя внимание графики на фиг. 6. Для всех ZX 
имеем /7 = 0 как при : — 0. так и при 5 = 1. Кроме того, для любого 
значения /X имеется определенное значение Լ при котором высота 
разрыва становится максимальной, причем эти значения параметра 5, 
назовем их «яак. увеличиваются с увеличением уклона, при постоян­
ной длине волны, или с увеличением длины волны при i-= const. Эту 
закономерность, напоминавшую известный из физики закон смещения.
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аналитическим путем мы не находили из-за громоздких вычислений, 
но фиг. 6 показывает, что эти .максимумы располагаются на некото­
рой кривой, очень близкой к прямой.

Փա. 6. Зависимость высоты разрыва от характеристик 
быстротока к длины волны. Н = Н (;, Г/.),

Согласно (4.7) имеем

«ւ-i-K «2=ք-?՞. (5.5)
/С լ

В случае, когда X —О имеем //յ,ւ= Лг.о ՜= Лв т. е.

1 /ГП
«1,0 = «2.0 = «о =֊ - ------— * (0.6)

что легко получить, пользуясь формулами (3.4) и (3.6).
В случае, когда X -- » имеем

//, = Aj, fj., h« = f/՚շ.^ = Al,co է

-1Ւ ” "5"»=1-TT- <5-7>“boo oo

Величины wi.^ и /ze-7.., «зависяuu։e только от с представлены па фиг. 3.
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Действительный волновой расход определяется формулой

<7 (С) — uh = h ֊ qu. (5.8)

Волновые расходы в голове волны q{ и в хвосте водны —опре­
дели ются соотношения м и

Графики этих функций представлены на фиг. 4. Кривые <7։>оэ и 
7-.®> пересекаются в точках г=0 и ?— 1,0 точно также, как и кри­
вые А01 Льда и Л?.*.

= Al —7о, q-i հշ — q^. (5.9)

В случае, когда >.->0 имеем Aj.o-֊ հշ,Ղ — Ао и, как легко убедиться,
получаем

</i.o q֊.^ ~ Aq ՜՜ <7(| — //(jAq.

В случае, когда /. -> оо, имеем

(5.10)

(fl.ee ~ ^'-х ^l.oo ^'֊х (/п>

ս-՚<& = ~ А;, се Н ֊ <у0.

Величины <7։.о, q\.M и q-շ,^. также зависят только от

(5.11)

Представляет определенный интерес подсчитать диссипацию энер­
гии при разрыве.

Для этого пользуемся формулой (4.3). Очень важно подсчитать 
потери энергии при разрыве на единицу длины волны.

Обозначим

Тогда получим
Н3 

е = (5,3)

Задавая ; постоянные значения. Д — различные значения и поль 
зуясь произведенными расчетами для hx и //, легко подсчитать е. Ре­
зультаты этих вычислений представлены на фиг. 7.

Прежде чем переходить к расчетам, определим скорость рас­
пространения поезда волн. Для этого воспользуемся выражением (5.8) 
для волнового расхода. Это выражение мы напишем в размерных ве­
личинах

qb (Q = uh = ch - у0, (5.14)

где г;(,— м*}сек — прогрессивный погонный расход;
qt, - волновой расход, являющийся периодической переменной ве­

личиной, имеющей ту же размерность, что и qn՝,
А —глубина свободной поверхности над дном в метрах;
с ֊ скорость распространения волны по (2.4): С = л՜—ct.
Осредннм величину qi>, чтобы найти средним по времени погон-
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ный расход, проходящий через данное фиксированное сечение, равный, 
очевидно, расходу подаваемому в голове быстротока. Обозначим лот 
расход через г/.

Имеем

Т х

Г1 U
Переходя в правой части к тем же безразмерным величинам (2.51, 
и вводя новую переменную

Л = С։. (5.16)
получим вместо (5.15

V՜

где />. Черточки над буквами в квадратных скобках снова опу­
щены.

Отсюда
1

. Л ’ 1 с = (&հ)

հ/0Հ) определяется по (3.6), (] обычно задается, поэтому (5.17) 
может быть использовано для определения скорости с. если известно 
а. Представим эту формулу в следующем виде |1|:

I 1
ժ = »հ՚</ , (5.18)

причем для безразмерного коэффициента т, назовем его коэффициен­
том быстроты волны, имеем

/х —
а = а(£,‘Гл)= j Ы'։ —<?о J *• (5.19)

о

Пользуясь (5.19). для а можно получить следующие асимптотические 
выражения.

Когда а - О, А -> Ао и мы получаем
__t_

з
= а0 (?) = (Ло — *7о) • (5.20)

Или, согласно (3.4) и (3.6).

(5.20')
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В случае, когда /.֊*», справа, причем ծ։.«, ограничена
сверху, հ ֊* hA слева. Площадь, ограниченная волной стремится к 
Лд-л, а интеграл—к

Поэтому _լ
- arJ: (Հ I = (7/0Лл — <7о) , (5.21)

или, согласно (3.41 и (3.6), ։
(5.210

В общем случае г определяется по (5.19). Для этого предвари­
тельно нужно вычислить значение интеграла

а
/ = А рНЕ, «)<«,.

Воспользуемся темп расчетами, которые уже были произведены 
выше. Задаем ; постоянные значения в пределах (3.10), а //.-различ­
ные значения; пользуясь графиками на фиг. 5 и 6 определяем Л, и /7, 
а также А3— //, //: <?0 и Ло берем но фиг. I. Далее, задаем հ раз­
личные значения в пределах от Л2 до Л„ причем берем значения հ 
как больше, так и меньше //<,. По формуле

й=(А /ս֊րփ^Հ _հԼ <-շշ)
определяем, /'. т. е. по существу строим профиль волны, а значение 
интеграла / определяем, беря площадь, ограниченную дном, профилем 
волны и глубинами Л1 и Л2. причем пользуемся методом трапеций.

Пользуясь этим расчетом, строим кривые а в функции от 7). при 
различных постоянных значениях параметра с. Пользуясь же. послед­
ними кривыми, мы строим ( рафики а в функции от ; при различных посто­
янных значениях параметра 7/. Кривые, соответствующие а при /■-- 0 (%) 
и / — ОС 12^) строим, пользуясь асимптотическими выражениями (5.20) 
и (5.21. или (5.20') и 5.21՜).

Результаты вычислений представлены на фиг. 8. Эти функции 
исследованы нами тля всех положительных значений получено сле­
дующее:

1) при • • 0. а >сс для всех длин волн; 2) при 1 а = 2,381, в этой 
последней точке все кривые пересекаются; первое означает, что в канале 
без сопротивления поезд волн должен обладать бесконечно большой 
скоростью, т. е. физически невозможно существование волн в случае 
отсутствия сопротивления: второе же означает, что поезд любой дли­
ны волн имеет одну и ту же скорость для канала данного уклона и 
такого сопротивления, что <֊ 1, что возможно в том единственном 
случае, когда волны отсутствую!, г. е. при достаточно большом со­
противлении волны снова исчезают.
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Кривые на фиг. 8 показывают, что в пределах, часто встречаю­
щихся на практике (5=0,6 0,8] а0 и достаточно близки. Чем мень­
ше сопротивление и больше уклон, тем больше отличаются пределы 
коэффициента а. и наоборот. Графики также показывают, что при одном 
и том же ;, с увеличением /л коэффициент з растет. Анализ позво­
ляет утверждать, что 
длины волны, а по 
фиг. 5 растет^ и вы­
сота волны. Наблю- 
де ния п о дт вер ж да ют 
этот вывод; извест­
но, что волны больу 
шой высоты распрос­
траняются с больши­
ми скоростями.

Весь расчет про­
водится следующим 
образом.

По заданному 
погонному расхо­
ду q и характери­
стикам канала укло­
ну и сопротивлению, 
т е. параметру 5 
определяется ско­
рость распростране­
ния волн по формуле 
(8.18;, причем для 
определения коэф­
фициента быстроты 
волны по фиг. 8. кро­
ме 5 должна быть 
также длина волны.

скорость волны монотонно растет с увеличением

Фиг. 7. Зависимость отношения диссипации энер­
гии при разрыве к длине волны от характеристик 

быстротока и длины волны. <• = <?(с. if).

Имея длину волны и скорость, определяем безразмерную длину 
волны (2.5 Հ

По фигурам 5. 6, 7 для данных значений /7 н 5 определяем без 
размерные характеристики поезда волн— максимальную и минимальную 
высоты, высоту разрывай потери энергии при разрыве. По формулам 
(5.5) и (5.9) определяем скорости частиц воды в голове и хвосте 
волны, а также волновые расходы. Чтобы перейти к размерным ве­
личинам, пользуемся (2.5). Профиль волны строим по формуле (5.22).

§ 6. Заключение

Специальное решение уравнения (2.10). из которого построено 
периодическое по расстоянию разрывное решение для установивше­
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гося поезда катящихся волн на быстротоке, ставит ограничение на 
прогрессивный погонный расход </, введенный п (2.12). При удовле­
творении одного из условии разрыва, а именно условия масс (1.1).
■мы вплели, что достаточно ограничить значение прогрессивного рас­
хода q его значением q0. определяемым <3.6 . чтобы указанное ус­
ловие было удовлетворено. Этот вывод находится и полном согласии 

Фиг. 8. Зависимость коэффициента 
быстроты волны от характеристик 
быстротока и длины волны, а-а?;.։/.»

с наб. юлениями, по которым ка­
тящиеся полны образуются толь­
ко при определенных значениях 
этою расхода при прочих одина­
ковых условиях

Фиг 5 показывает, что, как 
для малых, так и для больших 
1лни ноли максимальная волновая 
высота увеличивается с увели­
чением сопротивления и уменьше­
нием уклона, а при одном и том 
же уклоне и сопротивлении, эта 
высота монотонно раеге i ю некото­
рого предела с увеличением длины 
волны. При различных значениях 
уклона в сопротивления, подо­
бранных так, чтобы иметь «֊• 
const, максимальная высота будет 
больше при большем уклоне.

Действительно, как показы­
вают наблюдения, для образования 
катящихся волн необходимо иметь 
большие глубины при малых укло­
нах и. наоборот, малые глубины 
при больших уклонах. Этот ре­
зультат проливает некоторый свет 
на вопрос о дальнейшем экспе­
риментальном исследовании воп­

роса об образовании самих волн.
Фиг. 6. показывающая, что высота разрыва /7 = 0 при отсутствии 

сопротивления ($ = 0* и при достаточно большом сопротивлении 
G 1) для всех т ин в*-ли и уклонов, является прекрасным почтверж- 
дёиисм основного замечеиия Джеффриса в книге Корниша |7| о том, 
что катящиеся волны, невидимому, формируются сопротивлением.

Фиг. 8 показывает, что коэффициент % монотонно растет как с 
увеличением длины волны, так и с уменьшением сопротивления и с 
увеличением уклона, причем уклон влияет в одном и том же направ­
лении как через;, так и непосредст пенно через Следовательно, при 
увеличении параметра скорость распространения волны, при том
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же погонном расходе, уменьшайся и наоборот, чем меньше сопро­
тивление и больше уклон, тем больше эта скорость.

При значительных сопротивлениях и малых уклонах, т. с. при 
больших значениях параметра : (; — 0.50 0,85) длина волны меньше 
шчияет на скорость ее распространения и, наоборот, при малых сопро­
тивлениях и больших уклонах волны различных длин распространя­
ются со скоростями, значительно зависящими от их длин, причем со­
вершенно очевидно, что эта скорость монотонно растет с увеличением 
длины волны, а по фиг. 5 увеличение длины волны сопровождается 
увеличением ее максимальной высоты. Этим подтверждается известный 
из наблюдении факт, согласно которому волны большей глубины рас­
пространяются с большей скоростью.

Более того, кривые на фиг. 8 показывают, что если взять канал 
с малым уклоном и малым сопротивлением с тем, чтобы иметь 
5 = 0,5 0,95 и другой канал большего уклона и, соответственно, 
большего сопротивления, но с гем же значением $. то при одном и 
том же погонном расходе в голове канала, волны на этих двух ка­
налах буду! двигаться с почти одинаковыми скоростями. Если же при 
тех же условиях ; < 0,5. то скорость будет больше н канале боль­
шего уклона.

Этот важный результат следует проверить экспериментальным 
путем. J

» 3
Волно-эисргетнческнй
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II.. 1Г. 1|’|ч |»ршр յահ 

imiumbph վ.րա шьрььрь ճաստատվ_ած գնացքւ ^նդրւ 
հ>ՋՎ.Ո1 ԼՈհԱՍԱՆ ՔԱՆԱԿԱԿԱՆ ՎԵՐԼՈՒԾՈՒԹՅՈՒՆԸ

ԱՄՓՈՓՈԻՄ

Հոդված ում բերվա մ է I [<f ե րո։ իք լանն nt R զ իմ ադրուիք լան զործակիցն անե֊ 
բավականաչափ լալն, համուսես խէէ րդրէէփո րդուիք լուննե րով անվերջ երկար 

արազահււււ ի վրա ա ււաջաւրւղ ալի բների հաստատված զնացրի խնդրի ԼՈ ւ ֊ 
ծոււ)ր: Օդավե լով 'Ւ րե պե րի իքի մեթոդից, րնդոճվում է, որ ա լդ րււծամր 
ի՛՛րի՛դ Լ, րն'/ որաս) ս/լիրի պրոէիի/ի բոլոր կետերում բավարարվում են ջրի 
փոքբ խորուխ րււնների հոստնրի tin վո րտկան հավluuin րա մներր (2.2)— (2.3) 
տեսրով, բացի ալն կետերից , որտեղ ազատ if ւււկևրե ու/թի կորր խզվում է, իսկ 
"'1'1 խզման կեւոե րում բավարարվտ մ են (J.lj— (1-3) խզման պալմանները։ 
^пսանրի կտրվածրւո մ Հ\նշոէմր ըսա խո րա.իք լան բաշխված Լ հիդրա։ տատիկ 
օրենքով։ (2.3) տրտահալսւութլո է նների միջոցով տնցնամ ենր չափազու րկ 
մեծա թլա.նների և կատարելով կոորդինատների (2.8) ձե ափսխա if ր , ստանա մ 
ենր (2-9J—Հ.2,10) ււիստեմր , որտեղից կապ Լ սսւացվա.մ ա րէո զսւ իք լան և խո- 
րւոիքրսն միշե:
5 И:шсг:н . дц. серия фнз.-мй!. наук X> I
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И. էնա հետե ցուլց Լ տրվում, որ (2.10) հավաиարմ "էն հալաtitրարն nt հա֊ 
մարիչն ունեն մ/։ ընդհանուր արմաա, ի0» էւրր կոչվում 1; հատուկ լուծմանը 'nu­
ll ապատ ա ււիւանո ղ իւորութլուն։

՛ք՛անի որ ջրի է/' ա ոն իկնե րը շարժվում են ավելի փորը արա դու իք լտ։> ր , 
քան ալիքի ձեր, իոկ աղատ մակե րեուլիէէ ի կորը //^ ի։որա.թ լան շրջակա /քա մ 
անընդհատ / , ուստի ու լիքի աոաջացւքան համար րտացվում Լ (3.10) հալտտ- 
նիշը ընդ որա մ մտցված ի հատուկ չափազուրկ պարամետր (2.11) տեսքով։

Օղավելով (4.1) հա t/ш սու րմ որն (4.5) ինւոեդրա լից ե խզմսւն պա լմ աննհ րից 
inntii/////«դ (4.8) հավասարումից, ալիքի ամենամեծ (եԼ) ե ամենափոքր (/էշ) 
ի։ иրու ի}րււնների ո։ իւդման (H) րարձրութլան համար inttuiցվսւմ են (4.10) 
(4.12) արտահալտու թ(ունները է Ալնուհեւոև համա tint" տկի ՝>ե տադոաւիո.ւ1 են 
U տ ցվ ա <J արդլա նքն ե րր ։

Ալն դեպքում, երր /. • 0, որտեղ Л ալիքի ե րկտ րուիժ (ո ւնն է, пш աղվում 
Լ մի հաւււոտտուն իարութլան, որը հավասար կ հատուկ լուծման ի/ո րտ [4 րոն ր 
(5.2), րոտ որի Ւ1—0ւ Ալն դեպքա մ, երր է. * 00 , աո աղվում են (5.4) արւոա֊ 
հալտուի!(անները։ Դիսսորկված են նույն դեպքերը արագահոսը րնուիժադրոդ Հ 

պարամետրի սահմանա(ին արժեքների համար։ Ամենամեծ խորավժ լունների 
և խզման րտրձըոէիժլան համար բերվում են դրաֆիկները Յ-ոլմ ե Օ֊ոււ)'։ 
հու (ն "էէդ սահմանային արժեքների համար հաշված են նաև չբի ^Լք^Լ՚է1 * 3 * 5 * 7 ^՜ 
մասնիկի ա րա զութ լուհնե րը , որոնք րերված են զրա,իիկնե ր Յ֊ի և 4~ի վրա։ 
իներդիու (ի կորուստները ներկալա ւյէ(ած են դրաֆիկ 7 ֊ի վրա։

1. Dressier R. Mathematical solution of the problem of Roll—Waves in inclined open 
channels. Comm, of pure and appl. math., v. 2, 1949.

2- I'ridrichs. On the։ derivation of shollow-water Theory. Comm, of pure and appl. 
math. v. 1, 1918.

3. Keller The solitary wave and Periobit Waves on Schallow—Water. Cornm. of peer 
and appl. math., v. I, 1948.

■I. Korfeweg and Vries. On the change of Long: Waves. Phil, mag., sen 5. v. 1, 1895.
5. Thi)»՝,as H Propagation of waves in steep chancls. Proc. Ilydr. Conf., Jowa. 194Q
6* leffreys H Phil. mag., ser. 6, v. 49. 1925.
7. Cornish Li. Ocean Waves. Cambridge. 1934.

•^.[էի իրական տլիքալին ելքը որոշվում Լ 5.8 հավասարումից, ընդ որա մ 
ալդ ելքը պարբերական ֆու՛նկցիա Լ՜։ 11,լ1ւա.հեւոե ււտսէ։լվա.է1' են (5,18) արւոա֊ 
հալտա ի1 լա^ւր ալիքի տարածման արտդա իժ(ան համար, իակ 2 դււրծակցի հա֊ 
մար'՛ (5. 19)֊ը։ վերջինիս համար ստացված են նաև (5.20) և (5.21) աս իմպ֊ 
տոտիկ արտահալտուիժլունները' շատ կտրձ ե շատ երկար տլիքների դե "լքումէ 

եաոո։ ցելով ալիւքի։ ւղրոֆւիլը և հաշվելով նրա մակերեսը, հաշվվում է 2-5/ կամա լական "ե֊ի համար։ Արդլանքները նե րկա լա gt/ած են դրա՚իիկ 
'8"ի էիրա:

'!.ե րջւս մ համտոոտ կերպով շարադրված են աշի։ ա տուիժրսն հիմնական 
արդ (սւնքները ե gm ig ի արված, թե ինչ ուղղտ.թլամբ պեաք է շարա ՚հտկվեն 
հեաադա տեսական ե վա րձնական հետ ա դո տա.ի1 լաննե րը;
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