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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

С. Л. Амбарцумян, Д. В. Пештмалджян

К нелинейной теории пологих ортотропных 
оболочек

1. Исходные уравнения и соотношения. Рассмотрим 
весьма пологие ортотропные оболочки под действием нормально при
ложенной нагрузки z z(a, 3). За координатную поверхность примем 
срединную поверхность оболочки в ортогональных координатах а, 3. 
совпадающих с линиями главной кривизны. Пусть к каждой точке обо
лочки одна из плоскостей упругой симметрии материала параллельна 
срединной поверхности, а остальные две—перпендикулярны к коор
динатным линиям.

Следуя работам |1, 2, 8,|, задачу решаем на основании следую
щих предположений:

1. Нормальный к срединной поверхности линейный элемент обо
лочки после деформации не меняет своей длины.

2. При определении деформаций е*т и е^ считаем, что касатель
ные напряжения т„: и не отличаются от соответствующих напря
жений. найденных в предположении о справедливости гипотезы неде- 
формпруемых нормалей.

3. При определении удлинений и сдвигов срединной поверхности 
учитываем лишь те нелинейные члены, которые происходят от нор
мального перемещения к? •= «՛ (a, S) |7].

В силу принятых предположений, для деформаций ев1 и е?7 име
ем [1, 2):

1г) Д Ժ-® 1
4-2 + А (1.2)

| ( / „ ԺՀ ~ ծհ \ дА \
'?о - ԺՅ՜ ՜ ։̂2 ***~ԺՅ ^2շ~^։3 j х? +
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+ (*,, в„'-;| 4-2 ^в.^ + вви֊|. (1.3)

Величины с нуликами найдены п предположении о справедливости ги
потезы недеформируемых нормалей.

Вейлу (1.1 ■ и принятых предположений, из общих уравнений 
теории упругости, для перемещений какой-либо точки оболочки по

липной поверхности*.
11 одета вл я и значения перемещений //,, и, и и} и соответствующие 

выражения для г.„ е, , получим.

лучим:
1 ժս’ /Л’ 7s \" • Л-Л -’1-8՜ б)?‘:

1 Ժ» / Л’ т* \ ,v ‘В $ -’(у- ¥)'Л: (1Л|

«յ = W.
где и, V, к* — компоненты перемещения соответствующей точки сре-

Пользуясь обычными способами, тля внутренних сил и моментов

= f, 4֊ փ ք0։;

с» = Ч 4֊ Г4-Н’9г; (1.5)

= е> - 1“ 4-
где

• • ЗЛ2 А .
г1 -j ’ Х1 ՜ *1 ц յ։՛

• 3/ք՜ А
4 = Տ» = \----- T-V.

, ♦ ЗЛ* .ui = io ; т — , - i..
4

, 1 1 /ծ?0 , 1 Ժ.4 , \ • որ.ձ՜ 6 А \ծւ В <$ *•) * (Լ6)

ո 1 Ն
8 ՜ 6 В 1 ai .4 ժ» • ° ) ’

1 Г В д / 1 , \ Л д / 1 \ 1
6 [ .4 от Ա 1 В ծֆ \ .4 то 1 |“

Здесь Հ՛•••т" соответственно, деформации удлинения и сдвига, из-
менения 
чек |7|.

кривизны и кручения обычной нелинейной теории оболо-

Mcci. и в дальнейшем белуг пришли нлпестпмс обозначении |1.2|.
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получим:
Л - Ги=1 4- £|2г2; = ք3շՅշ ֊֊ ^т2:1:

$ = си«. (1.7)

О/»2
Л1։ = Օյհ - Լ)ւ2Հ (z;no։ + Di802);

Ձ/.2
M, -օ,.Հ-օ,։«;-ր-֊-(Ди9։ +ОЛ); (1.8)

Չ/,2
Dmk. .

Л3 
где сл = hBik. Dtk Вм соответственно жесткости растяже

ния и изгиба.
Уравнения равновесия, которым должны удовлетворять внутрен

ние силы и моменты, имеют следующий вид:

^-(Տ^-Ո^ + ^Տ) ''

: i(S* 5^-=0;

֊(*Л+*Л)֊1 //֊֊ (1.9)

Id..,,. . 1 дВ .. 1 ժ 1 d ,՜ .4 da (/<И։' ՜1՜ А да ;Иэ] АВ д^ В да +

1 дВ ,, 1 д . , , 1 дА ,, 1 ।В да /Z ՛ В d3 (Л։ 1շ) 1 В д$ '' ։] 1

4֊-Հ7-։4-Հ7;-;- Հ*Տ-|. շ(4)«0.

Первым двум уравнениям удовлетворим приближенно, вводя 
функцию напряжений по формулам [4]:

1 д ; 1 dl: \ I дВ дГ
/յ ՜ В I, В ԺՅ I А-В да да. ՝

1 д ; 1 дВ \ 1 а А дВ
՝ A da I .4 да I АВ” ԺՅ՛ ԺՅ ՜’ (1.10)

1 , д՝-В 1 ԺՃ 1 (/քլ\
АВ ( дад^ В <րւ д'л Д ԺՅ да ) '

Из третьего уравнения после подстановки значений .моментов и 
усилий 11.7 , 1.8), получим первое разрешающее уравнение смешан
ного метода:
2 И-шсстни ЛИ. серий фи;1.-.м;п. наук. № I

II
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L I ;W;. Ml, H\F)+f(^ у.) -f- г ц. 3) = 0. (1.11)

где Z. - нелинейный дифференциальный оператор относительно w и /•', 
а /(?о. to) представляет дополнительный грузовой член, появляющийся 
в результате принятых предположений.

ач ЗА* 1 Г ժ 1 (п д . . . , п дА . , /(?<,. ?.) гЙВ |5? л V?(/ե) + D« <х +

+ ֊й՜ й </J֊A + ™ I °>Л + А.®. > ] +

+ J -в 1"..^-—Я(^А + /ЛА>-

11.12)

Для получения второго уравнения используем условие нераз
рывности. Оно, как известно (4], представляется в виде:

дА (juj дВ (քաдсВЧА’.х, + - В ֊ՀՀ % - Л +

.(ВдА ^-4֊ Д 5 Ժ>Հ? \
\ Л 0а o'i В да. 03 Օ՚մքճ ‘ 0a(fi Г՛’

дА . дА Л дВ j dzt D дВ ог.л ТГ (2 л - В J-# - в

п / Г}д:В В дА дВ\- , и*А Л дВ дА X֊
Л 7Л В^ ^ի = 0՛ 1.13)

где

1 ժրր ш = <» — —- —---------•
АВ да (fi

Если затем փ Հ и «** представить через усилия, то будем иметь 
уравнение относительно двух искомых функций w и /՝. Окончатель
ные выражения уравнений 1.11 и 1.13 , после подстановки в них 
всех величин через w и F, ввиду их громоздкости, не приводим.
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Эти уравнения представляют разрешающую систему дифферен
циальных уравнений нелинейной теории пологих оболочек в ортого
нальны# координатах, отличающуюся лишь грузовым членом օւ си
стемы уравнений, полученных на основании гипотезы недефррмнруе- 
мых нормалей. Поэтому решение се математически не представляет 
трудностей, если подобная задача решена с учетом гипотезы Кирх- 
гоффа.

Исходные, уравнения и формулы, использованные при расчете 
весьма пологих оболочек, аналогичны уравнениям для случая оболо
чек с большим показателем изменяемости |6|. 1! поэтому система 
уравнений il.ll и 1.13) может быть применена к расчету более ши
рокого класса оболочек.

Рассмотрим некоторые частные случаи.
2. Сферическая оболочка. Следуя 141, будем считать, 

что полярные координаты г и 3 на плоскости являются координатами 
точки на срединной поверхности весьма пологой сферичечкой оболоч
ки, Тогда будем иметь А — 1 и В — г.

Полагая в общих уравнениях = А։2 — k const, получим ос
новные соотношения для этого случая.

П а ра м ет р'ы де фо рма ци 11: - •
ди , I idw \-

ч = ф) ։
1 dv 1 , . 1 /div V

£շՏ= г d'i ՚՜ ր " 2гг \ ժ? ) ;

1 on dv v_ 1 div ժսլ
՜ ՜ր ՜ԺՅ dr ր ր dr д? ’

_ Ժ21Օ __ հ2 ժլօ,.
ն ֊ - 8 ՜Օր ’
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Система дифференциальных уравнений принимает вид:

. Г I (FF , d / dF \1 г 1 д2 / о- w \
к [ г д? + 'дг Հ dr )] ' г drd'i ( drd'i г ) ՜}՜

I ժ3::՛ \
+ ՜.3՜ (^1» +2 п d

7
A. ( ^w\ 
dr V dr՛ J

, r. d / 1 \ . 1 o*w , d / dF dzv \
+ /յ”ժ7’՜՜ ֊2 ժրէր d7] • 1~dF) ‘

I (FF (Fw 1 (րՒ օ՝լլ՝ ՝ձ d-zc (FF
‘ 7 Ժ35՜ d7 ’ r drz՜ ժ>2՜ r drd'f 7rd^ ’

2 _<լ j 1 dw_ dF \ 
՝՜ r ~dr \ r ԺՅ c/3 I
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- (ам4-2а։,)^-^^±—j — -- и<< 4- 2alS + 2аи)

/ լ dF \ I <FF 
I r Or I r3 <քֆ*

д / (т’/'х o*F и
~а« ճ” Ժ7

. , d I dw \ , I cFw Ժճ՛ &w 2 ծա՝ <Fw
Or IГ dr ) ’ r op dr or2 r- dp 0<Mfy '

, I /ժև” \3 I d^odFw 1 / d*w \« ... .+ “°- (24J

При Л-- 0 будем иметь случай круглой пластинки. Для иллю
страции холл расчета рассмотрим осесимметричный изгиб ранномерно 
распределенной нагрузкой q свободно опертой трансверсально изо
тропной круглой пластинки радиуса с.

При гипотезе Кирхгоффа приближенное решение этой задачи 
дано п работе |5|. Используя его можно решить, и первом прибли
жении, ту же задачу без учета гипотезы недсформируемых нор
малей.

Определяя функцию напряжений формулами

1\ ~h-d֊ 
’ г dr

Т: =
(FF
dr- •

получаем систему дифференциальных уравнении в виде: 

\ (FF \ dF Е i dw t
dr2 r dr'- r* dr 2r \ dr /

a*w , 1 ճ-а? _ Լ dw >___ Л_ dw dF
dr2 ** rdr- r2 dr ) r dr dr ~

c _ J3. I ՛ _L J. •° Ժ' \ dr2 r dr’ r2 dr I ՛

O' —модуль сдвига, характеризующий искажение углов между 
направлениями в плоскости |а, и направлением

Дополнительный грузовой член в уравнении равновесия в этом 
частном случае равен нулю и влияние (}' сказывается при опреде
лении постоянных интегрирования.

Как и в |5]. функцию w задаем в виде:

где постоянные а и b определяются из граничных условий (при г с
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® = /И։ =0) н равны

а = ֊!֊ փ___ ձ__ . ь _ _ 2Н4-н>______
о |* Н-ձ 2 1-րձ • 2 з + .1)+Д|5 + ц)

Л» В Լ6Ա t’dL 
с3 (/'» ՜ 5-f }i

Вводя обозначение С и используя метод Бубнова-Галеркниа, 

получаем характеристическое урзниение в пиле:
с3} л:-в - о.

Окончательные результаты расчетов при •* = 0,3. и различных
Ла В

значениях к ։ -7 помешены в таблице I.

Таблица I

К А • В

0 3.8191 2.6595
0.1 3.6877 2,6663
0,5 3.2667 2.7276
1 2.7596 2,9385

квадратичной формы равными

В первой с։роке пометены соот- 
ветстпу иицне значения Z© при гипотезе 
недеформируемых нормалей.

3. Прямоугольная и плане 
оболочка положительной га
уссовой кри в и з и ы. Отнесем про
странственный прямоугольник к де
картовым координатам х и у. При со
ответствующем выборе последних мо
жем считать коэффициенты первой 

единице |4, 6].
Функцию напряжений определим здесь формулами:

Т Л . тT'=h0? С t °'Fи 5 — h .dxav З.П

Направим ось у к центру кривизны и выпишем расчетные фор
мулы для этого случая:

параметры деформации

ди 1 (dzr \* dv . , I !dw \-։՛ = 37 - + 2 ( Л?) : =’ = dv - + т( Оу ) •-

ժւլ dv ժ» ժ»
՜ ду ՚ дх дх ду ’ 

_ հ- ֊ _ Лг /Р ժփ0 . 
1 их- 8 ftx ՝ 1 3^ + 8 ду ‘

. հ1(օճ +^iV
՜ дхоу 8 I дх ' ду )'

(3.2
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> = Լ I Ջ» и. \
6 \ дх ' оу / ’ 

Усилия и моменты

■ \ — {՜ս£։ Ь ճյշՏշ: /i = c2iz2

<w°;

.. Гч <УЛы՛ d^w
7И. = — /),, . n — IՀ-i -ттг|էժյր 1 Հր*

... ԺՏՈ» Ժ3<€'/Улл----А- - /У...
оу՝ * ох՝

(3.3;

101 Oy

где

Н Т7>мдхду 10
??о _ ^?о \ 
их ду I

֊«55
ռ _|_ n ,yr, \ О/J” дх* ՚ յշ + ^С0 охоу-

Из i'I.I 1.1 и 11.13ւ получим следующую систему уравнений: 

. дЧ? , . _ d'F , ,л [«„ + (а« + 2«,=) ^г + ^: ] +

оггс dxw d^w d2w ,՛ ժ3ւշ՛ _
՚ ~Ox" ' * ду- дх2 оу2 ’ \ дхду /

(3.4)

/>ո^ + 2(2Օ,.հ + Օ։2)^ + Օ։։-^.+ (3.5)

4- հ d^w _ о7/- о՝_^՝_ 
у дхду оу2 дх1

дгР д-w d2F
օ.Հ- <)у2 - дх2

օԴ' 
оу2

п-^- + (£>,с + 2"от)( />3?0 
Охду֊ ‘

<jy3՜

fi‘ Г г. 
-'/֊10

Проведем расчет для некоторой частной задачи. Будем рассма
тривать тот же пример, что и в работе |3|. Оболочка с двумя кри
визнами

k = k =
а2 (1 4֊ с) ’ - а”с (1 4֊ cj ’

где с — отношение сторон, /—подъем оболочки, изгибается нормаль
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ной равномерно распределенной нагрузкой q(t. Предполагается. что в 
процессе деформации, кромки оболочки не остаются прямолинейными. 
Задача решается, в первом приближении, методом аппроксимирующих 
функций [4].

Как известно |3|, снизь между прогибом к՛1' в центре оболочки 
и давлением

и |М>+2Мё-+
,ՋւԱո

*՜ (ty3 
дается в виде:

(ՅՀ>)

а 1>
(I՞ (' С — V “V= 47 I ?> Х' У) Sln a Sl" irdxdy- (3-71

О v
Для коэффициентов ձյ в работе |3| приведена таблица.
Для определения 7* необходимо иметь решение задачи при ги

потезе недеформируемых нормалей, т. е. решение уравнения:

Для простоты расчетов будем рассматривать квадратную обо
лочку с — Ի при следующих значениях упругих постоянных:

£,=0,6X10*; £>=1,2X10*; «*, = 0.036; |*а = С,071.

Тогда, для коэффициентов зависимостей -,3.7i и .3.8;, будем иметь: 

/.0= 18,0781; /-, 1,7409; Ь 7,1449 и А3 = 4,7988.

Подставляя полученные решения в формулы (3.4) и (3.6), полу
чим значения грузового члена q* при различных относительных раз- 

мерах оболочки таблица 2). Соответствующие значения -}— приво

дя гея в таблице 3.

Таблица 2
О" I» 07 X ГО*՜ G = 0.14 X 10*’

h
• \ а

% \
1/5 1/10 1.15 1.5 1/10 1/15

10 12,2599 10.5649 10,251! 11.1299 10.2824 10.1255
20 31.7637 22,9-109 21.3070 25.8818 21,4704 20,6535
30

<
46,2990 31,0747 31.8110 38,1495 32,0373 30,9055
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'! облица .У
G = 0.07Х 10» G = 0.14 x io- 1

\ Л
\ а 1/5 1/10 1/15 ... .... 1/15%\

10 0,5073 0.409! 0.3903 0,4348 0,3951 0,3858 0.3788
20 2.7994 2.3290 2.09Տ0 2.5306 2.1535 2.0838 1,9718
30 3.2200 2.9009 2,8000 3.0300 2,8205 2,7700 2,7320

В последнем столбце приведены 
гоффа. Сравнивая полученные решения 
ошибку в процентах (таблица 4).

решения при гипотезе Кирх- 
с этими значениями, получи-!

I J'=0.07X10» 6՝ ֊ 0.14 10
Таблица 4-

\ —\ a Հ \ 1,5 1/10 1/15 1/5 1/10 1/15

10 25.3 7.4 3,1 12.8 4,1 1.8
20 29,6 15.3 5.9 22,1 8.4 5,4
30 15,2 5.82 2.4 9,8 3.1 1.4

Как и следовало ожидать, эта погрешность и в нелинейной тео
рии, для некоторых случаев анизотропии, может быть существенной.

Институт математики и 
.механики АН Армянской ССР

/
Поступило 14 XI 1957

Ս. Ս.. Xtuifр.шрлuuifjuifi; Տէ. *Լ- ՓեշսււքwqojuiG

ՓՈՔՐ ԿՈՐՈՒԹՅՈՒՆ ՈՒՆեՑՈՂ. ՕՐՏՈՏՐ.ՓՈ ԹԱՂԱՆԹՆՒՐհ 
ՈՋ ԳԾԱՅԻՆ ՏԵՍՈՒԹՅԱՆ ՄԱՍԻՆ

Ա Մ Փ Ո Փ Ո I» 1Г

Աշխատանքում տրվում Հ- '/'"■/֊/’ կորութլուն ունեցող օրտոտրոպ թա
ղանթների հաշվման ոչ ղծալին if ft սէևսաթլոէն, որր հիմնված Հ հետե լա/ 
ընղու նե լո ւթ լո ւնների վրա:

1, Թաղանթի միջին մակերևուլթին նորմալ ղծալին էլեմենտները ղե- 
ֆորմtug իաւից հետո չեն փոխում իրենց ե րկա րա թ լսւնը:

2. ԴեՏիորմացիանևրր որոշելիս ընդունվում I,, որ Հօ- և ՜ ■ շոչավաղ 
լարումները չեն աարրևրվամ դեւիчրմացիալի չենթարկվող նորմալների հի՝ 
պոթեղի կիրաււմ ան մ ամանակ ստացվող, համապատասխան լա րւււմէքե րից:
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Միջին մւոկերևոպթի րլեֆորմացիաներր որոշելիս ինկաաի ենր ունե
նում միայն ալն пу ղծալին անղաՍեերր. որոնր ծսպում են թաղանթ ի նոր֊ 
մալ տեղափոխումից:

Ե քնելով բերված րնղոէնե լաթ լուննե րից և աոաձդականա թլան ոչ ղծալին 
աեսա թ լան րնղհւսնուր ղրա լթներից, փորր կորա թ լան ունեցող թաղանթների 
համար ստացված են пу ղծտլին տեոտթ րսն, որր հալտնի տեսությունից 
սւտրրերվա մ է միայն րեոր ներկա լացնող անղտմով:

Ելնելով րնղհանար աեոա թյանից, բերված են ոֆերիկ ե ա ղղտնկլուն 
պլանով երկակի կորա թ լան անեցող թաղանթների հիմնական հավաոարա մ - 
ներր ե հտշվալին րանաձեերրէ

Լածված են կոնկրետ սրինակներ:
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