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МАТЕМАТИКА

Г. С. Кочарян

Об одном обобщении рядов Лорана и Фурье

В настоящей заметке приводится решение следующей задачи: 
для функций, заданных в двухсвязной области, и для функций, за­
данных только на замкнутой жордановой кривой, построить аппара­
ты приближения, которы? являлись бы обобщениями рядов Лорана и 
Фурье соответственно. Для этой цели .мы строим системы многочле-

1 / I ՝нов от zt ф..(х)(п = О, 1. 2.* ••) и от- • /*„ |— | п 1. 2, - ••) и, при 

определенных ограничениях, устанавливаем теоремы разложения по 
этой системе для функций, аналитических в двухсвязной области, а 
также для функций, заданных только на замкнутой жордановой 
кривой.

Пусть на плоскости z дана двухсвязная область ԼԼ ограничен­
ная замкнутыми кривыми и Լ2 । Ճ . находится внутри ձ։). Для про­
стоты допустим, что нулевая точка находится внутри /.2. Область, 
находящуюся внутри кривой Lv обозначим через Ծ?. ее дополнение — 
через-(77. Введем аналогичные обозначения 6՝[! и Cii для кривой

Пусть функция а»- </՛ ;z) конформно отображает (7 Г на область 
® '>? так, что ф(х)=ас. Цщ ‘^<՜֊ I, а г — б («И—обратная функ­

ция. Пусть, далее, w — Ր iz) конформно отображает 67 на область 
рйУ',>/* гак. что Л(0) , iim z-/'(z) — I, a z — ©(«’)— обратная

;-о
функция. Обозначим через С911 образ окружности йу|—р0>б при 
отображении и՛ —/Чг), а через Г<։, г0> г — образ окружности |к’| = 
= г0 при отображении w P\Z).

Очевидно, в окрестности бесконечно удаленной точки фу акция 
ф(г) будет иметь разложение вида:

ф[г) =2,-гя04- -Ч----- , ՝
z

а функция /-’(z) в окрестности нулевой точки будет иметь разложе­
ние вида:

Л(г) 4-^-HrZ ֊!-•••«С
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Обозначим через (z) (н -О, 1, 2,---) многочлен, представляю­
щий совокупность членов с неотрицательными степенями з в лора- 
поиском разложении функции |Ф(з)],։. а через 1 ) (/? = !, 2,---) 

обозначим многочлен, представляющий совокупное г:֊. членов г отри­
цательными степенями z в разложении (Л'(г)]н.

Функции являются многочленами Фабера, порожденными 
областью (/Հ Известны следующие интегральные представления для 
фл(г) (см. |1|):

а) если г —любая точка внутри С?ь, то

$М*) =
1 (4# Г-Н” 

Ձ-/Հ՝ Հ-z
1 Г ՛'/ (ы>) wn 

2-i J ձ (w) — z 
n-l-H

» (1)

бI если z — любая точка вне C?<։ то

ՓՀՀ 1<Яг)Г —Հ—11*- (2)
Լ 2

Аналогично выводятся следующие интегральные представления: 
в) если z ■■֊ О — любая точка внутри ՇՀ,. то

^(֊) = lf^l"-5֊7j^—л ՛՛ о»
£><,

г если з—любая точка вне то

z) 2-/J : z ЧтЛ J <?(«■') — -г (4)

Теорема I. Всякая функция f(z), аналитическая в двух- 
связной области, заключенной между кривыми Сг,9. р0>р и Г,., 
г0>-г, может быть представлена в этой области в виде суммы 
ряда:

•кз 50
/(2՜) -= У а.к.фк(г) ф У bkTh

*-о >-։
(о)

где
__L(V 14^'1 
“ad ա։ւ'ак = 1 Cf(z)ip'(z}

2r.i\ \ф(г)\и 1 die (P<P« <fU

.и (6)

1 ГЛ^Сг) _ 1 г/1? 1^1 
2zZJ |ր(շյ|*+1 ՜ 2Հ1 *^+1 

Ճ7յ itt>i-r։
(րՀր^Հր,,).
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Доказательство. По георёме Коши внутри двухсвязной 
области имеем:

Ш =--

/[■?(<<՛ J d®
1 Г КМ

՛} «’ — z
/|<? i>)| dw. (7)

При фиксированном z внутри кривой имеется равномерно сходя­
щееся разложение (см. [1]):

W = у, ф»1 z
•Ъ (w) z — w*+։

Л-0
(lwj>px>?). •8)

По свойствам функции Բ'(z > убеждаемся, что функция ?(к՝) 
удовлетворяв г условия м:

? ՛ оо ) — 0, liin iw) = 1. w +
следовательно, в окрестности бесконечно удаленной точки имеется 
разложение Лорана

Откуда

Эти разложения показывают, что функция —— —— при ашк- 
© УК’) — z

сированном z вне кривой Сг. аналитична в области |wl>r и имеет 
в бесконечности нуль второго порядка, поэтому в окрестности беско­
нечно удаленной точки будем иметь разложение:

М = у <Ա(Վ
-Z — ..՛

Отсюда, учитывая (4), получаем 
к՛!-. разложение: 

равномерно сходящееся в области

?? (-а՛)

Подставляя в (7) выражения (8) и (9), приходим к (5).

<9)
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В случае кругового кольца многочлен обращается в z!:, 

а Ւ՚ե ( — 1 в следовательно, в этом случае ряд (5) обращается в 

ряд Лорана.
Мы получили разложение в ряд функций в двухсвязной области 

при условии, что функция аналитична в более широкой области. При­
меняя метод С. Я. Альпера |2|, можно получить теоремы разложе­
ния при более слабых условиях, налагаемых на функцию, но зато 
накладываются дополнительные условия на область.

Следуя С. Я. Альперу, будем говорить, что односвязная область 
G или ее граница Г удовлетворяют условию ./, если Г представляет 
собой замкнутую гладкую кривую Жордана, у которой угол (Տ) нак­
лона касательной к вещественной оси, как функция длины дуги .$՛, 
на Г имеет модуль непрерывности /(й), удовлетворяющий условию:

f
1lgA| dh <Հօօ.

о
Далее, будем говорить, что двухсвязная область D удовлетворяет 
условию /, если области Gn и СФ одновременно удовлетворяют усло­
вию /'.

Теперь докажем лемму, подобную лемме 3, С. Я. Альпера.
Лемма. Пусть область D удовлетворяет условию j и функ­

ция f(z), аналитическая в D, непрерывна в D. Пусть функции 
О, wj, аналитическая tf | w|<p, Оа(гг’ , аналитическая, в w|^>p, 
определены интегралом типа Коши

— Г-Ж311
1*Н

а функции /л аналитическая в | к՛ | < г, ■/.. (zcj, аналитическая 
в w | > г, определены интегралом тина Коши

± dt.
2<l t-w

1/!-Հ

Тогда функции 0է (к՛) и 03 iii՛) непрерывны, соответственно, в обла 
стях \ы\ հկ и Հ-с > о. а. /, ио и /2(«՛) непрерывны, соответст 
вен но, в областях ; к՛] Հր, к'| > г, и справедливы неравенства:

<՛>, (8) Հ А, ю (Հ); (1»2; о । <Հ А« (о 18 >,
2,(8)<А5<0Й; ճ#Ռ;<>ևա(8),

где w о)- модуль непрерывности f{z'\ в D. и модули
непрерывностей (функций &։ (&) и ՛>., «՛) на | «՛ = у, а 2։ (о) и Զ2 (о) ֊ 
модули непрерывностей функций /л(к՛՛ и на |w' = r.
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Доказательство. По теореме Коши, при z^D

ք^ճՀթ^-ՃՀԼ^,
2 -t J . - Z 2 -l J ; — zԿ £»

110)

а если z находится внутри L2 и вне £։, то

Положим

_____ ц*ж

Ջ՚րս՜յ С — z 4 2-f’J; — z 
ւ,

d- = 0. (11

/,(z)=— f—
15 2 -i ) r _ z

Հ (г) определяет две функции /Р(г) и l\e}[z\. аналитические, соот­
ветственно. внутри /., и вне Л։. a l2(z определяет функции /» (г) и 
/(;и(г1, аналитические, соответственно, внутри и вне L2.

Пусть В равенстве (И) функция /շք,ւՀ*ւ будет иметь опре­
деленное значение, следовательно, существуют угловые граничные 
значения для /։ (z) и, ио основной лемме И. И. Привалова [3j,

1֊ С ֊ք (՝} ժհ =—f(;*) -к ֊ ’ Г-Ж ԺԼ (12)
£, /-։

Аналогично, при

— [Ж й֊ - ֊/(;*) ֊I֊ ~ ֊ f ԱՅ)
շ*/.Կ ■•= շյԼ 2ч)с-е

л»
После замены переменной в (12) и (13), полагая -֊= ф (Լ*) и է* — 
= /•(;*), получим:

փ՛՛ ww® * Խ ** Wl

it-'

Опять по лемме И. И. Привалова для предельных значений ՕւքՀ*) 
имеем:

е, } 1 Г/Н(-1
2Վ) 

- !֊р
что вместе с (12') дает:

Օշ 1 ■И t)

I.•*
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(Н)

Если 1Հ = | '• J = р, го имеем

֊Լ СЛ9— J_ Г-Ж.-, сл
MJ ’ И**) -и

t,

ибо функция имеет ограниченную производную на |w[ = p. Ис­
пользуя дальнейший ход доказательства леммы 3. С. Я. Альпера, 
приходим к доказательству сформулированной нами леммы.

Теорема 2. Пусть /(г) аналитическая а двухсвязной об­
ласти I), непрерывная в D функция, удовлетворяющая в D условию 
Липшица < показателем а^>(). Если область D удовлетворяет. ус­
ловию j, то средние арифметические частных сумм ряда, по по­
линомам Фабера дают оценку для всех D и п I:

/(-- V «.?Г'ф41г) V bjpf-j 1 ՝| <՝Հ- 15)
—' — \ z I րՐ
է-0 *-l

где = 1 — —. Ok и bt определяются как в (6). 
n

Доказательство. Условия теоремы позволяют в формулах 
(1) (4) и (6) в качестве контуров интегрирования взять, соответст­
венно, кривые /.յ. А-. ®1 = ?, — г. Далее, по лемме И. И. При­
валова, в обозначениях леммы на окружности ? будем иметь: 
/|?(-)| =0х(- М~). а на t =r, —Z։(0- Отсюда,
введя обозначения 0։ ’.)) = >. 0. [Հ; (’.)] — и (л. /.։ I^G)! = **(£)>
ZaK**l€)| =’Л* (5). где Л։. ; L:. будем иметь:

/(’) = /.(: Ա.Հ); /(;) >.•(;)֊•*• (5). (16)

По условиям теоремы, в силу доказанной леммы, убеждаемся, 
что функции 0,(1) на т '• и /л է) на է —г удовлетворяют усло­
вию Липшица с показателем а Отметим, что функция >.(z) опреде­
лена только на /.j. a u z) аналитична в области <?Г. Аналогично, 
функция • is) определена только на /.а. а р* :) аналитична в обла- 
сти Cti.

Но теореме С. Н. Бернштейна см. |4|) имеем:

0։|к՛) V քՀ՚ն^և”* < при » - ак ' -- Гdx, (17) 
— ո' •
*-u » | |1l->
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И

Zj(tt') V <~; при !«•!«/-. bk= I •" dt, (18♦ 
fl w J I

l/l-r

Для z, лежащих вне Lv из (2) имеем: 
Ո n
У ճ՚^/՚՚^ևՀշ ՚ = V flxr?*0 -jp ՜1*
л-1) Л--0

„У a4”’[^(Ql‘

£,

Отсюда, учитывая (16), получим:

У ак?к'фк(г) у aftplf" I# (z)|fc 4-
Л-0 к-0 
п

+ sLf—------- г------------------Л4--Ц(՝Ж֊и(г). 19).
2 ™ Լ — z 2 ր.ւ J ч — z

ձ«
Далее, для z, лежащих вне /.2, из (4) имеем:

V Ьк^ (±) = -^Լ. Ր- -г =
*-> Հ

v Л *~

или, учитывая (16).
и

Л- i.S) — У ծ,₽ր։|/:(€)|*

у 1 ) = ֊ЦС---------- -------------------- di--ЦГМ1֊ d֊. (20,.
\ z I 2zt] z-z — z

fe-j Հ կ

Из (19), (20) и (И) для z вне £յ получим:
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*~0 * А--0

րյ Ո | \ Ո

ո
х«(5) У M',l|f(?)l‘

+ хЦ 1-------------- di.
2-<j E--

Отсюда, при z-*c*£Lv

г.
V arf’՜* d-. —

Л--0

ո
>■•(€) — у M”|F«i]‘

1 1 *-о_______
2r'J 5-е

L,

(21)

Из 21), (17), 118) и леммы 2 С. Я. Альпера на Ll будем иметь:
я п ,

/(՛.) ֊ V а^'ф, (,) ֊ у b^F„ (±)
Ль.О յէ-է

Пользуясь формулами (1) и (3), аналогичную оценку можно по­
лучить и на Լ-, после чего остается применить принцип максимума.

Теорема 3. Если f z\ — аналитическая функция в двухсвяз­
ной. области D. удовлетворяющей условию /, непрерывна в D и удов­
летворяет в D условию Зптшица с показателем г > 0, то для 
всех z^l).

п л
f(z}- V ацфц \z\— у Ь/гЕк

k-Օ Л‘-1

֊^-lg«. 
ՈՂ (22)
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Д о к а з а т е л ь с г в о. Достаточно в доказательстве георемы 2 
вместо оценок 17) и (18) взять оценки:

г.
0Д-.1

к-0

<дп3- _!£“ 

/Г

/Л и՝' VMfe'<An—

л-о j 11

которые, по теореме А. Дебета (см. |4| ), верны для функций, удов­
летворяющих условию Липшица с показателем а>0.

Следствие. Всякая функция /(г), аналитическая и двухсвяз­
ной области D, удовлетворяющей условию у, непрерывная и удовлет­
воряющая условию Липшица с показателем а>'0 в I). разлагается в 
замкну гой области в равномерно сходящийся ряд:

ОО ОС .
f\z V а.фк [Z] ~ V bJ-՚Հ ֊֊

Л-0 Л-1

Идеи доказательства теорем 2 и 3 можно применить к разло­
жению функций, заданных на замкнутой линии. Пусть дана замкну­
тая жорданова кривая Г, ограничивающая область 6'°, которая удов­
летворяет условию J и содержит точку г 0 внутри себя. Дополне­
ние к СР обозначим через G՝. Сохраняя прежние обозначения, обо­
значим через w = ф (Z) функцию, конформно отображающую О’՜ на 
область а через -и»-֊ /-'(г) — функцию, отображающую <7° на
| д.՛ | > г.

Теорема 4. Если непрерывная функция f (г) удовлетворяет 
условию Липшица с показателем ?->0 на замкнутой жордановой 
кривой Г, удовлетворяющей условию յ\ то для всех z Г.

п ” ■ 1 \ I д
/ (г) у у ОдРТ'/-\ (- ) ՛ < -1֊3-

— —» \ z I и*
Л-0 л-1

Доказательство. Как и в (19) и (20), для z. лежащих вне 
Г, имеем:

г. п
V a„ff (г) |‘ I

Է-О к-0

У (t) i‘ ՛■■՝-՛
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п
,/*(С) V I4

+—I------- —------------ л.
Ջ«) Լ-z

է г

Далее повторяются рассуждения теоремы 2. Этим же путем полу­
чается:

Теорема о. Если непрерывная Функция f z удовлетворяет 
условию Липшица с показателем а^>0 на замкнутой жордановой 
линии Г, удовлетворяющей условию /, то

п н
f 'Z: — у акфк Iz। - V bjy

k-Հ) k-\
< lg/z, г I'. 

№

Следствие. Всякая непрерывная функция/(si, удовлетворяю­
щая условию Липшица с показателем к>0на замкнутой жордано­
вой линии Г. удовлетворяющей условию /, разлагается в равномерно 
сходящийся ряд:

со ос
f\z \'акфк z՝+ ак1'ь

к О Л-1
֊’€Г.

В случае, когда кривая I՜ совпадает с окружностью |z| — R. этот ряд 
обращается в ряд Фурье, если положить z — Re* — ՜ =5 0 - ֊ * .

В заключение пользуюсь случаем выразить искреннюю благодар­
ность академику АН Ар.м. ССР, профессору М. М. Джрбашяну за 
постановку задачи и за руководство.
Ереванский Госуларстиенний

университет Поступило 21 XI 1957
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Լ. U. *Kit\uipjuiG

ԼՈՐԱՆհ ե< ՖՈհՐՅեՒ ՇԱՐՔեՐԽ 1Ռ ԸՆԴՀԱՆՐԱՑՄԱՆ ՄԱՍՒՆ

Ա 1Г Փ П Փ 11 I* 0'

Հոդվածում կասսt ցվու մ են //—О, !.՛••) Ля| j IՈ — 1 ,2, • • • ) բազմանդամների и ի и սւեմեե ր ե րևրվամ են րսա ար/ ււիստեմների վերած­
ման fJեորեմեև/։ ե րկկապ աիրուլթա մ անալիտիկ. կամ մխալն </ որդ անլան փակ 
կորի վ/՚ա արված ֆանկցիանե /• [* համար! // տարվա՛} չարրերր նև րկաչա ցնամ 
են համապաաասխանարար Էսրանի և ւեւււրլեի շա րրե րի րնական րնդհանրա- 
t/ա մսերր։ II. Յա. 11,/պերի [21 / պսւ լմանին րավարարոդ սէիրոպթնե րի հա­
մար ուրացվում Է ալււպիււի արգլունք

Թ ե ո ր ե մ 2. եթե ք (Z) ֆունկցիան անալիաիկ 1. / պայմանին բա­
վարարով I) երկկապ տիրույթում. սւնրնդ!։ mtn ե I) փակ աիրսւ յթու մ It 
այնտեղ բավ արարու մ I. եիպշիյւի a(a^>0 պայմանին, ապա ըստ Ֆարերի 
բազմանդամների շարրի մասնակի դումարների միջին թվարանական1էերր 
րպոր Z^ZJ-երի 1ւ // ՜?_: I համար ասվիս են այսպիսի դնահատական.

Հ;2> V (г) ֊ V I•

—J — \ Z I H

որտեղ p’/ = 1 . իսկ <?հ- Ii /’л դորձակիցներր որոշվում են (6| բանա-
Ո

ձևերւււ|:I1՝ Ь ո ր ե մ՛ 3. եթե Հ(2) ֆո< նկւյիան ւսնալիւոի// I. j պայմ՛անին բավա­
րարով I) երկկապ տիրույթում, անընդհատ I. /J փակ տիրույթում՝ և այն­
տեղ րավարարում կ Լիպշիդի a պայմանին/ ապա բոլոր z հ /J-երի հտմար'

/(г) V Uk&iz) У ծ*/7J _ j <^- Igfl'Ar-0 A-1 I
Հե աե վ ան ր. j պտլմանին րավարարող [) երկկապ Աէիրա. վմ ո ւմ սՀհա- 

լիաիկ ամեն մի ք (Z) ֆունկցիա, որն անրնր/հաւո է և րավարարու մ է kl"4~ 
^իցի a պա /մանին ') աիրոլ/իք in մ. վնր Լ ածվում [)֊ում հավասարաչափ 
է/ու t/ամեա չարրի.

f(z) - V акфк(г) +«-0 *
Մսէսնավոր դեպրումf երր Է) աի/nit ifj/i ւ/աոնու մ է շրջանակին Ш/ակ 

վերջին շարրն !,լ դաոնում Լ Լորանի չարր:
Տևդի անեն հեաե/ш/ ի!եորեմևեfi/i.
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Թ՛եորեմ 4. Եթե ((г) lulipliQlhuiu ֆունկցիան puu] шршрп i մ Լ Լիպ- 
ջիէ|ի я պայմանին / պայմանին րաւ| արարող Г iJ'npquiGjuiG փակ կորի 
։|րա, ապա րոլոր Z /'֊հրի Տամար՝Л Ո ք 1 Հ՜'

f(z) V 2) - V Ա-յ, K-0 X-1
Թեորեմ 5. Եթե /(?) ֆ»« .Ակցիան անրնդնաա 1. li pun] արարում 1. ։.|‘и1?1’Я|1 7 պայմանին / պայմանին րաւ| արարող /՝ ժորղանյսւն փակ կորի 

։|րսւ. ապա

քI ֊՜) - V М*(г) - V ֊֊՝) < — 1g », г Г
■■ ~ \ Z / /1°ft=0 A--0

սրահդ Ilf և Ь- ՛քո րձ ւսկքււքնհ րր որոշվա tf հն ( (> ) [< ան ա ձ1։ ե ри վ:
Հհ ահ վան,ր. j պայմանի րավա (ււսրէքդ / էհո րդան յան փակ կորի վրա 

արված ա/քհն մի սւն(ւնւ}Հաւո հ Լիպ՞իւյի t/րհէ а(я^>0) սլալմանին րավարա- 
րէէղ ւիանկցիա վեր /. ածվււս)' հավասարաչափ դոլղամեա ^արքի'

֊ V«A^„ KZ) փ V ե Z^l'։՚ «.'•«О L-֊l
•նէռմ Է Z շրջանագիծը, ստագվոսք Լ Ֆուրլեի^՚րր ! ^"1՚ք՚ դամ.

շ^րր (2 = Re։ ՚. -
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