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ТЕОРИЯ ПОЛЗУЧЕСТИ

И. X. Арутюнян, М. М. Манукян

Ползучесть составных цилиндрических труб

В настоящей работе рассматривается задача о равновесии со
ставной цилиндрической трубы, находящейся под воздействием вну
треннего и внешнего равномерного давления с учетом ползучести и 
изменения модуля мгновенной деформации материала. Такие трубы 
(как железобетонные, составные металлические или деревянные и др.) 
часто применяются как важные конструктивные элементы в технике. 
Решение будем проводить в рамках плоской задачи на примере двух
слойной цилиндрической трубы, рассматривая ее как тело, состоящее 
из двух отдельных полых цилиндров с различными материалами, при 
условии полного слипа их соприкасающихся поверхностей.

Общее решение этой задачи в линейной постановке было дано 
в работе |1|.

Ниже мы приводим решение рассматриваемой задачи, основы
ваясь на нелинейной теории ползучести, развитой в вышеуказанной 
работе 11J. А

М. И. Розовским |2| дано решение задачи о равновесии одно֊ 
родной цилиндрической оболочки, находящейся под воздействием 
внешнего давления с учетом только ползучести материала. При -лом 
решение задачи получено способом последовательных приближений. 
Этот же метод применяется и в настоящей работе.

§ I. Постановка задачи

Рассмотрим круглую цилиндрическую трубу, состоящую из двух 
отдельных полых цилиндров с различными материалами, спаянных по 
поверхности их соприкосновения. Пусть нс- внутренней и внешней 
поверхностям трубы приложены равномерные радиальные давления с 
интенсивностью />։ и р2.

Обозначим радиусы двухслойной цилиндрической трубы через 
г։, г12 и Го, причем г։<г։2<г: (фиг. 1).

В условиях совместной работы двух цилиндрических тел между 
ними возникнут радиальные силы взаимодействия интенсивностью у (/), 
(фиг. 2). При этом, в силу симметрии, касательные напряжения будут 
равны нулю.
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Рассмотрим равновесие каждого слоя в отдельности. На внутрен
ний слой грубы действуют силы рх и q (/). а на внешний — q (է) и р։.

Не нарушая общности, можно допустить, что ползучесть мате
риала одного из слоев трубы, как, папримерч внутреннего, по сравне
нию с ползучестью материала другого слоя незначительна и можно 
ею пренебречь. Такое положение имеет место, например, в случае 
железобетонных труб или деревянных с металлической рубашкой и др.

Фиг. 2.
§ 2. Определение напряжений и перемещений во внутреннем 

слое трубы

Рассмотрим вначале равновесие внутреннего слоя грубы, прини
мая его как полый цилиндр, находящийся под воздействием силы Р։ 
՝с внутренней стороны и силы q(t)—c внешней стороны.

Пусть Հ1' и радиальное и поперечное напряжения во вну- 

трением слое трубы, а г, = . г/ —------- соответствующие юфор- 
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мании, выраженные через радиальное перемещение «(1». Осевой де- 
‘юрмацней трубы пренебрегаем.

Тогда для определения напряжений во внутреннем слое и его 
ад։альнык перемещений согласно формулам Ляме получим следую

щие выражения
-<“« —Ճ» ° • £»?, 12.1)

о- — 1 о’ — 1 г2 ’

II» А» Ч (О X Pi Q (f) . f'v.' /9 9)V՜ P37J + ֊gS_ i - 7. ( •

„(!)= 1 ~v(,) Ai —q (0 52 r x 1_±Ճ1 lAi-<7 (01 ձ?
S’> S’ -1 SO Г- ֊ 1 r ’

Здесь q(t) пока неизвестная функция времени է,
S։>— модуль деформации материала внутреннего слоя,

■•*”֊-коэффициент Пуассона материала внутреннего стоя,

3 - > 1 .
Г1

§ 3. Основные уравнения нелинейной теории ползучести

Рассмотрим вначале основные уравнения нелинейной теории пол
зучести. а затем перейдем к определению напряженного состояния 
внешнего слоя трубы.

Как известно |1, 3|, основные уравнения нелинейной теории пол
зучести. в случае пространственного напряженного состояния, можно 
получить, если принять за основу теорию малых упруго-пластических 
деформаций.

Зависимость между напряжениями и деформациями в теории ма
лых упруго-пластических деформаций, когда сжимаемостью материа
ла можно пренебречь, выражается формулами |4|: 

2 G, 3,՛
Հր- 5 - ֊֊ Чг, v.ry = — Try,

О 2/ OS/

2Պ3 м ■ ՜ 3 — ՜ Sy,
3 3ez'"’

J, 3 = - ,
•

(3.1)

где -з ֊ (ог 4- зч. 4- Պ), а Պ 
о

е.- — интенсивности тензора напряжений

и тензора деформации, соответственно равные

&=» --- ֊֊I՜ (3.V— *у)* 4՜ (՜>'“ <?«)* 4՜ (Зх"5х)2 4՜ 6 (“ху т 'О 4- Vrz), (3.2)
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1/ Т / q ” ՜ ՜
—3՝ | / (ел —<у)2 4֊ (гу — s։)2 4֊ («< E.v)2 Ь — (ьН Հ... 4- 71г). (3.3)

Примем, что интенсивности тензора напряжения и тензора де
формации =; при объемном напряженном состоянии связаны между 
собой той же зависимостью, что и напряжения и деформации волно- 
мерной задаче, а именно |1|:

-J ՃՋձճժէ, (3.4|

где С (Հհ)- мера ползучести материала.
/ координата времени,

-г, —время приложения нагрузки,
G(/)֊ мгновенный модуль сдвига материала, 

некоторая функция от с/(0« характеризующая нелиней
ную зависимость между напряжениями и деформациями 
ползучести для данного материала, получаемая из опы
та.

Функция ք |պ(/)1 должна удовлетворять условию/(1) = 1. В 
соотношении (3.4) принято также, что материал внешнего слоя трубы 
несжимаем.

Предположим, что мгновенный модуль сдвига постоянен и ра
вен (i{„ тогда соотношение (3.4) примет следующий вид:

М0= 3 6. ֊ /р/СО (3.5)
J Ժ т

§ 4. Определение напряжений и деформаций во внешнем слое

Рассмотрим внешний слой трубы как полый цилиндр, по вну
тренней и внешней поверхностям которого действуют соответственно 
усилия q (О и /Հ. Примем, что мгновенный модуль сдвига постоянен 
и равен 6’0.

Пусть о/1 (Հր) и Հ2) (г,է)— радиальное и поперечное напряжения 
(Й . du1-2' . /.՛՛•՛во внешнем слое. 4' (г.է) = ------ . ւ9Կր,է) =-------- соответствующие

dr г
деформации, выраженные через радиальное перемещение Осевой 
деформацией пренебрегаем.

Принимая, что материал внешнего слоя трубы несжимаем, по
лучим
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Из соотношения (4.1) следует
«?* (г,/) = - (г./) = Հ1 րկ_ « (/). (4.2)

2 гг

где a (է) пока неизвестная функция только времени է.
Из соотношений (3.3) и (4.2) находим

eJ2>(/)= -ф«(0, (4.3)

где г?’(/) — интенсивность тензора деформации материала внешнего 
слоя трубы.

Неизвестную функцию а (/) можно определить, пользуясь гра
ничными условиями задачи:

Հ” (<W) = ?(/)■ <)=/’»• (4-4)
Из уравнении (3.1) получим

Հ”(ր,է) - Հ’'(ր,է) = - -X- »JnW). (4.5)
г 3

где Հ՜՚՚ւ'/) — интенсивность тензора напряжений материала внешнего 
слоя трубы.

Внося (4.5) в уравнение равновесия 

ժՀլ 
dr

j? I дл
ՀՀ (4.6)

и интегрируя ее в пределах от rxZ до г, получим

а'=> (г,<) = Ч (О ֊ ֊ J dx. (4.7)

Гл
Полагая в (4.7) г - г2 и принимая во внимание (4.4). находим

9 р 12)/ „ /лհ (է) = /Ա շւճձմ) dx. (4.8)
I ձ J X 

Հ|»
Подставляя значение Հ՜Կ/) из (4.3) в (3.5), получим для ?/'(/) 

следующее выражение:
t $

43) (Z)-3G<2> ( f [зР(т)| d- =36<շ։ a (է), (4.9)

•I
где 6^ - const — модуль сдвига материала внешнего слоя трубы.

Таким образом, задача определения напряжений и деформаций 
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двухслойной цилиндрической трубы, находящейся под воздействием 
внутреннего и внешнего равномерных давлений, с учетом нелинейной 
ползучести внешнего слоя материала сводится к определению трех 
неизвестных функций: а)2) (/), a(Z| и q'\t\.

Функцию а,-2) можно определить, интегрируя нелинейное ин
тегральное уравнение (4.9Հ а Վէ) в q{t} - пользуясь соотноше
нием (4.8) и условиями совместной работы двух слоев цилиндрической 
трубы.

Точное решение нелинейного интегрального уравнения (4.9) свя
зано с непреодолимой трудностью, поэтому это уравнение будем ре
шать способом последовательных приближений. Решение будем ис
кать в форме

<W) = llTn<>S (/), (4.10)
Н —*оо

где
-2

=S(0 = 3tf2։^-a(t). (4.11)

□Й(О-ЗО'։(^а(<) + 

է
+ Յճ*'” (՜ / |^’օ (т) I ШйД (4.12)

J °՜

=!֊'«(() = 3Gl2> +

I 3Glilj' /[»!’’_, (T)] Հ՞&Յ-Ժ-.. (4.13)

Пользуясь классическими методами теории интегральных урав
нений, можно при довольно общих ограничениях для функций 

доказать, что эти последовательные приближения равномерно 
сходятся к о*'՝ (է) и что 11m (/.) — Հ-՜1 {է) представляет собою реше-

Л”ОО 
вне уравнения (4.9).

Отметим, что в общем случае отыскание этим методом последо
вательных приближений связано с большими трудностями. Поэтому 
при решении практических задач можно ограничиваться двумя первы
ми приближениями, гак как они дают достаточно хорошие резуль
таты.

Полагаем, что J ի(")является степенной функцией вида

/|о|11| ~ *р<2|-НМ’'Т. (4.14)

Здесь о(*' напряжение материала внешнего слоя грубы, 
т некоторые постоянные параметры, определяемые из опы

та, при этом
/(!)=*, ֊• Л2=1-
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Такой вид функции /|зи)| характерен тем. что он обладает достаточ
ной общностью и хорошо описывает экспериментальные кривые пол

зучести при высоких напряжениях ( для ряда материалов,

как, например, бетон (5| и др.
Заметим, что если в зависимости (4.14) параметр k2 мал, то 

функция /խ* | будет характеризовать кривые ползучести материала, 
обладающего слабой нелинейностью.

В рассмотренном случае имеем
з։ = а . յ2 = չ5 = 0,

с _ 1 .С2) ' _
£з — ՜շ՜£ > —

I./2)
2

(4.15)
= Л

где е1՜ линейная деформация материала внешнего стоя трубы.
Пользуясь соотношениями (4.15) и (3.2) выражения (4.14) мож

но записать в виде
f l3?1 I = 4՜ Н’’Г- (4.16)՛

Тогда первое приближение уравнения (4.9) примет вид

В Հ2,։(Օ=յ<?(2)^Խ(Օ4-
ք

+ ЗО(Я ( {3G<« Հ փ a (-.) + k, 3G1” я (x) " ) rf-. 

M ■
14.17)

Из (4.89 и (4-Ю) следует 
г

q = -г ( 11Ո1ՀՀ (X, է) — ■ (4.18)
г 6 J „ - х .V

Подставляя (4.17) в (4.18) и принимая п — 1, получим для опре
деления а (/) следующее интегральное уравнение

«(0 = Պ 1(7 (О /<>) ֊
..7

К ֊у[зо'։>*1«(т) + 6,|а(,я՞1 [—(4.19)

где
а - 1 Ճ

1 3G'հ 1

(4.20)
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Из уравнения (4.19) нужно исключить неизвестную функцию <;(/). 
Для этого достаточно воспользоваться условиями совместной работы 
двух слоев трубы.

Условия совместности радиальных перемещений в соприкасаю
щихся поверхностях двух слоев цилиндрической трубы будут

В силу соотношений (2.3) и (4.2) из (4.21) получим 

где

а2 =

</(/) = <?.. -Н,а(О.

(4.21)

(4.22)

(4.23)

Подставляя значение q из (4.22J в (4.19), находим 
а(0=Л ֊

+ (-)Г I ժ
I <>֊■ (4.24)

Здесь
(ց.Հ - Р2)

1 — atb«

1
1

(4.25)

Уравнение 4.24) опять будем решать способом последовательных 
приближений. Решение будет

•где

а(/) = Ипт а/։ (/), 
Ո- X

(4.26)

а0 = Л, (4.27)
t

«։(0 = Д-В ([ЗО՝(3’ЙЛ, + Ьх |1„Г (Ժ£(ձ_լ’ժ-
1 <5֊

(4.28)

«.•« (/) = Л -
.յ

-в^ЗО'Ч^М- (4.29)
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Здесь можно построить формулу, дающую приближенное значение 
для <>■՝(}, непосредственно через меру ползучести С (է, т) при любом п.

Однако, при определении ,мы также ограничимся первым 
приближением, так как для Հ՜’(/) было взято только первое при
ближение.

Первому приближению уравнения (4.24) можно придать следую
щий вид

а, (/) = А ( 1 + « [3tf% )- М՞՜1] C(i, т։)J. (4.30)
Подставляя значение 04 (Л из (4.30) в (4.17), получим

_2
4?ւՀ<)=ՅՕ։Գ։ ՛?,(/) +

+ V з -V Фс(է) + VЗт (^։) ՜\(О, 

где
Ф» (0 = Л I 1+ В [3GP| А, + М"'՜11 С(1, ),

ф։(0 = Д- 13G14 I С Л,
1 О J -

(4.31)

(4.32)

'3(/) = i7TV|3O'2'r И֊<<>Г—

Подставляя (4.31) в формулу (4.7) и пользуясь соотношениями
(4.22) и (4.30), получим следующее выражение для радиального на

гапряжения а; во внешнем слое трубы:

Հ-’ (г, t) - az 4-

֊ (1 - ֊V )ы« ֊ [ ։ - ('f'f՞ ] Ф. «)• (4.33)

Пользуясь формулами (4.5), (4.31) и (4.33), для поперечного 
напряжения Հ;' во внешнем слое грубы находим

Հ’ (г, /) ֊ а4 т Ь= - (1 ֊ 3 -4] Ф։ (/) -

к з \ гг /]
-(1 3-0) 4, !է)- (4.34)

Исходя из (4.2) и учитывая (4.30) получим для деформации 
внешнего слоя трубы следующие выражения:

4-։(г,Հ) - - 4!)(Г, է) ֊ -Հ/֊ ւ7֊, (4.3Տ)
м Г

•1 Известии ЛИ. серия фих-маг. нау>:, Х- б
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J-—■- - - ■_=т——!  ■ — ишн^ч _ ՜րր

Из (4.33) и (4.34) следует, что значения напряжений ՀՀ' (г,/) н 
Հ՜' /-,/ в нервом приближении характеризуются тремя временными 
параметрами, которые определяются с помощью заданной меры пол
зучести материала внешнего слоя трубы С {է, ՜ . А из ՚հ1.35) следует, 
чю изменения деформаций 4՜1 г, i и г'.՜՝ г, է во времени характери
зуются лишь одним временным параметром.

Подставляя значение </(/) из (4.22) в соотношения (2.1), (2.2) и 
(2.3|, найдем следующие выражения для напряжений и радиальных 
перемещений в материале внешнего слоя трубы

в’1’(г-ч-։тгт[(| -?)(«»+МШ))]>

К*՛’ X / *^
։+ З/’-р1՜1՜ М,«)) •

Г I 1 _Л։) | / г2 \“ <Г-<|=?СГ1|4<П +-Й ֊(֊£֊)]

(4.36)

§ 5. Определение напряжений и деформаций во внешнем слое 
с учетом нелинейной ползучести и изменяемости мгновенного 

модуля сдвига материала

Рассмотрим общий случай, когда мгновенный модуль сдвига за
висит от времени է, т. е.

б<2> = (/-»(/). (5.1)

Подставляя значение из : 4.3,1 в :3.4:՛, получим

t
30^քխ.4£[^] +

•I

+ /|Հ՜'’քր)| [ d-. = 3C!il(fi ^-«(6. (5.2)

Пользуясь соотношением 4.16), можно этому уравнению придать 
следующий вид:

*՛֊ ՛ Д,Л

+ Ж’ (Я ֊I k, (3?Ն))"| ) d-. =

- 3G12'(?){?»(<). (5.3)
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Гервое приближение этого уравнения будет
I Հ”ւ(/) 3GW (/)а(/) +

г2
+ зо(։>(т) *, ■֊:=֊« н +

+ ft, ( 3G1” (г) ГАа (г) )" ~[ Л. (5.4)

Подставляя (5.4) в (4.18) и принимая и — 1, получим для опре- 
!ления a է'\ следующее интегральное уравнение

М0 = «г(/)|7(/)֊/Л1 - 
/(**»»&< ьу* 

4 3G(2|(-)*,»!-ldC՜ ^— -F
Ժ:

+ ծ, |3Gt։’l"l») d-.. (5.5)

/ v 3_ _fL
Պ 1 3G1's>(/r > 1

15.6,1

вставляя значение q t\ из (4.22) в (5.5), находим

■'՛ յ՛ в|'|/!м“м«|’|й[й®н]+

IԼ»“ (-|է,.;4է'ճՀՀ + (., J rf., !S7>
dz ' fjx I

где
/17, = ? iւՌԼ, 

I dJ/ւԽ 
(5.8)

1
1



52 Н. X. Арутюнян. М. М. Манукян
*■ ■ - ■ — ՜"՜ * 4 Հ՜ր՜ •՛•*•*•   ■ 1 . ■ -— —  •- _ на те

а., Ь2 определяются соотношениями (4.23).
Первому приближению уравнения (5.7) можно придать следую

щий влд
t

«,(<) = 4(f)-в(О [|30'”(’)-М-)֊ [֊3(.;։’>1Т| ] +
"1

(•Й?(,)М(’1 ֊֊ ֊■֊֊t ;֊/>, |3Gw(tl/1ri|'’։֊l,'T I Л. (5.9 
or or |

Подставляя .значение a։(Z) из (5.9) в 5.4), получим

=!:>,(/)֊ з«։Г|7 ^Х։(П + ГТ4г/.,<<)+ /3'« (зло

где

Xi(C -Л(/1 | +

'։

30*։> (Հւ Д ™ + ծ։[Յճ'(- Д (է)ք дС:֊Լ'ւձ'I d.t
ОГ ՕՀ J

ч->} 1 (5J1)
» ՚7) = vF Jz> н (3G'4 fx՝՛ k՝c{(՛ Iл-

*1

■/.»(«) = [[Xi (-5 ]"[ՅՃ® ft]”d-..
И 3 m J dr

Подставляя (5.10) в формулу (4.7) и пользуясь соотношениями 
(4.22) и (5.9 получим следующее выражение для радиального напря
жения 4՜՛ 7. f} во внешнем слое грубы:

Гc^’ir./; ь-::

/ 2 \ / ՝ ։im
-(i--^֊)xs(0-ի (֊г) ]z4<). (5.12)

Пользуясь формулами 4.5), (5.10) и (5.12), для поперечного напря
жения о1՜1 г, t\ материала во внешнем слое грубы находим

Հ'\r, t} -= at + [ծ, - (1-3 A)j Zt [f} _

֊(՛ ֊3 7) >-(։+«i(֊)(5.13)
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Исходя из (4.2) и учитывая (6.9), получим для деформации внешнего 
сдоя грубы следующие выражения

Подставляя значение <?(/՝• из (4.22) 
найдем следующие выражения для

. метении в материале внешнего

(Հ

Г\-

иП||Г. Г г
Տ8֊! /?■»

В части ом случае, когда О'('Ч7

5.14)Հք Г
в соотношения 2. Г', 2.2* и 2.3 . 
напряжений и радиальных пере

слоя грубы 
I » Ո-. ՝

а2 4- ծ27.։ । /11 15.15)

'.тождественно совпадают с формулами (4.31)—(4.36).
const, формулы 5.10 — 5.15 ।

§ 6. Железобетонная труба
В качестве приложения вышеизложенной теории, 

железобетонную трубу, находящуюся под воздействием 
аномерного давления с учетом нелинейной ползучести 
Ьобетонную трубу будем рассматривать состоящей из

рассмотрим 
внутреннего 
бетона. Жс- 
двух слоев:

арматуры и бетона. При решении этой задачи будем для общности 
лгать эти цилиндры толстостенными, хотя обычно для облегчения 
кустов арматуру считают тонкостенной.

обозначим наружны!՛! и внутренний радиусы арматуры 
и с՜, 'бетона- b и а, причем с ռ<Հ1) фиг. 3 . радиальное и

через а 
попереч-

ное напряжения в арматуре и со-
ответе՛։ вуюшие деформации — Я -лу՜ ’ ра- 
тна.тное перемещение — на. Аналогично, 
для бетона соответственно обозначим
3te. Գ/, Գ?, H Ահ.

Рассмотрим следующий численный при
мер.

Пусть характернаикн меры ползуче
сти бетона будут |1 ]

-I 0.9 10 5 t’.V2 

кг
i'G.1)

Հ''\ք, է}

'?■ I

причем
— 0,7,106 кг/елг; £„ = 2-10е кг/елг; va; = 0,3; հ։ 28 дням

.?=- ֊1,5; 5 — — 1,003,
[ а а
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где
Ci(, — модуль сдвига бетона,
Еа — модуль деформации арматуры.

՝»а — коэффициент Пуассона арматуры.
Для функции /|зб] примем следующие выражения:

/|з6| = 0,99 з0-J-0.01 Հ (6.2)

где зй—напряжение бетона.
Деформации бетона в точках г а и г = b согласно (4.35) бу

дут выражаться следующими формулами:
ебг(а, t) = — (a, է) = 1,3885՛ 10 5 Pj 1 4֊

f- (2,4148 + 0,0594 РД|1 — е °'w ՜Հ|> J ] , (6.3)

£6r (^. 0 = 0.4444 տ,-,¥ {a, է), J (6 4)
*6?(ծ, 0=0,4444 i^(0, /). J

Из соотношений (6.3) получим

®ճր ( #• “է՛ £й<? ( Л-, ՜յ)

= 1 I (2.4148 -| 0,0594 P։) |l -1, (6.5)
где £бг(л, Հյ) и «бт(а, т։) радиальное и поперечное деформации бе
тона в начальный момент времени / =

Отсюда следует, что начальные деформации в бетоне г6г(а, Tt) и 
«б-(а. Tj) с течением времени под влиянием ползучести возрастают, 
причем при է — сс получают свои предельные значения

2^ճ£ձ21Լ _ նյձ '<7> х ' -1 (2,4148 + 0,0594 рх). (6.6) 
-tir 1 Л, Т, I »6v (fl. ”։

Радиальное перемещение арматуры в точках г = а согласно 
(4.38) будет
и„{а, է} —^,113,2233 ; (33,5796+0,8093 Р,՝ fl—. (6.7) 
Отсюда найдем

1Հ. а, О _ I . 33,5796 |- 0,8093 /-*, ^sew ն) i
:7Л. Ц.֊, ՜ 13,2233 L

где иа ՛а, 7,: радиальное перемещение арматуры в начальный мо
мент времени.

Из (6.8.1 следует, что начальное радиальное перемещение в {ар
матуре иа.(а, с течением времени возрастает.

Для радиальных напряжений бетона и арматуры при г = а по
лучим

с6,(а. է) =q(t)~ 1,0812 Р։+ (0,20 3 + 0,0049Р,) [1 - ,օյ , (6.9)

=«, (а, 4) = -?(/). (Տ-10)
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:юда непосредственно следует

յճԱ2՛ ՃԼ =
°ձր(օ, Т0 Sar (а, ՜յ)

= ^0,2013 + 0,00^9 Р oW_,։)
1,0812 լ յ ' ՚

где (а, ՜։) и ՜որ а. ~J - радиальные напряжения бетона и армату
ры в начальный момент времени / =

Отсюда следует, что начальные радиальные напряжения в бето
не ■=«,(«. т։ | и в арматуре з.,, (я, т։| с течением времени под влиянием 
юлзучести возрастают, причем при / - «•. получают свои предельные 
йзчення:

ос) _ io. со) = 1 0,2013 + 0,0049 Р, |ք) ?շ
՜՜ 3„Հխ, ն) 1,0812

ե-логично для поперечных напряжений арматуры и бетона при 
г=а получим

(а, /) - 332,834 -360,958 Р։ —
— (67,201 +0,1431 Р։) [1 -(Г0ЛМ('~Т։>]Р„ (6.13)

Сй. (а, () = 4,9728 Р։ + (3,8763 + 0,0953 Р{ ! [1 ֊ е ] р։ +
I 1
+ 8.1018-10sР, J | I (2,4148 + 0,0594 Р, [1 - g-»■»*<’■ ’.ւ|) ժԶԼր.) ,/-+

'1
է

։ 0,2759-10՛ Р? ( | 1 Н 2,4148 
о

' -| 0.0594/’,! |1-е ] Г -1 dz. (6.14)

Значения интегралов, входящих в формулу (6.14), можно опре
делить. пользуясь численным интегрированием. Для простоты при
мем., что бетон старый, тогда можно написать

С(/.т) = 0,9[1 ֊ е °-0261'-^ | ю ' . (6.15)
Подставляя значение из (6.15) в (6.14) и интегрируя, по

лучим
(а,/) 4,9728Р։ — (12,4475 + 2,2629Р, +

-■ 0,0748 Р» -! 0,0006 Pb [ 1 — е j +

4- (0,3839 0,0585/>,+0,0019 Р? 0,00016 Р? / т։)

—'1,0193 0,0501 Pj + 0,0006 pfi Pj <>•«»<' ’•>]. (6.16)
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Для предельного случая, когда /=« имеем
տ ] ֊_ Н7,201 — 0,1431 /Л р J

sa? (а, ֊։) 360.958 I\ - 332.834 ”

=6-r- fa. ~) , 12.4475 | 2,2629 P, 0,0748 P? > 0.0006 P? a 10X
4,9728 ‘

где -а.[и, "։ I и зв-^ (a,-J — поперечные напряжения арматуры и бе
тона в начальный момент времени է

Отсюда следует, что начальные поперечные напряжения в арма
туре [а, ,1 стечением времени под влиянием ползучести возра
стают, а в бетоне зб? («,-,)—затухают, причем эти возрастания и за
тухания завися! от значения внутреннего давления Pv

Подставляя значения о,.r(a, М и зл: a. h из (5.10 и (5.13) в 
4.5), получим

с«(а, է) 288,241 311,663 Р։ — 58,022 - 0,1243 Р։) [1 __Հ,֊<Լ0-6է'-Т։) ].
(6.19)

Отсюда непосредственно получим
e I . J&Q22 о. 1243 Р, ; |6 9

311,663 Р։ >41՜

Подставляя значения збг(а, р и г6.т-\а, 1\ из (6.91 и (6.16) а 
|'4.5'1, аналогично найдем

-6 (а. <| = 3,3701 Р։ - 10,954 Ն 1,9601 1\ -

I- 0.0648 Р? փ 0.00053 Pi I 11 - e 0,026՜՜ ] P։ -
} (0 3324 0.0506 Л 4 0,0017 P? |֊

{ 0,00014 Pi/ /\ (է - ն e "՝"* {1 է։> —

- 1'0.8827 փ 0,0434 Pt - 0,00053 Pi[ P?.
^_(,.026(ր֊Ն)_^ 0.0S2</-t:>] _ |6 շ1.

Отсюда

56 (а, со) . 10,954 1.9601 Р, 0.0648 Pf-! 0,00053 Р? /г оо.
<Г “ 1 3,3701

Таким образом получаем, «по начальные напряжения в бетоне 
sr, (<z, т։ | с течением времени уменьшаются, а в арматуре a«(a, т։) — 
возрастают, причем эти уменьшения и возрастания зависят от вну
треннего давления Р։.

Аналогично можно получить значения напряжений бетона в точ
ках г = I) и арматуры в точках г — с.

В заключение отметим, что этим методом можно решать ряд 
других задач нелинейной теории ползучести, которые явятся содер
жанием наших следующих сообщений.

Институт математики
и механики АН Армянской ССР Поступило 10 XI 1957
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՛է». I». i.uipucpjm (ijuili, 1Г. (Г. IjjuifiԲԱՂԱԴՐՅԱԼ ԳԼԱՆԱՅԻՆ ^ՈՂՈՂԱԿՆԵՐԻ ՍՈՂՔԸ
Ա Մ Փ Ո Փ (1 I* Մ

Աշիէատա թլան մեջ քննարկվո։ մ Լ տարրեր ն(սւիժհ րի>ց կազմված ղ/ա- 
նալին խողովակի հավառարակշոո։ իժ լանր՝ ն (ութի ււոզքի և ակնիժ ա րթ տ լին 
դե՚՚իրէրմ ացիա լի։ ։իո։իո իոսիժ լան հաշվսա ա.մո վ. երբ խողովակը ղըտ-
նրվայք Լ 'աէվսէսարա չափ րաշիսված ներքին և արաաքիւն ճնշման աղղեցա֊ 
P լան տակ: ւԼլուղիւււի խողովակներր /ալն կիրառում ունեն տե իոն իկա լում որ~ 
պես կարևոր կէւնաորա էրոիվ Լէեմենւոնե ր։ Խնդրի լուծման մամանակ զլանա֊ 
ւխւ իսոզովակլւ դիտարկվում է որպէռ տարրեր նլա թե րից կազմված երկու 
դլաններ, որոնք իրենք} մ ակե րեու լթնե րի հպման կետե բու մ լիովին կպչում են 
իրար: Ենթադրվում Լ, որ խողովակի ղլաններից մեկի 'll(ա թի սոզքր, համե- 
մատած մլուռ դլանի նրսթի։ սողքի հետ, աննշան Լ ե կարելի է այն արհա
մարհն ր

II,րւ խնդրի րնդՏանոլր լուծումբ նրււթի զծափն ռողքի հա շվտհումով 
տրված է [Z|-nttl: U.iu աշիւտւոութ լան մեջ բհրվում Հ՜ խնդրի լածամր նրււ- 
ի/ւ ոչ ղծալին ռո զքփ հուշվաո ա մով, րնդ որու մ սղաազ ործ վւո մ է 1 ի մեջշա- 
րադրված ոչ ղծալին սողքի տե աո իժրոնր •՛

համասեռ ղլան ա լին իմ ռւզանիժ ի> հավutոարակշո tn իժ (տն խնդրի յուծումր, 
նրււթի ոչ դծ սւլին սողքի հաշվառումով, երբ իժ ա զան իժ ր ղանվա մ է հտվասա֊ 
րսւչավւ բաշխված արտաքին ճնշման ազզեղա իժչան տակ, արված ի 1Г. /’. 

11'ուրւվււկա կողմի։} [հ?| հաշորդակտն մոաավորութլունների մեթոդովէ 11.(ղ նույն 
ւքեթւպր կիրաււվորմ Լ նաև մեգ մռ ա' վերր նշված ի/նդիրր լուծելու համար/

Un դրի ոչ ղծալին էոեսու թրոն հի՚մեական հավառարա Աոերր , աարածա՝' 
կան լարված ալին վիճակի դե ռլքռւմ, ււաար1ւալու համար ч/լաաղո րծված է փոքր 
աււաձղակսւն պչաաոիկ դե կ>ո րմա էյիանե րի տե и ա [d լո ւն ր; 1*նղ.ո ւնվո ւ.մ Հ , որ 
րււրվածու թ րս՚1> էոենղորի h դե ,'ի ո րւք ա ր ի սւ (ի Hili'll զոր ի ինտենս ի։ք ո ։ թ (Ո ւնների 
միջև, ծավալա /ին րսրվածսւլին վիճակի դեպքում, ղորււ թլոլն ունի նսւլհ 
սւռնչւս թ լոէնր, ինչ որ' լ ա ր վ ած ո t թ (ան և ղ ե ՛ի и րւ/ ա у ի ա լի ւէիշե մինչափ իւրն- 
'II11՛ դեպքում։

քխյ) էի անկ ;քիան, որր բնորոշամ /, սողքի դեպքում ւովլալ նրււթի լար~ 
վածու թ լան ե ղե՚իո րմ ալյիա (ի միջև եղած ոչ ղծալին ասնչո ։ թ րսն ր, վե ր լյված 
I, սւմենարնղհանւււ ր տեսքով

/(օ) = kxz փ Z?։ow,

ալսէոեղ /jj, իոէ Щ հւոոուատուն պարամեւորներ են, որոնք որոշվում Л5/ վար֊ 
ծիդ և բավարարում են ի իշ — J սլա/մանին:

է1րէդևս աո աշաղ րված աե սութ լան կիրտո ու իժ լան քննարկվում Հ երկաթ- 
րետոնե (սողովպկի հտվառ ա րակշռու իժ լանր, երբ իաղո վակը ղտնվա մ / հավա
սարաչափ բէոիսշվսւծ ներքին ճնշման աղղեւյութլտն տակ բետոնի ոչ ղծւոլիւն 
։յո'1ք{> հաշվառում ով: Երկաթ րետոնե իսո դովակր դիտարկվում Հ՜ կազմված եր
կու շերտերի։} արմատա.բալից ե բեաոնիէց։

'Լհրշաէք քննարկվում /. միւ իժվա {ի՚հ օրիւնակ:



58 Н. X. Арутюнян, М М. Манукян

ЛИТЕРАТУРА

1. Лрутгоннн Н. X. Некоторые вопросы теория ползучести. Гостехнэдат. М„ 1952.
2. Розо&ский Af. И. О нелинейных интегральных уравнениях ползучести бетонной 

инлнндричес кой оболочки, находящейся иод внешним давлением. Известия 
01Н АН СССР (находятся я печати) 1957.

3. Работное Ю. Н. Некоторые вопросы теории ползучести. Вестник МГУ, № 10. 
1948.

4. Ильюшин А. А. Пластичность. Гостехнэдат. М., 1948.
5. Васильев Н. И. Некоторые вопросы Пластических деформация бетона. Известия 

ВЦ ИНГ. том 49, 11>53.


	35
	36
	37
	38
	39
	40
	41
	42
	43
	44
	45
	46
	47
	48
	49
	50
	51
	52

