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ТЕОРИЯ ПОЛЗУЧ I CTII

.М. А. Задоян

Гермонапряженное состояние бетонных блоков 
с учетом ползучести материала

В настоящей работе рассматривается термопапряженное состояние 
бетонных блоков, имеющих форму глинной полосы прямоугольного 
поперечного сечения и цилиндра, лежащих на сплошном упругом 
огнованнн Задача рассматривается как в предположении упругой 
работы материала, так п г учетом ползучести. При этом принимается 
гшнттеза. обобщающая гипотезу плоских сечений. Касательные на
пряжения. возникающие в контакте блока и основания, принимаются 
Пропорциональными соответствующим перемощениям. Для простоты 
рассмотрен тот случай, когда температур:։ изменяется произвольным 
образом только по толщине блока и зависит ու времени.

I Обзор литературы о температурных напряжениях в бетонных 
блоках можно найти в работе |1|.

§ I. Iермо-уиругое напряженное состояние прямоугольного 
бетонного блока (полосы)

1° Рассмотрим упругое напряженное сое гоя»:не бетонного пря- 
моугп ьного блока высотой 2հ, длиной 2d. шириной 2b. лежащего на 
сплошном упругом основании (фиг. 1 . вызванное температурным 
оогл'йсгвП' М, меняющимся по высоте в по времени. При этом при-

НИЖИЧ Я что — И — меНЬИК — • • 1-->гые рЭЗИОСТИ мехапи-
h а 1

ческих свойств материалов блока (бетой) и основания (старый бе
тон. скала, грунт и т. д.*) к продольном и поперечном направлениях 
контакта возникают касательные напряжения. Эти напряжения обо- 
Ьачим через (.х.у). -v(A'.y , я перемещения в соо ։е ։ СТ кующих 
направлениях через w(x.y). г։ .у. у).

При решении задачи будем полагать |1. 2. 3]. что
( л՛, у I = ''их. у .

’•. (д՜. у) = Мд՛, у). (I i
где 3 - коэффициент пропорциональности, определяемый из опыта и 
ВЫеюншй размерность кг ей'

Обозначая перемещения произвольной точки блока по д и у 
соответственно через Ix.y.z и 1дд, у. г) п пренебрегая (х,у, г), 
для компонентов нормальных напряжений имеем
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Е \дЬт(х< у. ՝>
1—v' ох

<} I ’(X, у, Z) __ ՜)
Ժ\'

dV(,v.y,t| 
ду

<Н.\х,у,:
ох 1—՝>

(3)

с ծ.

(4)

где /: — модуль упругости бетона, v — коэффициент i lyacconn, а, — коэф
фициент температурного расишреиия. a l\z ֊ температурная функция.

Фиг. I.

Принимаем:

օԼ' х. \՛
дх

4VU У- ՜1

А(х. у) -4- И х, у

где .li.v, у . Н{х.у . С(л՜,у) и D(x,у)— неизвестные функции пере
менных л՜ и V.

Написав условия равновесия части блока (Д'
— Л с . //). сделав ряд преобразований и пренебрегая компонентами
-л (Х.у,5) и -.TvU'.y, z) получим:

Л

-Л

It ь

֊и

I:

— 0.
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/1 ծ
| ау (л'.у.г) zdz — // | -V(.v,.v) d ,л
-л ’у

Л fe
i - Д-. у, ZI dz = о, -у.(А-, у, z) dz = о.

—Л. -Л

Подставляя значения -д (а. у) и тх(д\у) из (1) н (5) и принимая 
: = — Л, получим

<*"ԱՃՀ1 _,_ i'«u,y)rfy + vX» ^' :цл-.у)(/у.

Л У
(7)

(8)

Систему интегро-ди(|)ференциальных соотношений. (7) можно при
вести к системе двух дифференциальных уравнений второго порядка

~дх2՜ у-—֊ - 
ах оу

d£v
0? 4

а-п ..... (9)
- v л- < 1 —•/’ 1 и,

dxav ’

со следующими граничными условиями

е sli/A* , ...
“-Тмм при -v՜" 110)
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. _ £ shXy 
a chXi?

при л' — а (И)

и=».О при х-=0 (12)

^ = 0 при у=0 (13)

ժր/ Г ,
ох [ I1 снлу\ I 

ch Xi? J при х^а (14)

дг 4>+-
<>У '(՛

chXx । 
cha« /

при у = Ь (15)

*=■0 
dy

при у 0 (16)

*Հ=0
Ох

при л*=0. 4 (17)

Причем (12) и (13) написаны из условия
Система дифференциальных \ равнений 

с.чмог гоятел ьи ы х уравнен11я вида:

симметрии.
1') разбивается на два

_ժ։//
ах'-ду~ '՛ 1

д-и о-и .
о^ ՜1՜ оу- ! '■4(1 •?)//=0. (18)

Пик. окончательно, поставленная задача формулируется так: 
определить функции и(х.у), т(х,у) в прямоугольной области 
0֊-.v а, (1-1.у- Ь. удовлетворяющие диффернциальному уравне
нию {18) и красным условиям (10) (17).

3 . По метолу Г. А. Гринберга |4| решение уравнения (18) ищем 
в виде ряда

□с- 
м(д\у) = V и., (у)Ф., (х), (19)

м—։

где ФлР-) решения дифференциального уравнения

Ф"(х) փ згФ(х) ֊ О, 

удовлетвориюнiне краевым условиям

Ф(0)-֊(). Ф'(л) 0.

Они имеют вид:

Ф« IX) = I sin л՜, (20)
I «

где

= "2/ք շԺ՜~ ’ " = Լ 2՛ 3......... °®* W

Умножая (18) на Ф,.- х), и.՛՛ сгрируя но х от нуля до л, учиты
вая преобразование



Тер.моилпряжепнос состояшю бетонных блоков н~W
и' -.՛ , . . . . , . . /, ehXvI֊ фл(х)^^гфл1а)^,(|- —

•I

о
и значение

//
На (у) = I И(Л*. .V) Фл (Х)^Л,

О
(22)

вытекающее из разложения (19 , получим (ифференцнальное уравне 
нне относительно неизвестной функции:

Л, 11֊Г՛') = Х2Ф
<iy': ՜՜' 1

где

(23)

(24)հ + >?՜
Граничные условия полученного уравнения следуют из (22). (16) и ill)» 

- к &‘1\t (и) ,
/МУ) = ■, при у-/>

2л ~ Л
(25)

при

Репин! дифференциальное уравнение (23) при краевых условиях (25). 
получим:

՛•">• I ; . : Ньо+-)Н^'} 1261
и. наконец, из 19), (20) и (26) будем иметь

и\х, у)—
2= (-1)"и
« "(«֊;+>■’) 7,2 
է /։■** I

(1 +•<)>•’ + [•,’-«и •<)>■=;
eh;„ />

Տ1Ո «п .Г. (27)

Из (24) следует

А| 1— 'Г -Հ^-'а -՜^1- при /2=1, 2. 3............

1ри1։имая из (27) получим

W(A' = է 1-1 v
cliXy 
с 11/7?

(28)

Разлагая функцию shXx в ряд Фурье по системе функции 
^֊яп^х};-, находим

. a shXx
. л Si!! У-а Л л; “ , հ • 

а;; -Г /.- 2/. СПАЯ
(29)
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Итак,
du у sIiaa' 

cli/./i (30).'/(.V, у)

Принимая | J полх чнм

!({Х, V> =- -----
(1 •*)/.

Ch՜/. J 1 —/- у sbA.v
<31 >

.Четко убедиться, что .•:։ хождения между полученными верхними и 
нижними оценками и(х, у) весьма незначительны.

Из (I), (2). <о). (30) и аналогичных выражении, получаемых для 
£՛(.*.•. у), имеем:

змл-.у.с) - - խ т i.z— Г(г)| —

)հ Н-—Y
4 1 // /1 I, di/ծ : у сп>.« /

(33)

•=у i.v.y.ri -= ի, 4- շ, Г(г)1

4 I հ I | 1 сИлл / \ շԽ.ծ /

!|а;)пеав условия равновесия бесконечно малого элемента блока и 
пренебрегая т, <л\ у, г . находим

ft
Ч - J dt-dz- 

i 
h

(34> 
<7 •

Нодсывляя (331 it (34:. получим ‘чачения касательных напряжении 
в произвольной гонке блока

(-V. у. г) = - I֊, (1 ֊ J ) (I + Г ) Ն >՛> • (35)

Интегрируя первое уравнение ր՜Հւ or нуля ю л՜ и используя услонвс 
ձ'(0, у. г) ֊ О. будем иметь
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Г|Л'.у, 3)-|г։ £2£)л-

Подставляя здесь значения -.г (л՜- у) и -,(л֊, у) из (32), получим

Ь\х,у. հ) - (г։ 43) .V —

4 \ /i f \ \ KeliXrt / I է՝հ/.ծ !

Аналогично, из второго уравнения (5) имеем

V а՛, у, z} — (г, 4֊ z>~} у—

s / • 3-г \ I I shhv \ , . . , (. chXx \1 j .
—г----- ?- V ——l-Hd-r’/i 1------ . — ։'V • 3/4 \ հ ] \ Ւ Adv./; I I cli/д/ / ’ J

4°. При равномерном распределении температуры в блоке из (32) 
(33), (36) и (37) следует 

м(л->У)=

(38)

Из выражения нормальных напряжений .39) вытекает, что

*ո= ն՜ծ

является уравнением нейтральной плоскости блока.
При данных значениях д' и у нормальные напряжения по вели

чине R нижнем крае блока в два раза больше, чем на верхнем. Наи
больших значений -пи напряжения в горизонтальных направлениях 
достигают при л՛ -Н). у =■-0. Наибольшие напряжения л՜, ут '->• (л*, у) 
достигаются соответственно при х = а и у = Ь.
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Горизонтальные перемещения точки нейтральной плоскости суть

§ 2. Термонапряженное состояние прямоугольного бетонного 
блока (полосы) с учетом ползучести

Г. В постановке задачи, аналогичной предыдущему параграфу, 
исследуем напряженное состояние прямоугольного блока с учетом 
ползучести бетона. Принимаем следующее условие на контакте

•'г(л-.у. 0 = 3//- (х.у. Г),

’.Ն-v.y, (х.у. /). (41)

Связь между деформациями и напряжениями имеет следующий нид |5|

г

"'Հ: w։ + A-;?l < *j- ■'-■"՛ -

է— I |ՀՆ)-*£(’)]

где

46-) = ֊֊ + ?(M|i * 
Г. IT)

£(՜) ֊ £011 —e ■?(֊)= ֊' С,.

/: модуль мгновенной деформации батона при / — сс, а, Со, .Հ и 
•(—параметры, характеризующие свойства и условия старения данного 
бетона.

Взамен (3) имеем:

<>1՜ ՏՀհ ■'■'’-= У. О - У. f)-.

—1 = С:<(л-,у. /’ / (43)

Здесь компоненты наир.чжсннй и перемещений являются функциями также 
от ...у,:. 1 температурная функция or z. но для к՛՛ iкос<и лаинси эгн аргументы 
Опущены.



а'(/ \zdz

(t\dz

dx

У

а

'Հէ, ֊\(Ւ.

֊ h

Л

-h

H

некоторых преобразований из (4 1 . 
иметь:

Выпишем уравнения равновесия:
Л а

- h

И

После 
будем

/:(П֊յ

Հ(0
Л(0

у

-h

1-

Hj==c։i^ AH. c:;.l:u фи i.-u;r: iiayi., .V j

и

dV*(t 
ay

У 
հ

Тсрмонапряженное состояние бетонных блоко»

(0^«0.

I О,

81

<44)

Г Հ(7^ = 0.

используя (42) и 43).

Зг

d>'

(45)

ծ

У
E(t)

dx

Принимая в (45) z ——h и учитывая (41), бу им имен.

Zx' | М*(-:)//7)^ շd

v*( г I I■■ /:'(է) Ъ( t, z\d'֊ dy

dx -

՚ 461
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'<V

ծ ' i
= £(r. — >.«(/) i v’l/) — г^(х}Е(/ '(՚. <v֊r

dx.

Система 146) приводится к системе ibvx интегро-дифференциальных 
уравнении

dzu է.\
~<>xr՜ ՜Ւ V ()xOy '}'ՀՂէ) «*(Ո

о'и д/՝ օ*ս*{է)
Oy՛՛ (IxOy

= il֊>’rffl v֊(t) ֊ |

Полученную систему уравнении будем решать приближенно. 
Принимая в (47) ■?==(). получим два самостоятельных уравнения ыя 
н*(7) и -v’H) (выписываем только одно из них):

ox"
-,?(/) //-(/)֊ I. (48)

2 Двух кратным дифференцированием уравнения (48) по f, после 
некоторых преобразовании, приходим к следующему дифференциаль
ному уравнению

•«’ "’«'Е! ,8(/, <>*«*< О . ւ!՚՛ОХ‘О/й ՝ dx^of Of- { ' 1 ■ <>! (19)

где

<я(0=ДИ-'«(0^01֊4^՜ (50>

Из условия симметрии имеем

/г;:(а՜. է) = 0 при л* — О.

В первом ураннении 46), принимая х =-а и / — 0, будем иметь

Ժ//*(0 /А֊֊ = ’-(0 при х = а.

Принимая в первом уравнении 48) է - հ0. подучим

(51)

(52)

Решение последнего уравнения при граничных условиях

Пх,то) = 0 при х — О
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имеет вид

ԺԶ*(.ր. Հօ) , .
Г----- = s(t0) При х = а

Фо) shX(y.x 
'•(’<>) с1й(т01« ’ (53t

Подставляя t =-и в выражение, полученное нз дифференцирования по 
/ уравнения 48), получим

d3uv{x,t) .. ւՀն1|/:րյ//Կ^_ :„l «О

Решая это неоднородное дифференциальное уравнение при граничных 
условиях

UW\X. /) 
дх -О при л՛ 0;

0՝и*(х, է) 
dxdt

при X = <1,

получим

du-'ix, Ո I в !շօ)շ(ձօJ.1 -«լլ
ժ/ “ (>.2г0) ch)x\a)

(т0 ( հ., 4՜0 J1 + Հ՜օխ էհ)Հ^0 )g| sfik{t9)x — 2И'<>) siting
2k(x9)chi(t9)a

Таким образом, рассматриваемая задача сводится к интегрирова
нию дифференционпльного уравнения (49) при краевых (51). (52) и 
начальных условиях (53). (54).

Решая уравнения (49) по методу I՜. Л. Гринберга |4| при крае
вых и начальных условиях (51) (54), будем иметь

о Л( 1)я+1к*(/)
«’(х.П = ֊ У տա ’֊.*. (55)

. It 1 v ' 0-1

где

Հ(') = 4 ч)
T?(x<3ffio) £(то)хг(то) 

?+*8(Հ)

է Е
.. -J In^z * J ,я(41<Л

Ւ I՜ e d-. I՜ e 4 !•"(«) + T*'(Q] dl. (56)
J J

(2/z-l) 
a" = ~a՜ « = 1, 2, 3, ... , co (57)
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>.('»֊ **; -- м(/)л8(г)
(58)

3'. Подставляя (55) в (41), находим

(59) 

л«1

Принимая в первом уравнении (45) •*=(). подставляя вираже* 

иве в первое уравнение (42?. и преобразуя, получи.՛-

7:(7)՜յ z'՝(t} + £аР՜'г) I <('k/A*j = <ФИ-
Л

+ք! i (՛ - Зл) j ) ъ’<'•

Решая полученное интегральное уравнение второго рола типа Воль
те рра, находим

^(x.z.t) -/.*|տ,Վ! 32(/)z —а։Г(/)| - 
и

У **.')<*, (60)
•V

где /.*—следующий оператор:

է I «joWt
/.*|Q(/)| -£<-,) Q(z.) , |Q'(v - T?(T0)f(70)Q(T։)| e d-. -Ւ

4
t

t - 1 - J \4tWi
-I- j՜ £(-)<? d-Հ e |Q"(J) + 7Q'(;))<«. 

*«։ *«

*i(') = i|l-H(0W)|.
Подстановка (59) в (60) дает

J(x.z. t\ = /Հ|=։(Ո4--:2(Ո2 - a, 7*|2.0|

" ——I
ah ՛

По формуле

ձշ \ V (՜՜7) ' '/г» (0 լ*օտգ, х 
հ ' —о — /

;61)

Hi

/I
f d2
J f)x
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и 611 определяем компоненты касательных напряжений

(62)

Используя разложения (29). легко показать, что при է - упру
го-мгновенные решения и решения с учетом ползучести совпадают.

4 . В частном случае, когда Л г, /I = 7\, const, формула (611 
принимает следующий вид

где

I)'1 ԿՀ(է I cosx.,.r

էք»

Причем г выражении принято

hi
I

•о
Ч|

(63)

(64!

(65

"У) - *1 /; 1

E(t} ъ (

Зг )
Л ■

I = Е,

1 7

է

Вид формул (59) и 162) останки неизменным, но под //‘д/) понимается 
выражение (64). Из (62)— 64 следует, что компоненты напряжения 
в блоке по величине монотонно убывают. стремясь при է - ՜ к своим 
минимальным значениям.

5°. Здесь рассмотрен гот случай, когда распре телепне темпера
туры в блоке меняется лишь по высоте. Однако вышеизложенным 
путем легко можно получить решение и в том случае, кос га имеем 
симметричное, относительно горизонтальных осей, распределение тем
пературы. В таком случае к правым частям уравнений ,9 и ւ47) со
ответственно прибавляются члены

№(лг, V, Ո . с/.чл-. v. И
4- ՛/)------ . ՛------ . И т V) -вх о\՝

Общий ход решения этой более обшей задачи остается неизменным.

§ 3. Термо-упругое напряженное состояние круглого бетонного 
блока

И՜. В этом параграфе рассматриваем напряженное состояние 
круглого бетонного блока (фиг 2) высотой 2//. радиусом г = а. ле
жащего на сплошном упругом основании, вызванное температурным 
воздействием 7՜ - ՛/ (£./). меняющимся по высоте и ио времени. При 
• яком законе распределения температуры возникающие в блоке тем-
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пературные деформации будут осесимметричны, и. следовательно, 
компоненты напряжения и деформации не завися։ от полярного угла.

Խ 
հ 
Ь 
հ

\

Фш. 2.

В основании блока возникаю? радиальные тангенциальные на
пряжения 'Հր}. которые будут препятствовать свободным температур
ным деформациям. Полагаем

-(г)=3//1г). (66)

где л(г) — радиальные перемещения точки основания блока.
Пренебрегая компонентом о.- (г, г), тля остальных нормальных компо
нентов напряжения будем иметь

. \dU(r,z) U(r.z) £«,7Ա)
or ' г I v '

, . F. /(г.֊ >U(r.z)\ A՝7,7Yc)
=,(Г7. r « dr I

Для поставленной осесимметричной задачи вводим гипотезу: коак
сиальные круговые цилиндрические поверхности до деформации пре
вращаются в коаксиальные круговые конические поверхности в тече
ние деформации, г. с.

—■ -Alr)-i B(r)z, (68)
dr

I ле ,4(r) и /ЛН неизвестные пока функции oi г

Написав условия равновесия части блока [г հ- и,— ? ° 
-հՀ2հ,հ) и сделав некоторые упрощения, получим уравнения рав
новесия блока 8 следующем виде

ah h а
[ f z. (г, z) drdz -г г [ zr (г, z)dz ք 'Հր} rdr= О, 

г ՚ հ -Я г

Հ հ h а
| f 3: (г, z}zdrdz 4- г J 5, (г, z)zdz հ Հ ՛Հր) rdr=> О

r -h -Л Г
<69 ।

Л
| Հր,Հր, z)dz = 0. 
՝ հ
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Из условия равновесия элемента блока zrdrdy находим

֊’’= ք г) թ. (70)

2Հ Интегрируя (68) при краевом условии

Հ/(0,տ) = 0, (71)

подучим 
г 

b(r. z) = f |Д(и -р B(r)z| dr. (72)
и

Из (67), (68) и (69) еледуеч уравнение

Дифференцируя полученное уравнение по г. приходим к неоднород
ному дифференциальному уравнению .Эйлера

. dzU , dlJ ,. I —->։ /, 3z \
г- - t г -у------ I = -Հ.-Հ- I - г*-.(г). (/4)

dr- dr 2Lh у ft } ' *

выражающему зависимость меж iy радиальными перемещениями произ
вольной точки блока U(r. zl и касательными напряжениями -г), дей
ствующими в контакте.

Принимая в (73) г —а, наряду с (71), получим второе краевое 
условие

( г £ +֊,и ) =(14- ,) (а, 4 ։=г) «• (75)

Принимая в (74) z = — h и учитывая допущение (66), приходим к 
уравнению Кесселя

г'՜ +гЪг ~ (1 4՜ ,1г'} и = °՜ <76)

причем

| Eh

Решение дифференциального уравнения (76) при краевых усло
виях

и(0 - 0,
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() =*(։-*։«*• 

вытекающее из (7 И и (75) при ֊ —— А. имеет рил 

_ ___ (I 4- >)а< /| аг)
U ’Г ’ “ >*/»(Խ) (I — Հ7, (г.а) ’ (77»

где /։(л) бесселевы функции первого порядки от мнимого пр։ умен hi.
Согласно принятой гипотезе (68) ձ/(ր. г) является линейноЛ функ

цией от г. Следовательно. наряду ■ I\г. A п г\ наличие второго 
значения Ս(ր, с0) //#(г) полностью определяет функцию I'(г. ?1. При

нимая в ։71) : , А, получим олноро шое уравнение Эйлера

г*"'"” гаи‘ 
ar о г - "п - <>-

Решая полученное уравнение при краевых условиях 

нв(0) =з о.

( г I == (1 + *!«•«♦

где 
*

Ն== 2A՜ j ,<2) (/ 1 А՜)^2,
■ п

находим
МН = Чг- (78)

Тогда решение исходного уравнения »74» будет

(1 . _= \гл- 1 _11 ՜
1 ' -1 ’•( /: I 4 \ А ) /.п7в1/л -(I —’ {/У|

ՅՀ Подставляя выражение перемещения /‘(г.г) из (79) н (67), 
получим компоненты нормальных напряжений

J h ֊ ~ I Հր/.9 (/ր1 ՜ ՚1 ւճճքճ) I1 1 
I \ A ) ).aft(Xoi— (I

|A [4 *• (*+ A )-’<**> +
1 / . _ 3r \ »rl- /Г1 . ( 1 - /,։гг\ д I
4*1 A I ։1 - •/1 r ]

Из (66) и 177) следует

8d)
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,{г =__ ճ±^11Լ^ր___ |8П
— (1 — *)/։(лл) '

Используя подученные формулы (80) или (G7), из (70) получим

к| 4 и-л ;('Цг )*|и- (8շ>
Заметим, что при г -* О из (80) будем иметь

•Причем при раскрышн на ручающихся неопределенное гей псиольло- 
нови правила Лопитлля.

! 4 В частном случае, когда /'(-) 7ft = const, формулы (79), (8(»)։ 
(811 нппишутся н виде

41 —,11 -՛■;'՛ 4֊ I. ,8.п
Л м//,д/л) - (I —■»)/,(ЛО | |

_>■ г /0( 'ր) (1_— ' )/,(/■ г) а
лл/0(/.л)- (I —т)/։(лл) г

••г!и(»г\~ (1 -v)/p/.r) а 1 <85
ոտԼՀ/ս • — 1 г

.(г)=___О ±շ)^։Լձ’|/ր1 _
u։i^t.a) — (1 — v)/,(>oi (86)

При г->0 из (83) имеем

т, (0.-) = c;(0.z) = 

։_±__fl+շՋ?______1. (87,
4 1—՝* \ h I 2 (I—•»)/։(Խւ)

Из (85) следует, что в рассматриваемом случае нейтральная 
коаь блока он ре (еляется уравнением

в ШШлнзнруя формулы (84) (87) зак.тючаем. что - \r.z- отлична 
от нуля везде и блоке, кроме цент рал ы։он плоскости, и з,(г. обр.т- 
ittui'ica в нуль как н указанной плоскости, так и в ториях блока/•=»«. 
По радиусу максимальные нормальные напряжения но величине ць 

ригаются при г—о. От центра вн.;<• >. до торцов он напряжения мог 
догоним \ меныи.'1»о։сн Но высоте блока величины обеих компонент 
мпйяЖенн'я в щи рази больше на основании, чем ни порхнем краг 
Кик; следует из (82) и (86). касательное напряжение по высоте достн- 
пет Своего наибольшего значения при z = Л. а по радиусу при 
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г = а. На Нейтральной плоскости радиальные перемещения опреде
ляются формулой

f7 ( Г' Т հ ) = а*7|/ ’

Ниже приведены некоторые числовые значения касательных и 
X , *

нормальных компонент напряжения для основания блока при и- -- а —

= I и. У = 100 кг/см*, F. =* 1.1366 кг/см2. v = •I ч

Значение ՜սյ vir. — Л> и •» 1/. — Л). (начисленное по (861—(87).

Таблица I

ria 0 0.25 0.50 0.75 1.00

Md Ո.0000 0.0125 0.0905 0.1503 0.2301
£«։ T<,

(1— A) 0.5273 0.4995 0,4124 0,2534 0.0030
1-^ՀԿ

(1-Ч7ИЛ ft) 0.5273 0,5)43 0,4735 0.4009 0,2884
£7,7-,

§ 1 Термоналряженное состояние круглого бетонного блока 
с учетом ползучести

Г. Задачу, рассмотренную в предыдущем параграфе, решим те
перь с учетом свойства ползучести материала. Подобно предыдущим 
предположениям, в контакте блока и его основании будем полагать

■’(б/) -^a*(r, г) (88)

Зависимость между компонентами напряжения н доформации 
в произвольной точке блока I Հ (г, z, f) 0 | имеет следующий вид:

|Հ(Ո-«;(/))-

(89)
U*ii\ 1
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Аналогично гипотезе о деформируемости круглых блоков, введенной 
в предыдущем параграфе, примем

- Д*|Г. Ի + Д*(г. 0 (90)

где Л*(г, է в В*\г. fl неизвестные функции oi г и է. 
Уравнение равновесия имеет следующий вид:
л Л li л h
Jj s'{t)drdz г 3*(/)rfz4- rdr 0, | Վ.(/)մ? —0.

+ -'-A -Л Z A

J I Հ(է) zdrdz 4- r I 3T{(\zdz-h p^/)r</r_(). (91)

r -A ‘ A )

ля касательного напряжения. аналогичным образом, получим формулу

ԺՀ(/) ՀԱ I — ՀԱ) 
дг~ г

Интегрируя (90) при условии

r*(0.zJ =0,
дем иметь

!Հ\ր. z, ք). I Д*(г. /) 4֊ В»<г, 0 г| </г.
V U

(92՛

(93)

(94)

Из (89i, (90). (91) и (94) слсдуег
«
|-( rt(7‘7)
J I ' ժր ՜՛ 7

_tl + ,)h(z,.,.4(,t?|l(„+r{^’+J7'֊
(I ՛ + *=('>*1 [ 7

(95)

[осле дифференцирования no г приводим его к виду

I ր= +_ (•«„., 3. Ո
Օր՛- dr

(96)
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Наряд) с (93) из (95), принимая г —а. полупим второе краевое 
условие

(г^ + »£>*) - 1 4- v (։, +~z)«. '’97)

1ля основания блока уравнение (96) принимает вид

ОГ' or

= <\t\r

է
u^r.t — I ;/*(Հ ֊)/:(/) ^_ 'Հէ,֊)(Ւ. (98)

Краевые условия для полученного интегро-дифференциального урав
нения следуют из (93) и (97)

^*(0./) —О

+■»«* ) - (1 г •*)««• (9Я

2 . Можно пол՝, чип» репе, кие уравнения 98 .приводя его к диф
ференциальным уравнениям пг։нертол> порядка в частных производ
ных, как это делалось-п § 2 для соответствующего уравнения пря
моугольного блока. Но здесь проведем решение несколько иным. и. 
как нам кажется, «более эффективным путем.

Подставляя к уравнение (98)

ir" г, է)=-հ>(ր)'\՚(է)

и разделяя переменные, находим

г*Ф"(г) -Է ф1£? _
г2Ф(г)‘

,.«(/) 'IV) ('ГН)/Г|/) Ճ d-

1 ie у.’ неопределенная, пока, положительная посюянная.
Решение уравнения

г*<\Щг) - гФ' (г) -г [а=г* - ЦФ(г) = 0 (100)

при краевых условиях
Ф(0) = 0.

цф'(ц) 4- >Փխ) — 0, (101)
имеет вид

(102)

где ц — положительные корпи уравнения

р/;<р) + '/։(р) = о. (1оз>
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Для удобства Сл выберем так, чтобы система собственных функций 
'(К(г)! была нормированной, т. е.

- 1 -и Л ; (104)

•етение (98) будем искать » вл ц* ряда /[инн [б[

«*М1- V и„(/)Ф„(г), 

rt~l
t И».՜»

где

//„(/) ги*(г, ОФЧ (Г) dr 
V <>

Видоизменяя уравнение (98). умножая члены сбеих

(Юб)

ча чей на
Փ,ք(ր). интегрируя но г от нуля до и. еде,.а։՛, преобразование и ис
пользуя (99). (100). (101 I. (106), приходим к слечу юн; ему интеграль
ному уравнению второго родя типи Вольтерра

"л (0 - Հ - /V)
| и„ ^.,</.-1 а֊. (107)

чде

‘Հ,Մ. •)
/■(է)ՀԿ)Հ\ւ. ֊-)

4- >-’( /)

Уравнение (107) преобразование-.: и двухкратным гифферсн пированием 
приводится к дифференциальному уравнению

d^-Un (/) .

где

dun\.t) 
dl (108)

,?• /)/?(/)

с начальными условиями

//«(Պ.՝=֊(1

(1 4- ՝0«Ф«(г° 
Հ 4->гЕ>)

( ' д՜4'1 (109)«„(-„)

Речная уравнение (108) при условиях (109) и 
генное значение пп (է) в (105). будем иметь

полетанлян пай-

//’(Г. Г) 2(1 -т У ֊ , 

Л~Ч ■՝"

■■ </)

՛' ..
НЮ)



94 И. А. Задоян

где

«•(О = Հ •.) - [«'<..) ֊ 1 f < ■՛ «■■ +

Для определения радиального перемещения и произвольной точ
ке U*(r. z. I) поступим 1як, как это сделали в предыдущем параграфе 
при определении I'ir.z). Принимая в (96). (93). (97) - = Ап обо

значая Շ’*( г. А./)- //ф Ղ/), получим однородное уравнение Эйлера

ծ2Հ(ր./)
՜«ր= +г~д7~ ֊Հ(ր, П-о.

при красных условиях

Հ(0, /)=0.

/ ր7/Հ . \(ր^+<Լ <’+»м.

решение которого имеет вид

У. Для пире деления нормальных компонент напряжений надс 
исходить из соотношений (89). Нс посреди венная подставка 4*(г./ 
из (113) в (89) приводит к более сложным выражениям. По 
этому при помощи уравнения (107) формуле (113) дадим следую 
щий вид

L^r.z.i} - 1(1 ■Ом* ՚: r:~i<

г! 1

gW) , 3?\ уф,|г> «.(0 ք'„ ... Й Հ
“2/՜ Л ) -"а; 2(7) J "'■'■’о: '՝րյ «• I •

(114
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Разлагая г ։< ряд Дини по системе функций Ф-,(п получим

Ф, խ)Փ, (г) 

հ
1 г

2(1 - О а (115)

Подставляя значения ряда (115) ;< (114), л последнего в первое урав
нение (4’2) и юлив некоторые .тсрегтпнонкн. получим интегральное 
у ранненис Вольтерра

«'W 7-Ф.И'

2;-Ր ;)!֊ -г- «.հո-
* - - I

/:(/)
I— v

!(.՛ т(՛ ’ jtin 1. 7(г./|

р / Зг \ « фиН4-уФ.(Н .
+и (’ - т) S--------?--------"՞ <х>] 6-, 71 d՜-

решение которого окончательно можно представить в виде

Из второго уравнения (42) и (114)—(115) аналогичным путем получим

Остас-н’я определить -Հ.(ր, z, Ո.1Խ соотношений (42) и (96) следует

<քՀ(Կ з’(П —о’(О
՜5Հ “г-------

2J(’“ л И*1'*’ 11181
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OS
-r’(r. /) - 2>п( I • լ 

< •։

?;Հ(/ 
I Հ- » Л I

UI9

Подставляя (ЦК) в (92). находим

Отметим, что последняя формула получается также из (116). (117) 
и (92).

При г — 0 ил 1116 и (117) следует

Հ((),ր.Ո <(0. г./) fl.,1՛ |՚|(|՚Ւձ )’»(/Н

+ 4 (■֊т)НО֊»,Ги.0|֊

ИН-*)’/. .'к ] V ₽.
2հ ( Fl -.fj-l - >*|| Հ-> ր’յ"",,Հ

Разлагая /։рг) в ряд Дини по собственным функциям 

определяя значении интеграла

(г/.игД!*.. г,dr = 'г Ղ ր) '>1Ճ՝.

.1 ՜րО

по методу определения интегралов Ломелля, получим

V м А է а Г 1 _ /.('Н

— • J։i о,
п • ։

(120)

Используя разложение (120). из (114), (116) и (11՜) заключаем, что 
при է = -0 упруго*мгновенное решение (§ 3 и ре пенне с учетом пол- 
зучеСтИ (§ I) совпадают.

1 В частном случае, когда 7(z./l /; const, ил (Р.б), (117)
и (1U) следует

<(Г.г./1-

р I । __ է а 
jta«(l+’) । v \' ”՚Հ '՚ Հ' "՚ ' ՚

հ Л Հէ 1 1 ':՛ 1 Հ *
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Հ(7) =ՀքՀ
? ֊,? 1-^-4^

?; + >3(-о)«"՜ 7»
(122)

Причем при получении последней формулы использованы приближен
ные формулы (65).

Вил формулы (119) остается неизменным, ио пол н’(7) следует 
понимать (122).

При г > 0 имеем

<(О.г.Г) <(0.г./) =

(1-Н)Կ. 3z\ ք.
2Л Ա հ I р^-1 p2+a=(tJ^ 'Հ''Դ

я-1

Приведем результаты численных примеров для тех же значении 
параметров, использованных в§3. Постоянные ползучести возьмем еле-

I I ֊ с и *
дующие: а-= 0.03 — • հ = 0,026 — • Со=О,9-Ю՜ —. Л։ =

день день кг
г.см-

= 4.82’10 ' -• день. -0=28лень.
кг

Величин։.! загухшшя напряжения по формулам (11$)). (1211 и (122)

Таблица 2

•Ч'. i)
-•('< 5Տ)

- Ն /էլ/) 
Հ(ր. հ. 28} Ն

(ր.-/է. ։)

(r.-/t.28)

Г/Г • 0 SO .05 60 40 го 60 90 ос

0

4 0,71420.7048 0,6750
0.7442 0.6873 0.6562 0,7442

0,7477
0,6873
0.6Տ42

0.6562
0,6528

5՜ Здесь рассматривался случай, когда температура изменяется 
юлько но высоте блока и ио времени. Аналогичным путем можно 
решить задачу и в тех случаях, когда температура меняется симмет
рично относительно осн блока. В таком случае и правых частях урав
нений (76) и (98) прибавляется член

■ Изие-nii! All <Kjp։iu <>г1.м.п. паук. X՝ 5
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а в опальном ход решения остается неизменным
Некоторые задачи о гермонлиряженном состоянии бетонных бло

ков за пределом упругости рассмотрены и рабочих |՜.8|.

Ннсгнп т математики к 
механики АП АрмССР Поступило 20 IV 1957

U*. О.. HtuqnjuiG

ՒեՏՈՆե ՒԼՈԿՆԷՐԽ ՋեՐՄԱԼԱՐ<ԱԾԱՅՒՆ 4.ՒՃ11ԿԸ ՍՈՂՔհ 
ՃԱՇՎ-ԱՌՈհՄՈՎ.

Ա 1Г ՚1> П Փ II I’ 1У

Հովվածում <<• ntn ւէն ա н ftրվп ւ if Լ и i t]tf անկ tit էն t/ nt դահն и անքաա fl հ 41'"' 

նքւ ձե ւււնեւրււյ fill աո՚էւե ր [էւկն1ւրքւ / արված ա/քւն վքւ Սակր , երր գերմ ասւոքէ Սանր 
փոփոխվում է կամայականորեն րոտ ftարձրո/ թքան հ մամանակքէէ Կոչափող 
քա րՈէ մնե րր. որոնր անագանում են ftfrtf[ft հ նրա հքււ/ րքր մքւարման մակերե՝ 
աււմ. րնէքսւնված են (է--- 3 ) համեմ ա Ш ական հո րխքոնական ահ էք ավէո խ։ււմնե -

1։Ւն։
() էք щш դրւ րծ հ ԼՈէքհա ր fH հա ավ тЛ բների րնդհունրա էյած հիսրւ fJ հ էքքէ , արված 

են հավաււարակ*էւււէ ք(1 րււ՚հ հավա ոուրա ւէներր ինաեէքրաք ի մ ши ա ո վ, ին չ պ հ ո tjnt m 

աոաձէքական , այնպհո Լք ււաքրի հաչվաոման ւլե պրերու մ 1
Ս աււնավո րասքե ււ էքքանւոձև ffrtlfft դ եսիրում, nrtlfpft հա չվ աոումով, քււնէքքւ- 

րր րերւքում է |; կարւքքւ ինւոե ղր rt-if քէ՚քւե րեն 1{/է ա ք ՜ւաէք ա ււա րման Ofi), nftfl fin - 

ծամր արվում ք. Դքէնքէքէ ՝արրերքւ մքւջոէքով ք 103fl

1՝երւքաՇ ե՚հ թվաքքէն սրքէնակնե ր ‘ин и աա աա ն ջե քւմ ա к ա ft Սա՛ր/ւ դեւղրի 

համար*
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