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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

Н О. Гулканян

О кручении призматических стержней прямоугольного 
сечения с несимметричным прямоугольным вырезом

В работе дано точное решение задачи о кручении полого приз­
матического стержня с прямоугольным поперечным сечением, име­
ющим несимметрично расположенный прямоугольный нырез. При ре­
шении задачи использован метод введения вспомогательных функ­
ций) 1|. .Уравнения задачи в частных производных сведены клиненным 
дифференциальным уравнениям второго порядка с постоянными коэф­
фициентами, которые определяются из решения бесконечных систем 
.пшенных уравнений. Получены формулы для вычисления жесткости и 
напряжений. В качестве примера рассмотрен случай квадратного се­
чения с несимметричным квадратным вырезом. Вычислены жесткость 
и напряжения с оценкой погрешности. Для сравнения приведены зна­
чения жесткости и напряжений, вычисленные по формуле Бредта|3,4| 
для тонкостенных ւрубчатых стержней. Полученные количественные 
результаты даны в таблицах 1 и 2.

Решение задачи о кручении призматического стержня прямо­
угольного сечения с симметричным прямоугольным вырезом дано в 
работе 15. Л. Абрамяна |2].

§ I. Постановка задачи

Задача о кручении призматических стержней с двухсвязным по­
перечным сечением сводится к интегрированию уравнения Пуассона 

где Ս( х, у ) — функция напряжений, при следующих граничных 
условиях:

6(л',у)=0 на внешнем контуре сечения;
Ս — ԷՀ = const на внутреннем контуре сечения.

В силу симметрии области поперечного сечения решение задачи 
ищем только на части сечения ARCO Л (фиг. 11.

Чтобы распространить решение на всю область сечения, доста-
Иэтоепш ЛИ. серии ф'сммлг. наук. № а
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точно потребовать, чтобы нормальная производная функции напряже­
ний на оси симметрии обращалась в нуль, т. с.

°ճՀ’ԼՃ1 
'<)у

Полагаем, что

ЦР-.у) 
U.(x,y> 
^(д'.у)

внутри области OAKD 
OFJC 
ELBC.

Функции lx. у) и՜-1.2,3) ищем в виде

Ц(л.у> = 'Г,(х,у)^ ^1(л. у) ՞ 

О
Ս.. i.v.vi у) Ф..(А*.у)  

Ф։ (Л*,  у)

№у1=^У1 + |Ф։1х.у)

обл a ci и FA/ՀՕ 
OFGD 
DG//E 
OFGD

„ F.UJC\

„ HLBJ
FJ/JC.

(3)

(4)

(5)

где Ф, (Л.у) вспомогательные функции, которые внутри области се­
чения удовлетворяют уравнению Лапласа.

ճ֊Փէ (л.у) =0 (/= 1.2.3,4). (б)

а функции ’Гдх,у) в силу (1) удовлетворяют уравнению

ДЧ; (л-.у)= —2 (Z = 1.2,3). (7)

В силу (2), (3), (4) и (5) функции Փւ (д‘.у) и 'Г/|,.у. у должнк 
удовлетворять следующим граничным условиям:

ԺԴ-,
Ч'։(0, V) —

1 ’ а у
Ф, (0, у> 'Г։(а-.0) Ф։(А-,1)-0: 

»’~л
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։Г2(х. 0) = Ф,(х, 0) = ФДХ, 0) - Ф3(0. у) 4- 4'-.(О. у) =

- Ф.(н.у) т2(<лу) = 0; ՓՀ(*.  d~j =֊■ Գ; ‘Կ(Հժ’) = Գ;

"՝!'3 I
'G(u,y) Фа(й,у) Ф5(х,0) -0:Ч'4(а ^,у) = Ц.

wV Ip-»Л
Для непрерывности и однозначности решения, функции Ф։ (х, у) 

должны удовлетворять следующим условиям:

Ф1(х.Л>=-"^' | -0; </«</,.у) Ч\(<,у)-У0;
Оу !>■ ֊-Ժ.

'»։(</,.>’)= ' = 0; Փ.(.է.ժ.) = 4\(^ժ։)-ՀՀ;
ОХ |.г <г1

ԺՓ, I
Ф։(л ֊Հ։. у I = —— — 0; Փ4 1 х, Փ.) — Ч';1 (.V. ժ2) — Սհ,

(9)

օՓ.,
Ф.л I x. dt) - ֊֊֊ - 0: Ф3 («—d*  у) 4Հ (ճ-ժ3. у I—ՍԳ.

оу \у^1
Граничные условия для функций Ф,-(х.у) и ’Г’4(х, у) неоднород­

ны. Следуя идее Гринберга |о|, решения для этих функций будем 
искать в таком же виде, как при однородных граничных условиях, 
т. ё.

-г rf*Ճ knx Ղ Ր krxТ։(х,у)֊^ ft iy)sin ; , где Л (у) — “ ։r,(x,y)sin — -• dx\
է. <*՝ J1

՝Г2 <.v, у) \’к (х) sin , где Vb (х) = ~ (Va (х, y)sin dy\ 
— d . dt J ժ-յAr-1 О

4-, Л-. v) ֊ V \V,: y) sin kz x) . 
““ d-л

IV/ ■ 2 С II- . X) ,где iyi^-֊ I ’L-ji.v, y . sin— — dx;
d-л ..I. 

n -di

Հհ, h-у 2 p />гг
Ф, x.y ?A.iy)s։n ’’ , где ?.,()՛)= - Ф։(х.у) sin —~ dx; 

( ՝ s
(10)

j:
Ф5 (x. v) = V էձ (x) sin . где Uk (x) “ I Ф2 x, y) sin —- dy;

“ d.: JI q

Ф3 x, у — У (у) sin ^'՜ ^a—~— - .
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где (zAlv՛ — — i Фа1'х, vlsin '՜1 rfx;
Հ» J <4

II if, 
m *!■>  

Փւ |x, v) = V Hf; x) sin ■ ■ / . где Нк (х) = — ( Ф։ л՜, v) sin dy. 
““ մշ d- J ' ժ.K-\ о

§ 2. Решение уравнений задачи

.. ... 2 . кг.хУмножая первое из уравнении <6։ на sin и интегрируя

2 А‘“У 
ог 0 до rf։, второе из уравнений (6i на sin и интегрируя от О 

ժ2 d3
. 2 k~ {а х) .до «*,  третье на տա ------ и интегрируя от и dx до а, а чет-

вертое на sin —и интегрируя от 0 по ժ։. на основании (10), #) 
Ժ, rf,

и (9 . для определения <j>*  yi. էն (х), G\(y , и /7» (X) получим сле­
дующие дифференциальные уравнения:

/Л~\։ 2/г-(—1)*  . ։ 2kr.CT0 . ..
?л(У1 ?,(Г~ ֊■ Ч ։('Л.У> (֊

\ / d\ cl\

. , ч I kr. Հ*  .. 2/гг( I i*  . 2k֊un . .
) I . I ՜ * ''՚ j" ’ i (X, ժշ)

\ a£ J di dt
(ID 

o;w-(֊^f (A(yl —l ֊’* 4-տ(ճ (/„y)֊֊2^"֊., D»;
\ d3 / Ժ.յ «յ

լյ. . . / kr. \’ 2kf. ( 1 )*  2k~Un ,
Hk^x>— -rl /7a(x)= ----- 4,{x.^) T-5-( I)՝ .

\ «շ / d՛, d >

Из (9) получаем следующие граничные условия для функций 

?Л. (V). (X), Gk (у) и Нк (х):

®А. f^s) ֊ ^з) Нк^ 0; <յ2)

Uk (Հ) = (Հ = Gk (մյ) = (Հ?.՛ ֊ 0.
Обозначим:

—°-(֊l)’+'sh։֊A-(г d,}~ -2-֊- ( l)‘sh -^-(г Հ ) X 
кт 2dj r.d, df

,, V P( \V<1„W 2( -1)*̂  у 4p s|np«
— , I d. k d:.՜ , /Г-ր (kdi Ժ di

= Чр («) .



О кручении призматич -герж .ряиочю.п.ного мнения с вырезом 37

Решение уравнений (11) на основании (12) имеет вид: 

?HV) = PFO'. V>

Uk (х) 1Հ- (X. fp (dj );

Gk(y)- Ր'-ձ' (у, !■> (й d3) ); (13)

/Л(л-) Р^’(л x,\V„(dt)).

Умножая первое 2 , А’ТСХ из уравнении (/) на —s-n----- и интегрируя

от 0 до d]t второе на 2 . b-v п .,-sin л интегрируя о՛: '■) до «8, а третье
ժտ dt

2 , к*  (а XI 
на — sin — и

dj ■՛■ •
функций 4(у)> 14 (х) 
ные уравнения:

интегрируя от a d3 до а. для определения 

и U’\ (у) получим следующие дифференциал!»-

| Л (У՝

1Հ(.ր> - 1Г՝л- (14>

(h~ \3 / Йг \6֊ 1Рл.(у) = (-^ -ДЬИ;
«а ' \ Հ, .՛

где-֊ ։̂-( 1)4 + ֊^-К D4 1|-<.

Из (8) и (10) получаем следующие граничные условия для 
функций /> (у). 14 (х) и U4(y):

Л (ff) = Л (0) -г (0) = 0, 14 (0) 4֊ U*  (0) = 0;
(15)

14 (а) 4- /4 (а) = О, աՀ (/’) = U4 (0) 4֊ <7,(0) = 0.

Решения уравнений (14) имеют вид:

Л (у) В*  sell Ch Z՝"- {b у)-.4П»: 
մ, մ,

1Հ (х) = .V*  ch — փ/И4 տհ Д; < 16)
dt d.,

(у) = Rt sch Cl1 Հր <ծ У)֊ д?. 
dt d.

где

P^l
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•V,- у — л;м>;
/д-1 

«e=VQ«.l>(a ^)т^: 

/»~ւ
,, .. lt k~a ր. . k~u

-Ид- — Afrdh——-Г4 cseh —— 
ժ2 д3

где

^-VQg?> Гр№) + а;^ .

Здесь

l(֊ I * 1K?LJ)i^ch^=4r;
kit d,՛

-Ժ/ di
P( - 1 /-.«/I 4*7»

(Ак’Л

(17)

На основании 17) выражение для V/:(a: из (16) можно продета 
вить в виде:

,. , . .. . k-a , k~ , , kr.a . kr.x
V*  (a՜) — A * csch — sh — (a >: 4֊ Пк csch-------sh —

d* d2 di di
-А^. (18)

§ 3. Исследование бесконечных систем

Подставляя в (17) значения ք;, (մ2), U”z, d-,\. Vp \ d}} и
согласно (16) и (18). и обозначая

Vp dt}

4Ժ;
\kr'y 1)Լ- 11 +֊^( 1)*  a‘ Sh — 

А-к)՝֊ df d.К
2d; d; 
(/гп)3

,.. , kr.d, /.
1 )* sh----- L 1di I

получим, следующую совокупность четырех бесконечных систем ли 
иёйных уравнений:

֊ V csch sh (а Հ)ձ> 4- 
(էշ (in

/'-I

+S qS’ csd* ~ sh n' - D'™: 
d* d-
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л. у <?»» esch !'™- sh л;. - 
/»-։ 2

՛ +S Q» cscil /’՜(,'Հմ՚՚) п„ /Л՛: ПЭ)
л-։ 3 ( 3

К № - S Qik scl] -֊7՜ch у <* «> A 4-0?“

H 1 1

/Л- --= Ճ Qip sch -^n-ch v (b ժշ) R" ՜՜ ■
л-ւ "»

Введем обозначения:
/. (֊ 0*  .. . *-Հ.  ..b)t = - --------  d$ sh ------- Ւ);;

A* f/յ e

,, ( -1)*  „ , kr.d,К к —֊ r/j sh —— //*  ;
•» Cl »|

(20)
,v ... ( 1 Հ՜ kr.d} ,A f. = adj -----------------sh-------- -L>1 :

A* (1շ

n ( ՜ 1 )* , • > rПк = a 4------ d\ sh ■ .
A’ 3 d.

Здесь а. постоянный коэффициент, значение которого будет оп­
ределено ниже;

Системы (19) примут вид:

К £» - у н,. - հ :

;>-1

■ А = I լր + У ag А + Ч :
/>~1 р-1

(211
HA. = V a?; /^4- V ag, 

p=.l pc4j

|> /.*  = у Ւ՚"+*г  ■
л-1

где

«ւ;> ad,-
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'2d.,k? 
r.dx

1 и P~U , P՜ . 4 V 1 P~d\csch - ----- • sh ' (a d,) • sh -- ---- L ;
. / kd*  d. d; • d.r Ы

12 — L7/._.A:a

pz - -

1
1 kd« i 
ւ d.,

. pr.a nr.d pr.d^
-csch ------- -sh ------ L sh -— .

-d, |= di d.. d-i ‘

,J1 — 'Idiftv. 1 . pza . p-dt 
d.: dz

, P~d, sh £֊~ ;
d<P2 Դ- ( lid*  \‘- 

dz /

'Id-ikb 
r.d, ՜ ' №+(

1
лг/- у 
dz )

. pr.a pr.{a ժյ) . p-d:} 
csch------sh--------- sh ---

d.2 dz dz

„,4i _0 <;p
•

՝ld՝k 
~dt7.

1

1
Ml Հ 
ժ2 ,/

pzb pz
-sch------ eh Lr-'l>

df dL
dz} sh —— : 

Հ

/>’ = * ( IV csch^l • 1 :
X d.. d‘

(6 rf,

b<» = /;( I ։» . 1 esc), *«4  др ; 
dii d-,

ծ‘5 ֊ VI . 1 csch *?ճև  /Հ-” .
* £ d,

Совокупность четырех систем (21) можно свести к одной системе 

зс
& - У C„Z,+ 7, 1х=1.2....), ('231

р-1

где введены следующие обозначения:

P-h ^4!< F.՛. 2հ>. Hi. — ՃՀ, յ, Լ/: 7.^ ;

(Z*w  ՜ Ц*  -Տ, 4wr : > ^-հջ a. ն.4 ՜ 3. »,w -շ ՜ ^Կծ-Յ. ?ш-а ~

= 3. <^Լ ՜ Պ*  X 4т • ճՏ։ ^ յ*-և«.  >« յ՛ (-•։ ՛■

^tk i.4m \ ՜՜^4*  2. 1« 2 /Հ֊՚՜՚ւս՛ .'.է (If՝,!! ՜^էձ- J. •!,.( •

<Կ>Ո ^4Հ-֊£. 1>V 3 ’ 1. 4m- J tm l>։ /Հ-" ~ Hfr 1՝

՜ С-Mt. 4m ■: ՝P\k. 4m ՜^ւէ. 4л-1 ^4к. \m 4 ~ U; /■’? ՜ НА՛
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Из теории вполне регулярных систем |6| известно, что если 
ОС
У \С-.Р 9 ия любого ՝» и 0 0 и свободные члены системы огра*

/»-։
ннчёны |^.И. то система имеет ограниченное решение 
|2J^/< = 4f •

о

I . Покажем, что система (23) вполне регулярна. Действи-
тельно:

сс V. <ж> со
X | = \ 1.4// I ” \ ։,4/»- J ՜ — "4'

>-i /*-։ //-։ л-1

AdJix 1 . p~d . p՜d-ձ . p~ . \ յ՝ -csrh------ sh — - • sh (й «з+«1)><
ր.ճՂ ““ - , / kd., Հ- d- d-2 2Ժ»

P-I -7- 1
d3 !

x ch Sr Հ։

Հ2-(մ։ ֊մ։)
P~ ՜ / 1 \ ՜ճ'2xch_i (й Հ։ dj с 
՝ld-.

ГЛ, Х



P Р-հ ('p >-n) —

. ։ "Рб

(։r ь ։p> .;<■/

i՝P(՜
ipsX

lp
'Po ՝p

~.d ip * >7l|S ’

(*/>—։P »> -

f ~-----  ) 4՜ =</ >-ժ i
P ֊\ VP^ / — P-

X (7’ 4- lp t>) - .- MS • — T tpso • —-------------------- 4 --------- z-----■ v f ՛ zd 1 nzd 5 1 A

s>
 I;

=P ^>4֊ I
(гР-|р~^)— —

£=^ ( zp~>i
c '՜ \ v-p

иклвхил.! о и
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(/' <G)
•և dh _^_)<Լ±£ 

dz k-dz /

1r(*- dg)
2а

Здесь были использованы следующие неравенства:

/;-<73 .
տհ ~~ sch 

(Կ
ch -1-"- (b Ժ-) 

Հ

2/>-
1 4՜ e (h * ’ <(՜^ Կ = 1.3);

p~ 1
«հ-Ջ. . Ch (a d, d„) < e՜ <մ'+ժ’’ f «՜ ֊'<• (2°՜" ,/։) I ■ 

2tfs 2Հ 1 I

ctll A’----- — < 1 ( 0 <A*  < 00 ).
A‘

Если с/յ _ dt. выбираем з гак. чтобы

г 2“
а . - . (о Հ մ,)'

1 С
2 L

֊ , т. е.

Г շ-/ .+<■ <'.(s-rf։’

г 
. , - rf, (« քև Հ)I 4- e

Тогда для любого «՚

V |С K-L / -֊(^ *i)1  [
is^l -֊ I. I 4- C ! 114

>-1 - P

Если же rf3>r/j, го выбираем a 

зГ 
7/3 <ծ rf։) *է“ <■ յ

֊Г<й //s-rt'i)

Тогда для любого ч

2г
^■(в

В каждом конкретном случае можно указать определенное зна­
чение fi Г> 0. Значит система (23) вполне регулярна.
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2е. Для частного случая rf։ — т/ da, г. е. для случая прямо­
угольного сечения с внутренней пнеиентренно расположенной тре­
щиной, систем.։ (23) остается вполне регулярной.

3 . Для случая горизонтально расположенной центральной тре­
щины. г. е. ког та b = d:, система (23) также вполне регулярна.

4 . Чля случая, когда Ժ, — հ/;։. г. е тля прямоугольного сечения 
с центрально расположенным прямоугольным вырезом вместо четы­
рех бесконечных систем (21) получаются две системы, т. к. в этом 
случае - I :: и /7ձ. =Эти системы можно представить в виде 
одной системы

х
Z. у с,„ z> + 7, 0 ֊ I. 2....). (23')

где

I !■ к — ; 7,->ր = 11;} = /* р ; ՚_Հ J = bk bk

՛Հհ՛ = b'x /;"՛ • C-j}. ։>2/) ։ 2fi =*  0: i,24-)

I.Vp = <ik<> kf> ՛ ֆ-l = < .;p •

Здесь <h;i основании ՚22) имеет следующее значение:

Г1 '.ч ■■ г.՝ — ,зт • 32 2dJfJ. ______  1______
• ацр-ак,, t (ikl, X

р? 1 л/ •֊֊•

Xbch^-sh^-ch-^ а 2(1х!. 
2d, d, 2d. '

5 Для случая, когда а = 2b‘. d} մ- — Հ, = d, т. е. для случая 
квадратного гс тения с квадратным центрально расположенным выре­
зом вместо тнух бесконечных систем (24') получаем одну бесконеч­
ную Систему, 1. к. вторая система становится следствием первой си­
стемы. деист вительно:

■ '•էշ-Է I • ’“2Հ-. 2/. л '-'24! 1
и следовательно

В этом случае

где

.2? 1 р-ь /Ь X
V' — sch ՜՜Յ—спрт: ~ I shnx;‘лт. /Г г d \ d ) Ւ
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§ 4. Определение постоянной Г,։

Постоянная ՀՀ определяется на оснонанни теоремы Бредта<7) 
о циркуляции касательного напряжения при кручении. Согласно этой 
теореме:

|г, ds = 2G-<2, (25)

С»

где Cd внутренний контур сечения. Զ площадь, Ограниченна» з|им 
контуром, (i модуль сдвига. ՜ угол закручивания на едннпп\ 
длины. 7', проекция касательного напряжения в к.-л. точке контура 
на направление касательной к этому контуру в гон же точке

, dx , .. <7v < df' dx ծՍ d\՝ \_L- -- Л . ------- - ֊ • - |(/~. • 26
(is ds 1 ov ds dx ds !

Подставляя значение 7' из (26) в (25) и учитывая ։•» . после 
некоторых преобразований окончательно г;я вычисления Го получим:

= 2՛ A di) (a-d.4 d}). (27)

Из (10), (16), (20) и (.24) получаем следующее выражение тля
функций Ч; (х.у) (< 1. 2, 3).

и- /’ ч V , I ( О* г . ^2 . АкА . А՜ //, v

• ( ~՜ I)4 ։ k“di . /\~<J , k~X .. Л*’»՝] 1ПС)• 4» + «Տյ տհ~ csch-i՜sh d ՜Հս 3 Л* I 28

Ч։и*,у)=У  sin ֊—֊ ֊7֊—Ժյտ|։ , sch—֊ cli --(ծ у) • 
. . 1 А Հ dt Հ

•Z«5 /V^[.

Ч'2(л-, v)=^ sin —՝ I ' — arfjSli —csch sh-7-(a- *)  •
ds I k d2 di diA‘-t
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Ta(x.y)- ձ
Հ-1

sin (и__ х) | (
d-id.

-1 )*  , k֊d.
— sh----- - ■ sch

kr.
d.

.4*"  1 •

X

X

(29)

X

kr.a 
d;

к~!>

Непосредственно дифференцировать эти ряди нельзя, г. к. полу­
чаются расходящиеся ряды. Можно улучшить сходимость рядов (28) 
выделяя из них ме дленно сходящиеся части и суммируя их па осно­
вании известных рядов ( 5).

В резу плате 
ронять:

X sh

1
d-

sin k
к

0

при 0< ;

при : — 0. 2-;

sin k ;
՜7~

получим

0

при

при ; =

ряды. которые уже можно 1и<|><|)еренн։1-

l"X +Л-(</, 

dy

ы.ն eh k--/-(*  у)- 
d.

у) - 1
k-\

ос

Sill

!>-
X sh — (a am - sin 

d-

+ւ
A-I

jr 
к

d>

— — sh 
k

k-dt
— • csch
d.

A’TT.V 

d.

X esch sh 
d>

k~X sill 
d:

• V ( Կ*  \ - ср

~ к
Л'-У у .• Հէձ- з ; 
d-:

d.

֊Հ (ч 
d-г,

IH ,1 , k-d; d-< sh
d;

. кг.Ь sen — • С11
d>

x) (d:i - a ■ x) —

k~. , kz(a x)
d> yj sin ֊-

d3 d3
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Подставляя (29) в (27) и производя интегрирование. после не­
которых преобразований получим:

г d}d-idz\l(ib bd:. bdt
(b ժ5) (Ժ.Հէ ՜Հ?/,) Հ՜^)՜՜

._________________ < W3___________________
(b-dz) (d.d, 4֊ dld2) 4- d}d. (a d.-dj

sch . k֊d. k- ,,sh — - ch (b 
dx dt

Vr

^y_^ .sh±^.csch-^-sh^ ■ Հ'ք- V
-Հ ~ <ձ Հ- Ճ -rf, — **.  d.

քշ^ր k~H
X sh —(a Ժ,) • csch—- 4-

d2 d.

d՝>y- ул Հ\k 3 . k“:i л??: , ,
+ . ձ «th — sh—^sh- (a d^ ]-

zdt k*  dz d2 dz

f J^V . csch 2ՋԼ . sh *2*1  . sh +
-d, kz (/.. d.: d.

dS V -» u J v . fir՝dz■ —=— > —“— • sch ------ • ch (/> Հ>)- sh —-
r.dz —։ k‘ ds d3 dt

- Ճ + й -Й"+^Г] • R

где. если ввести обозначение
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§ 5. Определение жесткости при кручении

Жесткость при кручении призматических стержней с двухсвяз­
ным поперечным сечением пире шляется по формуле:

С 6'1֊ + 2 J |՛ /’(л֊, у> c/.vrfy|. .31)

где 2, — полная площадь, ограниченная внешним контуром. 20 - 
площадь, ограниченная внутренним контуром. (/ модуль сдвига, 
Չ область поперечного сечения стержня. I । значение функции 
напряжений на внешнем контуре. ՀՀ, значение функции напряже­
нии на внутреннем контуре;

Поскольку значение функции напряжений на внешнем контуре 
принято равным нулю, а также в силу симметрии области попереч­
ного сечения, формула ыя вычисления жесткости (31 принимает 
вид:

d. А
С 40'| I „(б՛ </.. մ,)(/> Ժ.) 4֊\ U-/, (X.y)dxdy -f- 

i) <i
/։ d. d- a b

: j J Ui(x.y)dxdy . j j U.t(x, y) dxdy \ ■ 
d, Ո n-d, 6

(32)

Ila основании (5Հ (10). (13). (16), (18), (19), (20) и (21) полу­
чаются следующие значения для функций напряжений:

Ц(*.у)  x(d՝ х) 4-

.;'V ("“I)*  , &”/> , ք, , , , K-X-Г ' • -■ ֊ sch - - sh —֊ ch — (b d.) sin —ZJJt 2 ~
“ k </, rf, rf, rf,

/2 V ( 0*  1 iir’a u ll~x t /iz I j \ , ^Г'У -/? t/.< >, ——-— csch— — • sh------ sh (a d )sin - : - Zu-
к d> d-՚Հ d-> d»A 1

V ( —1)*  . . k-x kzd-ձ ՛ kzv
4- 7Ճ?3 2j "T ֊ «Ch — Sh — • sh —i sin —֊֊ Z« 3

*“ к do do do i do
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1 .
ՀՅ csch

. /г-ժ, . k-x , А’~уcsch ----- - sh-------sin ——
a-> d-> d-

k-d., , k~ kxx
—-sh —- (y dz\ sin------

ժ, «յ dx

Sd] V 1 . kvx
—— Ճ Тз csch ----- Lsh —------sin —

Z* — d. d.л—։,з

в области 0 < л*  < մ։, 0 Հ у dz.

^з(х. у) = (а - х) | Հ (а х) | 4-

V ( 1)*  . . k*y  .Лк . . .'5 Х -----sch — sh—֊--ch- (b d2)X
“ k dv d3 d3

кк(а—х) ... , .«v ( 1)*  . кт.а . к-d. кт,
Xsm t ւ-ք-«<6\- csch-------sh 1 sh - (a x)X

«я ’“‘к d-, d.. d3k *«  1

Xsin /l”'- • Z.ia 4- 0Ժ5 v J__LL CSC|j_^֊$h ---(a -r) "*
d2 - k d. di

(33)

X Sh — {a — dz) • sin —^-X 
dz d2

y 2/Հ, v ։֊ 1H t ^d2 t Лгу ։ кт. ,X Zv. • - 2-------- ---- sh----- —sill (// Л
П — к d3 ds dx

V ( — 1)*  ։ ^d-i кт. Лку-------- £ -i  csch ֊ • sh — (a—x) sin — /-----(- 
к к----------- a., d.> d?.£-1 •

. M v ' , *-  , a , , kvd~֊ . *я(а ■«)+ -» L 7Г sh ~T У- d‘) ■ csch ֊ր՜ sln ~ v-2՜ +
•■ -,k3 d, d3 Հ

8մշ Л 1 I ^d-t . kr. kr.yՆ —.f Ճ ,. c$ch sh ՜Հ՜ (ճ ՜ х)'55111 ՜ / :
ր.3 . A3 d * do d2Л-1.Л 

и области a d;< < х a. 0^;y <ri2.
В силу (о) функции напряжений О\(х, у) в области 0 <x<d, 

d2 y^b. C’i(x.y) в области dx х .a-d։l. O^r.y- dz, (d3(x,y) 
n области a d3 x <2. d2 у Հ. b принимают соответственно значе­
ния ‘Pjtx.y). 4Հ л-.у) и/Г:։(х.у) из (29).
4 »J3BfCnill АН, серии 4МЗ.-М.1Г. наук. -V: 3
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Подставляя значения U(x.y) из (29) и (33) в (32) и производя՛ 
интегрирование, окончательно для вычисления жесткости С получим 
следу юту ю форм ул у:

с «խև ‘հճ.- ‘Ы +±ճ v 1 dith^J

I I 2 2 2 F ւՀ“ t k9 2rf,

U.rf|th ^4֊rfhh —/2 -i-rfstli -v5- 1 \d\b + d՝:i<։֊ d3 Հ)փ-
2d, 2d3 2d, b

-! d\b + -!« v JL rrfbh^
<- *։ I. -’<•

,i .. kzd, ։ k-d, ։d\ th ֊ ■■■• - ds th ——-----г
2Ժ, 2մ3

- Հ th --֊՝- 
2d,

2«ժշժՅ у 
° «ж

Х«1.3

. . k-a1 sch------
2d,

1

><& у J_l
- Л, *’ 1-

ь—
Xch —— (ч 

2d.
2Հ) Z4t 1 - sch

k-b

47 ch
/гп 

d-s
lb d,) X

xz,A v

Л-1.3

I
кл sch

k~b

7՜ • ch ֊— (b d2)
Հ

1 X

XZu 2dZdy'j. v 1 l i । ^r՝a । ^“ ՛ и/ձ! -z IՃ /3 И —scl1 -^T ’ ch.»/ {il 2Հ։) -^A֊3 - 
հ’ F 2d, 2d.A֊-1.3 L • •

В случае центрально расположенного выреза. 
ДЛЯ всех к Zib 7^k з. Zu. — Z^. ■> и формула 
жесткости С принимает вид:

г. е. когда Ժ, - d- 
для определения

С = 86' * lJ,> \ab dxb 4֊“ У ֊ Հ'էհ-֊/շ +
> - 1 2 J - -
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Формула (351 для случая квадратного сечения с квадратным вы- 
резом совпадает с формулой для определения жесткости, данной в 
работе |2| в несколько иной форме.

£ 5. Определения напряжений

Напряжения легки полечить из (29) и (33) на основании фор-
v ժձՀ- vМ- А- = - Օհ, 5 

Ժր
^а-„ 
dx

V I V ^Т.Ь • /l’՜ ։ , 1 ■ ^ХХ «А.- = ------  ' ( I)* 1 sch-------sh — (b v) • sh sin-------X
I մ, ~ Հ ' Հ Հ

X4*  -i՝ j G~ ■

2 ccI/ I ~di \A ... kr.b k~ kr.d-շ kr.xA ( l)* +։sch——-ch ֊—(ծ y)sh——cos—— Z« a
I <Կ Հ Հ Հ

— մ, [ 4Փ -h 1 ) -Ւ ] G' 0 < x Հ. dJ։ dz < у < b •
\ d\ / I

v I . V 1.1. . ^Г.Ь < L. . kr.d9 . k~A.- J ( I )*  sch - sh (v — b) sh------- sin (a — x)X
I d, d3 ' d3 d.

... j . Л ... , k~b k՜ k-dz k-x (a—x)
У.. = Ա/3?ր A ( I)* sch—— ch—(y ծ)տհ-— cos-—-----’i 4֊

I dz d3 d3 dz

— d9 I՛ —-•— I'j-2(a a d3<x^a, d3 < у Հ b.

I ttd^T. V IV*  t fir՝li i- \ t кг՝^\ /г“У -X
A-= ------ A ( 1)'- csch , sh—խ .v)sh ։ cos—Z.u. 4

I dn d3 d3 d3 d3

^■dlr: VI kr.a kv.x kxd3 kr.\՝
-H— a (—Ifcsch------- sh-------  -sh----- - cos—-

d3 ' d3 (/; d3 d2

y. = I V I )*  CjCh 3 ՜.1Լ€ի '՝ ■՛. {a — x} sh • sin Z^ — 
I rf3 ” d-. d2 dz d2
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o-d\r. v , - , kr.a . kr.x . kr.d^ , kr.y ।
d. d2 d2 dz d->- a-i . . .

dx < x Ճ a d3, 0 ’ у < մտ.

I dir. v . . kr.b kr.y , kr. .. , ։ . kr.x
A.- —~ > I l^sch—— ch—֊-ch ։ (b տա —— Z4Jb , 4-

I dx л_։ dx dx dx dx

ndl~ Л .... . kr.a , kr.x , kr. kr.y
• ------- ?. ( I)4 csch- sh ------ --sh-j֊(a ժ,)շօտ Ax-4-

d-. ““ d', d* a՝i d2- k-l

, M&r. A kr.a kr.x k-d^ kr.y .. 2Լհ
4----- { I )*csch —sh———sh ?-cos֊-^-Z^ л ֊ X

ժ2 ~ d2 dz di dz d.

_ V . . .. , kr.d2 . kr.x 21L v / 1k . ■ ^WA՜ x/X >. ( —1/csch-------ch—- sin------ - ՝ Լ l)*sh------- X
"։ d* rf« մ> ~։ մշ

I KZ kr.y V 1 1 ։ ^'՜ / j \ 4ZX csch 1 X cos -- — 1 ՝ csch —ch (y d.,} X 
ճ։ d2 ։^3 A։ d, d,

. kr.x , 8Ժ2 V 1 t 1 kltx kr.V IIn----  ՜ ՝ C"< ։i ------1 - cos —— (}'■
d< ժ ՜3 *’ rfi rf։ di 1

.. I, di-V , . V*  . kr.t) kr.y .kr, kr.x vУ: 2x d.------ ՝. ( Irsch sh -ch (b d2)cos Z4J{_: —
I. dj dx dx dx dx

adir. V / 1\ь . kr.a , kr.x , kr. t . kr.y-z.3— >. ( l)fccsch - -ch ------  sh (a—dx) sin - ZAk
d,, ՛ d-շ d: d-> d2
աջ fe-i Հ -

абйк v t , kr.a . k^x . krd1 ։ kr.y
- У (—l)Acsch —— - ch ֊-֊- sh ——i sin —Z- Z«-3 4- 

di dz dz d2k֊» i

2^Л V / I t kr'V kzX .- ՝. (~ I)*csch ----- -  sh - cos - 4-
Հ ", Հ Հ

C2U0 у» . . kr.dx kr.x kry
d2 d2 dz d2

8Ժ, v 1 i ^2 , . . kr.x—-L ձ csch —ր՜տհ T՝ ^-v -rf^cos -7՜
՛ *-H3  A* d‘ di d--

8մ2 v 1 krdx . kr.x . fotv 1-------- — ), —- csch ----- i- ch ------  sin ---- — \ (j՜. •
-։ kt )

0 x Հ di. <> < у < d...
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V Լ/ V . 1U 1 t А*ГУ  I /I 7х , А’Г»(<2— х)Л = (/3г' I I)1 sdi — ։ h—— ch — (/>—ժշ)տէո —5------ Zu I 4֊
I «։ “։ «3 «3

v . . Am , kr.(a л) , kr.d. Any ֊,—— Խ I )* C֊4 li sb----- ֊---------sh ------L COS —֊- Zu I
d: ~ </. d2 rf, մ5

աճ*  A ил I i Ar (u .c) , է*(<ւ  ժ3) knv yւ + \ ( 1,- տ|յ ------  ------- S|J cos —— Zu |
dt 7*, dt d։ d2 d2

2U„ v , ... . b*d 2 . Axv , Ar (a л)----- -° Y ( l^csch —ch -֊ sin —5---------
մ3 ։ d> dr dj

V ( |? CSC11 . sh
d. - d։ d: d2I f — I

, ^d3 Հ> 1 kvd.. k~ k*(a x)
+ —~ ձ — csch —- ch — (y ժ-lsln —•'֊֊------ L 4-

B »-ճ *■■ ժ' rf’ rf’

Kd2 v 1 t kr.d2 u k~(a֊x) k~v |/։
-I------ — ՝ h ------- sh — cos —— J Gr.

z« — A= Ժ. d. d.
♦-1.3 ՜ ՜ - 1

У: — * d3-2 (a x\ -r

, . v z , к~Ь . k-\՛ lrr.(b d2 kn(a—x] „ ,4-</,x ' ( Ifsch —— sh ֊-֊-ch  —2-cos-—4 ^Zu l4֊
d3 d-j

■ V‘d'^ v> t ,... . krji k~ k-d. A~y
■ 4* ——՛ ■ < l)*cscn-  -ch — а л sh----- ։ sin —— • Zu-|

rfj d: dz d2 d2

+ ^1V n«esch *I։u Л> <1. кк,1։ ^мп^У.Хц.,֊

«> л ds d2 d2 d2

'^'9 V zu* i ^~d: , kr.y kr. (a x) ------ -S- > ( l)*cscb ------- sh —-- cos ------ - -
ժ3 —։ Հ մ, Ժ,

2/Հ, v .vi . A։r<Z, kr: (а л) / x ( I r csch -3ch-—i X
Ժ, ~( dz Ժ,

■ ч/ri.. 1 v ։ . Art/. . Ar . .. kr.(a .<)X-Hi֊, 4------— X — csrh —~ sh — (v dj)cos—----- - 4-
</, r« A- d3 d, d,
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8մ2 у
—3 —

*-1.3

1
—֊ -csch 

Հ’5
Ыя 

մ-
. Ля-ia х) , Л»у | ,.ch - sin —— (n

dz dz I

« ֊֊ 0^y<^.

§ 7. Пример

В качестве примера вычислена жесткость при кручении и опрей 
делены напряжения для призматического стержня квадратного сече­
ния а — 2Ь с квадратным вырезом, г. е. при ч \d։ d3)^2(b rf*l.

Ниже приведены оценки для неизвестных после применения ли­
мита нт (6).

Если ժ։ — 2d-t, а — = 1.5. го
d2

1,13185 U./di 0,02930 - Z, 1,164.83 I. /0/</5 4- 0,0( )323
0,78295 UQ u? 0,10287 Z. ֊, 0.80638 I '0id: - 0,07976
0.55199 Lr0/dl 0.25649=^ Z,^ 0,58531 U^d] 0.22362
0,82238 ^/4—0,57560 ^Z,^ 0,87502 U^idl 0.52368 
0.75077 U0/dl 0.28951- Z- . 0,80623 0.23486
0,51173 ԼԼ/էճ 0.33182s^Zjj^0,55157 7Հ/Ժ? 0.29548 
0,40527 U0/di - 0,23969 ^ZT-. 0.15375 0,19187
0,62837 Լհքժ՚շ 0,53426 ^Z,^ 0,70909 U„ d'> 0.45466
0,63799 ր0,մշ 0,48821 Zv Ճ 0.84709 ՃՀ/ժՀ: 0,28200 (v;> 9».

причем
1,08147 eg 6^^1.10335.

Если ժ։=2ժ։. a —— = 10. то 
«-

1.05262 I ^‘d: -E 0,06136 Z, 1.32842 ( 0.01153
0,67579 ujd: 0,03172^. Z.^ 0.84769 — 0.07715
0.41166 U(Jdb 0.16632Z3^;0,654-16 Ut>;d> 0,23048
0.62827 Ujd} 0.44334- Z4 1.06117 l\’d\ 0.55775

0--Z. 1,2281 Щ'Й 0.32457 (v 5)
Здесь

9.132.35 Uoldl9.19229

В таблице l приведены верхние С и нижние С оценки значения 
жесткости в обоих случаях. За расчетную формулу принято

С 4- СС9 -= . Для сравнения приведены значения жесткости С*  для

случая центрально расположенного выреза из рабо։ь! (2). значения 
жесткости С"*,  вычисленные по формуле (3) для тонкостенных труб­
чатых стержней.
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X

4Л*б

ЦгДе ՛* толщина стенки. > ыина осевой линии кольцевого сечении 
трубы. /•’ площадь, заключенная внутри срединной шнин кольце­

ного сечения), а также относительная погрешность >
С°

«тгнпая н процентах.
Таблица I

Ndl 10 1.5

ClQd'i 6611.9 10.9070

CjGd՛։ 6656.6 10.9118

C Gdi 0635.3 10. ««59
(? Gdl 7Q3S 11.0515

C**:Gdi •И55.55 7.529-1

M/o 2.7 31.09

видно. •поИз приведенной таблицы жесткоегь стержня с цен-
1ы։о расположенным вырезом больше. чем. жесткость стержня со 

пишутым относительно центра вырезом. Формула Бредта дает хо­
рхе результаты ыя тонкостенных стержней (b>d2 10) и не при­

жима для вычисления жесткости толстостенных стержней (ծ/մ.= Լ5).
В таблице 2 даны значения максимальных напряжений с нело­

вком X:. У- н с избытком Л’, н У-. а также значения макси- 
шльпых напряжений, вычисленных то формуле Бредта (4).

Формула Бредта в применении к данному сечению принимает 
DH.7

С-.
Xтл ।

2d2(2b- d±} J ‘-*F]
Ժ, d2

a
4 
о

ab մ; </_.
Հ մ3

Здесь не Принята но внимание концентрация напряжении по
холящих углах (см гибл. 2).

Здесь X. о
у: =

’ 2

Напряжения Л՜. (О, ծ) - X.(a,b) = У.
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ка
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Фиг. 3.

Вейлу гого, ч го вырез расположен несимметрично, максимальное 
напряжение н направлении оси .v находится ՛ точке, сдвинутой отно­
сительно середины стороны прямоугольника ОС, оставаясь при этом 
и пределах области DGHE.

Институт математики я механики Поступило 20 V 1957.
АЛ Армянской ССР

։Ъ. L. Ч-JH | pdllijllltl

11Ջ ՍՒՄեՏՐհԿ Ոհ11Ա\.ԿՅՈ4ԱՋե4. ՃԱՏՎԱՄՔ b< 
ՈհՂ-ՂԱՆԿՅՈհՆԱՋՒՎ. ԱՆ8£ ՈհՆեՑՈՂ ՊՐՒՋՄԱՏհԿ ՋՈՂեՐՒ 

ՈԼՈՐՄԱՆ ՄԱՍՒՆ

Ա IT Փ Ո Փ П I' 1Г

>,ււդված tit.il արէքամ է- 11է.ղղանկրո.նտձե լա իէական հա աւիսծ_рч ։] սնամեջ 
"{('խւմսււււիկ ձողերի "քորման խնդրի ճիշտ լա.ծա.մը, երր անրրր սիմետրիկ 
ի. հատված րի սուտնէյրնե րիդ մհկի նկատւք ամր։

Խնէ1{էի քւ։ւձւ1 ան tfunfանէսկ էէդսւադւէրծվտծ է աք ui'inj ակ ֆտնէլդիաների 
նևրմո է ծմա It եղանակը. որի օդնտ ի/րսւք ր ի^ւղրի մասնակի ած ան ղ քա լնե րէէ ւ[ 
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դիֆերենցիալ հավաոտրմսրն ք/пЛпч; (t րերւիււմ Ւ հաստասրուն դործակիէքնե րով 
սովորական դ իֆերենցիալ հավասարով 'մսերի սիէէէոեմի ^լա ։>մ"ւս՚նր;

Ւնաևդրման էքործւոկիցներր որոշվում են դձափն \սյվսաարաէքեերի ան*  
էքևրշ սիստեմից, Որր քիսվին ոեդա դլտր Լ:

Որպես ւ՚հիպին օրինակ դիտարկված Հ րաւէակուսի լւս[նական '.ւսւոված- 
րո>ք սնամեյ ձոդի ո քորման դեէդրր։

Հա՞ված են ЧЦЧ ծոդի կո чти ք/ րոնր ոլորման •! ամ տնակ և / 41րա Ահերր
\սաււիս6րի մի կետերամւ
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