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МАТЕМАТИКА

Б. М. Левитая и И. С. Саргсян

Асимптотические оценки производных собственных 
функций уравнения Шредингера

§ 1 Некоторые предварительные оценки

Пусть функция q(x) - q (х։. л'=, -v3l определена во всем трехмерном 
пространстве /;՝3 и снизу ограничена, т. е. существует такая константа 
т, что для всех л'

7(х)>/л. (1.1)
Рассмотрим уравнение

ճււ [л - q{x)\ и - 0. (1.2)

Предположим, что при х]->со, q (х) ֊* ^оо. Как известно, в 
этом случае уравнение (1.2). рассматриваемое во всем пространстве 
/?3. имеет чисто точечный спектр. Предположим для простоты, что 
спектр неотрицателен. Обозначим через л։. л2։• ••, /.«,-•• собственные 
значения, а через *։(.v), (х). • • •, фя(л*),--------соответствующие соб
ственные функции уравнения (1.2).

Основная цель настоящей работы—доказать следующую теорему:
Теорема. Если в точке х функция q(x) имеет (а 1)-/о 

производную, то при ՛֊։ ֊> со справедливо асимптотическое равен֊ 
ство

У |D-i,(x)|= = Օ(թ’”Ղ
։՝Н4-1

где ւՀ = >.о, а
(Т

D- —-------------------- (*։ 4- 4-а- —а).дх;< дхЬ дхЬ 1 1 * 3 7

Эта теорема играет в вопросах дифференцирования разложений 
по собственным функциям \ равнения Шредингера весьма важную роль.

Обозначим через С(х, у; •*> функцию Грина уравнения (1.2). ко
торая существует в силу условия (1.1) для р<го. (р «—>.). Далее 
предположим, что существуют такие постоянные с и С. что для до- 
статично больших ,' выполняется неравенство

<7Ш|<Се<Н1. (1.31

Для р>0 положим
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-*V г 
е

4-^г
И.4)

где г IА- — 5 . Функция հ (л. с; ч) есть функция Грина уравнения 
(1.2) при <;(.v)-O.

При таких преднолижениях, как известно, справедливы тожде
ства |1|:

-Л^֊= f«(x.W (А)
л« т- У- J л* ՝ Iх

G (л*. ГЛ :х> - g . А-, r(; р) - I а (:) g (Л-. ;; р) 6՛ (?. tj; р) б/с. (В)

Дифференцируя тождество (А но •* и по .Հյ (где /—одно из 
чисел 1.2,3) и применяя элементарное неравенство ia 4-ծ 4- 
^3 (а® 4- & 4- г®). получим

2
•-Կ1Հ1Ժ1 -|-I

(Հ !ХГ
I Ժ%<£Լ 

дх,
(.у. և р) 

d'Xi сф

Ռո4՜ н I4

+ (5ТЬ*[ + + О-)

՜Հ

Полагая в неравенстве (1.5) п — 1. 2. V и суммируя, получим

Л'
V 

м-1

_1_
('■«4-рГ

Рассмотрим интеграл

» Л
/? ).

п-1

-(У 41’**■՝'■’* г-*
հհ։ հ>։

Применяя вышеуказанное элементарное неравенство отсюда получим

/м,—------------
2 ■ (Хг,4֊н) ՚Հ. =)ժ;

| oxt
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r>X

,V
Соответственно этому сумма \ Д"> разбивается на те:

«-1

V; - V ’ Tj

.7-1 Ч - I , У; 1

г'.-1

Оценим вначале <>. В силу неравенства Бесселя

В силу условия (1.3) отсюда для достаточно больших р получим 
оценку:

а. <Лр~* . (1.6)

Оценим теперь з։. Мы имеем

- 4®М у.,..

'»=։ л-л ր,Հ1

drdr, Л/J р 1 llZ’ r)gi-v. s;p) , .4+°( r e )• TaKk'aK -<AvT

Поэтому

y-’^’x

*1 u

••՛ Л УИ<| -v Ы1 փ ()Ռ Ճ c՜’ '1Կ.
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Далее в силу неравенства Бесселя

л՛
V Л' ‘ _± ?Լ՝Լ

(Հ ֊НО2

, /V '<* + «•• \'/։ ,Л 4= л- ' i

••{Is..,- (Ճ )
д-1 ՝л—|

Отсюда и из предыдущего неравенства следует, что при фиксиро
ванном -V

о։=Н)(р՜2). (1.7)

Из опенок (1.6) и (1.7՝ следует, что при фиксированном Д' имеет 
место оценка

/и» = О1|1 2). (1.8)

Теперь оценим В силу неравенства Бесселя получим неравенство

Тогда из определения функции հ (д\ և р следует, чгой (1.9i ингегрнл 
справа при фиксированном а՜ есть О 11. Полому для 1՝Հ՝ получим 
оценку

/<-՝«= О-յւ֊Ղ (1.10)

Оценим теперь /[">. Применяя неравенство Бесселя и переходя к 
сферическим координатам подучим

2՜ Հ
I </? i sin 0-cosW» r-e dr

Т' о ¥

= Ср. • j д՜д' ' dx ՛ Ср՜ . 

о

1.11)

В силу 
следует

произвольности числа \‘, из оценок (1.8), 1.10 и 1.11)

(1.12)

Отсюда можно получить пока грубую оценку для первых производ
ных собственных функций. R самом деле, положим >п |Հ, ч = •*’. 
Тогда из оценки (1.12) получим
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(1.13)

В дальнейшем мы увидим, что из самом деле в оценке (1.131 
можно о заменить на 4.

§ 2. Доказательство теоремы для первых производных

Чтобы получить дальнейшее уточнение в опенке (1.13), используем
фундаментальное 
и по получим

тождество \В Дифференцируя это тождество по и

о- G (Л՜, т,; и)
С"’.

т,; и) օ՝Հ ।л*, с: и) „
~ -ъ—-О(;, тки <7;aXiCfn ь‘ '

֊ I q «) -^ւճէԼ rf?. ,
axt dp.

Из тождества (2.1). определения функции Ciyx, у; р) и неравенства
Минковского следует

У. ? 1 = , \ ■ = / V 1 
ах^>». ') и)‘ ах.

п- I

<*. # Р) 
ах, ժս

՛<[)’՛=’ ՛■ ■ ■ '■+
В силу опенки (1.11) имеем

1

Из определения функции (i (X. у: р) легко следуют тождества

-Հ. Г. pl 
ах. ւ?ս ՚?Օ (5
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Тогда в силу оценок 11.10) и (1.8) для Л и /3 получим оценки

6<Qy֊4 i3<Cn ’. (2.3)

Из оценок (2.2) и (2.3 следует оценка

fv I ^;£Լ1Տ V՜ с Си . + О(н-Ч. -U) 
— 'ЛЛЛ-|Л|- дх{ /

'«-I L J

Так как в тождестве функции С/(х. у: յւ) и £(л*. у:’• > можно пе
реставить местами, то из оценки (2.4) следует

(2.5)

Из оценок (2.4 н (2.5) получим важную опенку

V - ,— (A,i Pl4 
л—1

0% (-у) 
дх>

= Ср֊*'-г О([1՜2). i2.6)

Из этого асимптотического равенства и тауберовой теоремы Харди 
Литльвуда следует опенка

ժ'յո IX) 
дх{

= Си ։ ■ Հ) (р,‘). 2.7)

Откуда получим оценку, уже уточняющую (1.13). а именно:

у 
«mJ

{*• -1Ղ >+1

<*?д (х) 
ах։

= о (<**).

применяя теорему Г. Фрайда |2|—14| из (2.7) получим нужную
оценку:

О-Ь„ (X)V—*
В< !*•„ <ս-ր 1

= 0 И.

§ 3. Предварительные оценки старших производных

Для оценки вторых производных предположим, что функция q (х) 
дифференцируема. Тогда дифференцируя тождество М) два раза по 

dg х. р:
и. один раз ио х։, потом учитывая, что — ---------

и дифференцируя еще раз по х,- (/— 1, 2, 3). получим
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1 . ^Դլ>ձ*1 - .!_ С *;>) .: ({ 
(Xe-Ьр)1 2 J •>.■■ ՛.

՝£,

f ^(-v. ;;;»•)

Я.1

֊;- <й +
с/;;

Լ 1
2 (Տ+Ջ 7 <).հ;օ.հ,<խ

М d- -

1 f d*g(x, ji) , ...
2(л„+Й)J 9u) dxrfxrfv?

£,

Далее, применяя элементарное неравенство ա/ 4- l’+ с d\" 
!(<z2 փ b" -4-c- 4- di . потом полагая n полученном неравенстве n —

= 1, 2.---, Л и суммируя, получим

v 2
— (Л,Н р)С UX,UXt

[№<Лц_,я(5и?
1 Ժ.Հ/ՕՏյ(Հձ.֊ ■ 

ft'i

1 [‘C/g A-. :;u)
J dxJ

(C)i d‘-

+ ->v___ !___
՜- Կ ; ^Հ֊ 

r«~l

£*•£ Л> ■*) 
dXjOXi Ժ;ւ=

(?u/- = Հ 4- /շ /зН-Л- (3.1)

Дальше будем оценивать отдельные слагаемые. Проще всего оце
нить /։. Мы имеем, но определению функции g (д'. ;; р).

■ ? ___
dXjdXid^- ' ' 16t:J ;л

- V? г
е X /

Поэтому при фиксированном д֊

С ժ՜’Գ' (A-f - '/ ) (Ay - Ь) dl
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Чалее в силу неравенства Шварца отсюда следует опенка:

(A-j ■/ )- (Д', - )=մ; = О (ս Ղ 13.2)

Хнялогично можно оценить В самом деле, мы имеем:

ճճ±ՏձճԼճԼ=; ճ!ձԼ _ ’л՜ Г I . ճ2ճ_ 
ժ^7ժ.4*յժ}4 Հ'' 8՜ր Г Տ՜ր

8-ր- г

Тогда, в силу неравенства Шварца, при р — со получим

Е»
,» -з։;7<

+ <7;(^ -—-р-----(-V, — ;/ Is (Xj— •/ )'-d- (3.3)

В силу условия (1.31 нетрудно видеть, что Հ. /? и /?՝ при фиксиро
ванном л՜ ограничены. Поэтому из 3.3) следует оценка

= (3.4)

Оценим теперь />. В силу неравенства Бесселя дело сводится к оценке 
интеграла

:;՚ՎՐ {
ох. ох, c)\t~

(3.5)

Функция £(л*. зависит от г- |.v- £ и поэтому, так как интеграл 
берется по всему пространству, делая замену переменных мы увидим, 
что д — : можно заменить на . i |. так что интеграл (3.5) не зависит 
от л*. Итак,

axjttXi (}<հ
Ժ-- 'ч— I

256п=:л J
.՛■

-2» н '
е Ժ;



Асимгйотнчесюи* «немки производных собственных функций 27

% Л 2};՛ г
-----------դ----- И------------ ;,;/</; +

128֊2| ч г

1 |Դ՜31*՜ր
2.56г” J г- ’՝ ՝՝ ''5'

հհ,

Переходя к сферическим координатам, находим

'>=2Sfe'‘ : ՚: Z’=1W

Итак. для /յ справедлива стенка

= •). (3.6)

Значительное отличие яо сравнению с предыдущими получается при 
оценке /3.
Положим

.* Ժ.Հ (л*. ;; ч)

J (fxi 
f1..

Հ |?(;)'М')ИЬ=

IM)
r J r> I

Поэтому՛, в сил\ «лементарного неравенства (и — Ь]-^2 (а'г փ bz 
отсюда получим

Л-.1

</հ a՛. p) (է
(JXf

խ (И ՛?/•(;) Ի/: ՝՜
ժ

Тогда

ւ' Հհ (Д'. ;ч
Ժ,հ_.

ո

(i , .. . ..
֊ . ժ֊.օր

i дс: ֊և +հ
Հ ւ
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Интегрируя порой интеграл последнего неравенства по частям, по 
ЛУЧИМ

թ ’ Ч (5) 4,(;) di + С (■).„(■) . <t + I,.
J дх, J fajch

/֊I />։

Поэтому

/յ^2 Ալ ֊г 'շ)-
Далее,

( V 1 . 
՜ ('■. ֊ a)* J <4-

г* *• I

v 1 I j’ (X, x 4֊ »r; N . r jr| 0g <x. ■* + ?r;
“ (>.« 4֊ *•)* I J J OX,

<1IX + И I _ о (3.7
('•«4-«y I

Аналогично оценивается /’Ь- Для нее получаем такую же оценку

:5 = Օ«Ղ (3,8)

Комбинируя 1.3.7 и 1,3.8) для /.< получим оценку

/; = О(р-4). (3.9)

Теперь оценим /3. Мы имеем

й շ| 1 -11 - е

(Ди :՛.)՛ |Ц ֊а

+ k(o^(4֊^.^rf;i:i=/։+<։. 
J ^Xj Օհ, j

ГА. 1

Так как. по предположению, функция ^(.հ) дифференцируема, то il 
оценивается так. как в параграфе I при получении оценки 1.7). Итак, 
для Л получим оценку

/г = О«*). 13.10)

Остается оценить /։. Мы имеем
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-I-/-31 (f£lx-x ՜' ր*- 'Ղ ձւ>:?; ”_չ֊ X Ո)
дх ах, ժ.\

.^էճւՋ^Յ I < | j՝՝ր.;^ |- ^ճձ±£±.

0 0 ‘ու II.

U ֊ ր»խ у 1 ծ֊ն„ (X 4- ր«) <fy, (x -1 r$) ;, ,и

ձ*յ ~ք (44- н)4 ք,՝ւ <%•М —J

В силу неравенства Бесселя и на основании оценки (2.4) получим

(3.12)

(fg[X. :; ч> (Л>—•՛ I [
с/х, 4-г’ к ■•'•■ 

о(г՜’) օքևԴ ”Ղ 
\ г /

Поэтому из (3.11 в силу оценки (3.12) следует оценка

1
i। — 4- — ( i re՜1 ՜ 'dr \ - О (jx *)•

^*\J /
1>

Из (3.10) и (3.13) для !.<. окончательно следует оценка

/з ֊ О ({Г ').

Итак, для .1հ в силу оценок (3.9) и (3.11) иолу him оценку

/;,֊-= О (IX ).

(3.131

(3-М)

3.1 о)

Комбинируя оценки (3.21. (3.4), (3.6) и (3.15) получим оценку

у____ 1 __ 1՜ԺԴ> (-у)
— м:0й [ ՛ ՛■'■՛■

Л “ »

?
' Си՜ ’.

Откуда пока для вторых производных получим грубую оценку. :։ 
именно:
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ез»_

(3 16)

В дальнейшем мы видим. ч։о и самом деле в оценке <3 16) можно 
7 заменить на 6.

§ 4. Доказательство теоремы ыя вторых производных

Поступая с юж лестном (В он. же, как с тождеством (.4) п на
чале предыдущего параграфа, получим

՞1» (X..V, !Վ , - -.и г յՀլլ*. ;:.KI G|;
их, dXj их. ox, (Ւհ , ’ ax, րլՀէ փՀ

֊շք(/ս ::.ս) ;;.i)J ՝ OX <'.«. Ժք* J t/Xj

Из определения функции (7(л'._у; ՛.«>, тождества (4.1) и неравенства 
Минковского следует неравенство:

П o*(hx, 7,; :ւ> |£մ \ շյ у I П/Ч...У1 - \ : 
լ (/Xidx,d kz I > — (Հ, -у :ւ)*լ дх/дх. \)

Е.

। l’| ք/4ճ_1£-
\,I [ OXj0Xt()՝y

(X, ;; ч) 

ох .дх, д՝у
-Հյ (:. GJ jl) dz

( T. ;x) 

dxjtix on

0G Լ T,; ;i I 

Ժղ

Ա՛ |4Լ' £J: ՚1՛.\ J J dx} f. 6
<) G (;, rt: ;l)

/, r ձ 4- (4.2)

Дальше будем ohchhi.h։» и н-льинс •՝ ar.i мне. В нл\ оценки (3 6)

Հ = О и* ') (4.3>

Далее, пеплу определения функции <7(л*. у;;и. получим

I։
1 

(Ал+Н)2
i; I1) 

dx^Xid'f
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Отсюда в силу оценки (3.2), получим

/3=О(у՜ "•). . (4.4)

Аналогичным образом из опенок (3.4) и (3.151 получим

Л = •): /, О(р •). (4.5)

Окончательно из неравенства (4.2՛ и оценок (4.3). (4.4) и (4.5) полу
чим оценку

Так как в тождестве i/i) функции </ л*, у; у) и #(Հ)4“4 можно пе
реставить местами, то из оценки (4.6) получим

I С<‘«( Տ-.|"‘>'11Л՜՝ 3 I. Н.7',
\ “■ (а«т!»)* [ dXfOX, I

Из оценок *4.6) и (4.7) следует важная оценка

у 1 ":Հ(£)1
4-'-ч‘ см-..г/д-.. |

Су '-ք-0 (у
3 

1280֊
(4.8

5

Из этого асимптотического равенства и тауберовой теоремы Харди 
֊ Я игл ьву да ел е л у ет

<Г ( Л՜ ) 

dX/dXi
= Су О:՛՛ :

(4.9)

Отсюда получим оценку, которая уже уточняет оценку (3.16), а 
именно

Г 
(iXjOX | 

н+1
( У '1 ) •о (у7).

Для дальнейшего уточнении, как в параграфе 2, применим шорему 
Г. Фрайда об оценке остаточного члена в тауберовых теоремах 
|2|—14|. Тогда из оценки 4.9 получим

у ք^շ?4(*ււ8 
— I oxjdx,

У< JAu <]Л~ 1

0 ip8).

что и (оказывает георему ыя вторых производных.
Для старших производных теорема доказывается аналогичным 

образом.
В том случае, когда при х| -со </(х) не стремится к 

бесконечности поступаем следующим образом: берем большую об
ласть 12 и полагаем 7։ (л՜) ֊ </(х) для .v 2 и </։(л՜) ► при (л* -со.
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Тогда для <7յ (XI спектр дискрете! и если Զ стремится ко всем} про
странству. то дискретны։՛, спектр вырождается в непрерывный и тео
рема остается в силе.

Военная инженерная артиллерийская 
лкэдсмин им. Ф. Э. Дзержинскою, 

Институт математики АН Армянской ССР Поступило 20 VI Г.’57.

I». U*. 1,հւք|>՝էՈաճ; 8*. Ս. Uuipcjuitufi

րՐեԴԻՆԳեՐՒ ՃԱՎԱՍԱՐՄԱՆ Ս6ՓԱԿԱՆ ՖՈհՆԿՑՒԱՆեՐհ 
ԱԾԱՆՑՅԱԼՆԵՐԻ ԱՍհՄՊՏՈՏՒԿ ԳՆԱձԱՏԱԿԱՆՆեՐԸ

Ա 1Г ’I» Ո Փ Ո !• ։ր

'/(•*) = <7(*ւ- *2. -V ֆn ւ'հ Ijtj ft ա"հ ч 1‘ոշւք nt ծ Լ ամ jtutjl հոա\ափ 
milt րած п < fl յան ւքհ՚է li ն ե րվւ ևփ էյ <ր ill հմ ան ա փա կ Լ: '/• ի տ ար 1յ ft հ ր հ/էւււքՀյայ հսւ- 
ij աււարու if յւ

ձս — H — v(x)) It =0. (.1)

fr'lifl Ш1[ յւ!Հհ ր <7 IX — -3 ^14՛ X ֊' ֊>Հ): Ինչպես հայանք Լ, ա յւյ
էք 1էէէ[Հ>րււ if ՚ Z у lUtiftnitui րրս if ր, if ի ա ա ր !{ւ/հ / it ւ[ ամրողհ աա ր ած и > fl յան մհհ. 
անի tj in in 1յհւււտյին и ujh 1յ in ju I A2, • • - , Ад. • • • • inf նշան ա Ijl.'h ր ( !} '-.ււււքա- 
ոարւքան ււհփսւկսՀէւ ւսրւ!եվւյւՏ.րր. /inlj ( Д' Լ ձշ (,\՜ Հ ՚ .VI ,■ • -•••/' (1)
-tin tfin uinjiif ա՛հ и հ փ in I/ ա՛հ փու Ն 1յ ւյ ի ա՛հ հ ր ր ւ

Հայ if ած tn if titujuitjiii ijifniil l։ 'th աևյա j fl I. n jil. if ա՛հ :
P’bnphifm. I.'pb ,V ljinnjn.il՞ <1 (a*) ֆո։ Iil|g|։uilj nt Ij|i и l|iupcj|t

ածանցյալ, ապա. Ьрр • .. աեյյ|t ո։1’փ tibuilijui| ասիւ1'ս|տոաիկ ։|(ւաճա- 
ասւկանը՝

V izX'M*)! «(Հ՚՚ն.

n։։inl"i lulli •'< , a
dx\f)xzdx^

(x։ a2-t-7:։^Ti.
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