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Аналитический метод проектирования 
пространственного четырехзвснника с двумя 
вращательными и двумя шаровыми парами

Пространственные четырехзвениики с двумя вращательными и 
□иумя шаровыми нарами применяются в качестве передаточных меха­
низмов приборов и служат для воспроизведения заданной зависимости 
между премещениямп ведущего и рабочего (ведомого։ звеньев. Про- 
ектнре'ванпю (синтезу) этих механизмов были посвящены работы 
Е. II. Новодворского • I]. Б- !* Степанова |5|. И. П. Левнтского и 
К. X, Шахбазйна |2|, В. А. Зиновьева |1| и П. В. Ивняка |6|, причем 
только в работах |2| и |lj указаны методы вычисления всех вось- 
•мп параметров.

В настоящем исследовании дано развитие метода, предложенного 
Авторами в предыдущей работе [2]. Это развитие выразилось в более, 
целесообразном выборе системы координат, благодаря чему упрости 
лись расчетные операции по вычислению искомых параметров и об­
легчилось построение схемы механизма в ортогональных проекциях.

1. Постановка задачи

Рассматривается пространственный четырехзвенннк, в котором 
ведущее звено АВ и рабочее (ведомое) звено С7> соединены со стой­
кой при помощи вращательных пар (фиг. 1), а с шатуном ВС при 
помощи шаровых пар. Лишняя степень свободы, ко оран получается 
от свободного вращения шатуна относительно своей оси. нс учиты­
вался. так как опа не влияет на зависимость между углами ново- 

Грога звеньев АВ и CD.
Положение координат вых осей, следуя II. Б. Цвияку [6|> выби­

раем следующим образом: ось ох направлена по оси вращения звена 
АВ. плоскость оу: совпадает с плоскостью движения центра шаровой 
пары В, плоскость оух составляет угол ранный .’О е плоскостью дви­
жения центра шаровой пары С, т. е. с плоскостью Q. Тогда рассма­
триваемый механизм определится шестью параметрами. в качестве ко­
торых при длине звена \В, принятой за единицу, удобно взять сле­
дующие: координаты точка D(xd, yD. 'ռ)ւ т. е. точки пересечения оси 
иращения звена CD с плоскостью Q: длина шатуна /. длина рабочего
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звена г и угол 3, т. е. угол между положительным направлением осн оу 
и положительным направлением следа плоскости Q на плоскости ол'у, 
которое будем выбирать гак. чтобы угол Տ заключался в пределах от 
О до 180 . Кроме того в число вычисляемых параметров входят началь­
ные углы «0 и которые определяют начало отсчета углов поворота 
звеньев АВ и CD т. е. углов а и у. Начальный угол % отсчитыва­
ется от положительного направления оси оу, начальный угол ов-֊от 
линии, проходящей через точку D параллельно следу плоскости Q 
на плоскости иху. Отсчет всех углов будем производить против дви­
жения часовой стрелки.

Как и в предыдущей нашей работе [2| для получения аналити­
ческого выражения отклонения от заданной зависимости составим՜ 
сперва выражение взвешенной разности А., в виде разности квадратов 
переменной длины /,г и длины шатуна /.

\ ֊ Ճ-/1.« - Ф

Переменная длина Л представляет собою расстояние между точками 
В и С при заданных углах ։ и •>.

Отсюда
/J (лл-х,)։ (ув —у.)։ (2)

где
л*в 0; хе - хп — г cos ($ ՚տէո 3;

yfl cos (a %); yr yo rcos(’> fyj cos?;

Zn sin(» e0); Гл — րտ!ո(փ • %։
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Подставляя значение /*, из уравнения (2) в выражение взвешен­
ной разности (Г), получаем после преобразований

2ր?օՏ«>1(փ %) 2r(y/> cos ft А-pSin 's)cos(;!> %)• -

— 2zDsin(a a,,) —2voCOs(a a0) 2r sin (a a0) sin (0 4- ձ„) —

— 2 r cos £ cos (a «ъ) cos (փ %) x-{) y'-n zA-|-r- I—/֊. (3)

Для получения приближенного выражения разности Д..,, г. о. 
разности между заданной функцией о /(а) юй функцией փ /ч (а), 
которая воспроизводится механизмом, раскладываем в ряд выражение 
взвешенной разности (3) в окрестности точки ձՀ/։յ, соответствующей 

-значениям а и О млг. где г.и и Հա значения углов а и о, полу­
чаемые в механизме.

Тогда, ограничиваясь линейными членами ряда, имеем:

[ ' <■*> 

Отсюда, принимая во внимание, что 0, а разность ? — ь.ч при 

« = а,ч раина искомой разности А-,, получаем:

д.. _ձւ.

д-ն

Выполняя дифференцированно, получаем

I 2г
A cos (փ -г бп) В sin (< ’

Где /1 sin(z 4֊ a„) — Zd\
(6')

В уп cos 3 — Л7>sin 3 — cos 3 cos (a a J.

Отклонение А* согласно выражению (6) зависит от восьми пара­
метров: г, I, X/h VD, Zi). *.». Н И %.

Задача синтеза рассматриваемого механизма и состоит в таком 
зыборе этих параметров, при котором отклонение А; мало на Задан­
ном интервале изменения углов а и •!».

2. Вычисление восьми параметров

Если требуется подобрать (вычислить) восемь параметров меха­
низма. то выражение взвешенной разности А,, после преобразований, 
представляется в следующем виде:

֊ 2.4 |Г(а) - />,,Фо(«) - />1?1 (а)--------- /Հ?- (а) |. (7>

где
/•‘(a) sin О;
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?о(а) - cos а cos փ;

ср* (а) — sin а cos 0;

72(a) - cos а sin փ;

?з(*)=1; (8)

?ւ (а) = sin а sin ծ:

7a (а) cos а:

?«(«) slna:

Հ-. (а) — COS փ.

Д - ր Izt> cos % (у о cos 9— A'2)Sin /) • sin ձ01; (9)

/■’о -Д (cos 3 cos % cos % — sin atf sin 0fl); 

f
f\ ՜ — J (cos 3 sin a0 cos 0„ cos a„sin ՚ձ0);

/•
/< (cos £ COS a0 Si П ձ0 -sin a„ cos ձ„);

4 “74(x» y‘> 4 +’-/г);

l\ (cos & sin aflsin ՚Հ, — cos a0 cos 0(t);

(10)

Հյ֊ ^•(^DSinall-ryz>COsa0);

= -j fcoCOS aft — VoSin a0);

/JT ~ ֊^֊ IzpSin % (y/jcos 3 —-v/;sin 3’icos %|. 
/4

Отклонение ձ определяется по формуле (61. которая принимаем 
следующий вид:

д_____________ ^(а) — /%?<, (а) (а)------------/J7?7 (*)___________ . /цу
(1 — c։>sа — Рк sin z) րօտ Շ (/?„cosa !-Sina/<ւտա у

Для вычисления тех значений коэфицнептов Г\> при
которых отклонение А. будет мало на заданном интервале изменения 
VIлоз а и -Հ можно использовать интерполирование, квадратическое 
приближение или наилучшее приближение.

Методы вычисления коэффициентов /Հ, Р- дляфункции вила 
|7| указаны в монографии Н. И. Левитского [3]. В настоящей статье 
покажем только как после вычисления коэффициентов !\г
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жно найти искомые параметры механизма. С этой целью преобра-
ем систему уравнений (10) к следующему зилу:

Л (PQ sin а0 Рх cos а0) - — г sin (12)

Л (/\, cos я„ — Рх sin aj г cos 3 cos Հ; (13)

Д (P3 sin а„ - /\ cos оо) ֊ — г cos ?0; (14)

л (/< cos Յս — /\ sin %) = — г cos ? sin 4»0; (15)

А (Pe sin 2V — /Հ cos aj ул: (16)

Д(РвСО$ао P»sinaJ ?/>; 117)

Д/Հ г |zpsin ->0 - (yncos ? — .vnsin ?) cos %|; (18)
В - 2.4/ձ 4 г; Հ. i-1 - Я

(19)

Разделив уравнения (12) на (11) и (15) на (13), имеем:

_р« р՝гк*» -
Я-в Р^Зо-г-Л (20)

1СЮЛУ
■^3» Л- 1 в= т (21)

с „ «֊Pj-p; (22)
2(РЛ Р:/Л)

Резделнв уравнение (15) на (»2). получаем:

cos&_ p-.-p.tg4 
“‘'՜՜ P.tg4 Р. (23)

Разделив уравнение (16) на ։17) и подставляя в уравнения (14)
(18) значение коэффициента Л, имеем

УО = Р»֊ P<lgg» .
Pi ։g «ո ’

I?/> cos$o (yn cos 3 — xD sin >) sin %| X 

• (P։ sin ։0 Pt COS ao) cos Հ:

— Izn cos % (yn cos 3 - xD sin ?) sin >0| • /<

շи sin Հ, — (yD cos ■' xlt sin 3) • cos ■!/„ .

доученная система уравнений является линейной относительно не­
честных л*п, ул и to. Решая эту синему, получаем:

(1 tg’^lP^slnao- P^os^A'
(24)

Р.ул (25)
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А՜" sinj (у°cos'd

Из уравнений (14) н (17) получаем:

ր _ £D_ pi№*-՛ pi
cos %՛ Pe-Patg«0 '

Наконец из уравнений (19) имеем:

I I 5Ж 3* УЬ г2^՜-

(26)

(27)

(28)

3. Угол давления

После вычислнния параметров механизма из условии прибли­
жения к заданной зависимости следует проверить значение углов лав֊ 
ления в механизме.

Для рабочего звена CI) углом давления будем считать угол 
между направлением шатуна ВС и направлением скорости точки С. 
В соответс։ вии с фит . 2 обозначим угол давления через г, угол между 
направлением шатуна и проекцией его на плоскость Q через о и угол 
между направлением звена С7? и той же проекцией шатуна через հ.

Фиг. 2.
Тогда на основании известного соотношения между направляющими 
косинусами имеем:

cos v = cos о sin 7. (29

Углы ձ и как показал П. Б. Цвняк. могут быть найдены графически 
одновременно с построением положений механизма в ортогональных 
проекциях. На фиг. 3 показано, как можно определить положение 
звена CD по заданному положению звена Ав. В качестве вертикаль­
ной плоскости проекции принимаем плоскость оуг и в качестве гори­
зонтальной—плоскость оху. Для нахождения положения точки С по 
заданному положению точки Д совмещаем плоскость Q с вертикальной
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плоскостью проекций. Искомое положение точки С должно находиться 
на окружности I I радиуса г. Кроме того эта точка должна лежать на 
расстоянии / 01 точки В. Геометрическим местом точек, лежащих н 
плоскости Q на расстоянии / от заданного положения точки В. явля­
ется окружность II—II, получающаяся при пересечении с плоскостью 
Q сферы радиуса / с центром в точке В. Центр окружности 11—11 
обозначим через 5. Горизонтальная проекция центра Ճ найдется в 
основании перпендикуляра, опущенного из точки В на след плоскости 
Q, а вертикальная проекция и положение точки <$ в совмещенной 
плоскости (Տ°) найдется из условия равенства аппликат точек В и Տ. 
Радиус окружности 11—11 равен расстоянию от точки .Տ՜ в горизонталь­
ной плоскости до точки /<, получающейся на следе плоскости Q путем 
засечки радиусом / из точки В. Искомое положение точки С в сов­
мещенной плоскости (С ) находится иа пересечении окружностей I— 
и 11—11. угол о при этом графическом построении равен углу BKS, а 
угол у углу ձ’օԺ:Օ°.

Покажем, что углы о и ■; можно вычислять также аналитически 
Проектируя треугольник BDS в горизонтальной плоскости на осп ох 
и оу. имеем:

/?ձ' cos'? ZJSsinf? a'd:

BS sin 3 — DS cos 3 Vd - cos (a փ a J. (30)
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От сюда
/£$' -V/>c,os3 ул sin — sin-p cos (а | а0),

следовательно
, л։лcos3 г У/jsin 3 sin? . .

z - • - ֊^cos(a 70).

В треугольнике D'C .S’ имеем: 
CCD r\

С 5 / cos о;

rM /8cos4-(D֊'5°)2 
COST = -----------..—j— 5՝-------~ .՛ 2r/cOS'J

Кроме того имеем:
(/ZST (OS? - թո-sin (a a0)]2.

lb уравнений (30) получаем:
Օձ' -.V/jslnS уд cos թ cos {i cos (a %).

Следовательно.
r- /2cos=o I .4= Л‘г

cos 7 =------------- —֊Հ----------- »
2г/ cos о

где Я и /3 определяются по (6').

4. Пример

(31)՛

(32)

Спроектировать пространственный механизм для воспроизведения 
функции

У = IgA*

в пределах от a*0 - 1 до 10 при углах размаха am 55° и 
փա - ֊ 90 .

Масштабы графика փ /(а), изображающего зависимость у lg,r 
найдутся н.з соотношений:

ц _ у^~у° _ । . .
փ/я 90 град

-Ут — х„ 9 _[
Ят 55 град

Заданная зависимость (фиг. 4) имеет вид:

У<. i-М И»2)*

Подставляя значения масштабов и и ц,. получаем

փ —90 lg I 1 - Д- a j ; или л - ( 10 ° 1 j.

• Углы փ и ’ намеряются г> градусах.
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Коэффициенты Р<։, • Р- будем вычислять по методу интерполиро­
вания. располагая узлы интерполирования так же, как располагаются 
нули многочлена Чебышева восьмой степени |7|. В соответствии с 
графиком заданной зависимости можно ожидать, что многочлен вида 

Р(у) Лоу? 4 ••• •}•«».

лучше представляет отклонение от заданной зависимости ձլ чем много­
член вида

Р (х) aoxR 4-<М'7 ••• -а8.

Поэтому выбираем узлы интерполирования вблизи тех точек, где 
обращается в нуль многочлен Чебышева Л (у) Ординаты этих гочек 
даются формулой:

1осле некоторого округления принимаем значения углов о и а л 
узлах интерполирования, указанные в таблице 1.

Таблица 1

а 0 Г34<55’' 4’45'22* 944'20*
ծ 0' 9* 22’50' 36'
а 18'13’05՜ 28 15'16" 42*25’55' 55'

54’ 67’30 81’ 90'

Вычисляя по формулам (8,1 функции /(а), ?0(а)»
получаем, из условия равенства нулю разности ձ в узлах интерполи­
рования, следующие уравнения:
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нений, находим следующие значения коэффициентов:

Р0-гР8 է֊ Р5 4- р. = 0;

0.98931 Р(, 4- 0.02727 1\ - 0.15637

-4-0.02761 />. 0.98769
/<> - 0.00432 Р<

Р- - 0.15643:

9 0.99962 Л.4-

0,92070 /<, 0.07660 Р. ֊ 0.38136

0.08291 /Հ 0.92388

/Հ. /<,—0.03173 Р<

Р1֊-0.38268;

0.99656

0.79853 /<, 0.12989 /Д —0.58017

0,16055 Р, 0.80902

/Л /Л, — 0.09437 Pt

Р. = 0.58779;

0.98703 Р:А

0.55832 Р,, 0.18376 />, 0.76846

0.31263 РА 0.58779

Pi /<,-0.25292 />.

Р- - — 0.80902;

0.94987

0.33709 Р„ 0.18115 /< -0.81381

0.47338 /Հ 0.38268

Р2 /<,-0.43735 /<

Р- -0.92388:

0.88086

0.11546 /\, 0.10554 /> — 0.75892

0.67471 /Հ 0.25643

Р2 Ря 0.66640 !\

Р- -0.98769;

0.73808

0.57358 /Հ Ря- 0.81915 0.57358 /< 0.81915 /\ 1.

Применяя обычные способы решения системы линейных уран-

/<.= 0.0811402-,

!\ ֊ 0.2649784;

/Հ = 0.9245966:

Р.л =—0.6451103;

/Հ 0.5390081;

Р- - 0.6030679;

-0.7471119:

Р- 0.0390978.

Затем находим значение величины -՜֊և по формуле (7) в проме­

жутках между узлами интерполирования. Во всех точках эти вели­
чины оказались равными нулю с точностью, по крайней мере, до пяти 
знаков после запятой.

Далее, приступаем к определению искомых параметров меха­
низма. По формуле (21) находим:

tg«0 —1.65446 и tga<t 604424.

Подсчитывая затем значение cosS по формуле (23) убеждаемся, 
что только первое значение iga0 удовлетворяет условиям задачи, так 
как при втором значении cos3 получается больше единицы.
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Имеем 
а0 — 121 09'00" н 58'51'00" 

cos թ = 0.252209 ? 75 27'24".

Затем по формуле (20) имеем:

0.0631970. 
Отсюда

% 176'23'02" и —3С36'58".

Вычисляя параметр Z[> ио формуле (24). имеем: 

zD = 0.92847 при а0 121 <09' 

zD =0.92847 при «0 58°51'.

Параметр г по условию всегда величина положительная. 
Поэтому, вычисляя его ио формуле (27), получаем:

г 1.15631,

причем одновременно из условия получения положительного значения 
г устанавливаем, что значению % 121 09'соответствует % 176°23'02", 
а значению % 58°5Г, значение — —3'36'58".

Далее по формулам (25) и (26) имеем:

V/>- 0.33683 при а0= 12ГО9'

Ух> = 0.336683 при »<,-=—58°51';

хо = 0.18575 при а0 121°09';

*О — 0.18575 при Ч --58*51.

Наконец, по формулам (9) и (28) получаем: 
Ն’ ■

А - 1.0784;

/=1.39845.

Следовательно, после вычислений мы получаем две системы на՛ 
раметров механизма, которые приведены в таблице 2.

Таблице. ‘.i

№№ ’0 % XD г£>

J 12Г09՛ J76e23'02* 0.18575 0.92847 0.33683
2 58յ51՚ 3С36'58* 0.33683 0.92847 0.33683

Значения параметров □ 75 27'24". г 1.15631 и / 1.39845 яв­
ляются одинаковыми для обеих систем­

на фиг. 5 в ортогональных проекциях построен,', схема мехе - 
яизма но первой системе параметров. Вторая система нового ме.ха- 
• Ц'ясстнм ЛЯ. серия фл?, - мат.’наук. J+ л
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ппзма не дает. Изображение схемы механизма по второй системе по­
дучается путем поворота чертежа на 18(1 .

Полученный механизм теорп*нчески обеспечивает высокую точ­
ность приближения к заданной зависимости, но при заданных углах 
размаха является неудовлетворительным по значениям угд.Ов ивлени?.. 
Как видно из фигуры 5, угол հ в одном из промежуточных поло­
жений обращается в нуль и. следователь?.о. угол давлении становится 
равным 90 .

Возможность получения неконструктивных рент ннп при вычис- 
енин всех параметров только из условия ирис ижения к та аннон 

зависимости неоднократно указывалось многими исс ледователяк По­
этому важное значение приобретает разработка меклоа. с помощью 
которых можно предварите.:ыи• на основании графического варьиро­
вания параметрон или же по атласу кривых выбирать коне:рук.пвно 
приемлемый механизм, уточняя затем его параметры путем вычисле­
ния небольшого числа их.
Ереванский Государственный университет

нм. В. М. Молотова Поступило G;!V 1956:
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•<». Ь. *»• tv. ftuihpuiqւահ

եՐԿՈհ ՊՏՏԱԿԱՆ К հՐԿՈհ ԳՆԴԱՅՒՆ ՋՈհՅԳեՐՈՎ. ՏԱՐԱԾԱԿԱՆ 
ՔԱԴՕՂ-ԱԿԱՆհՆԷՐհ ՆԱհԱԳԾԱԱՆ ԱՆԱԼեՏհԿ ԱեԹՈԴ

Ա 1Г Փ П Փ Ո I' Մ

Հ րպւքւսծ /։> if inpifni.if Լ if ի ifliflntj, որ[ւ օդն и i fl jut if /։ ՀԱւսրաւքսր Լ յի- 
նսււք նսւքսւսդ ծ /, յ ա ւս ր ա ծ ւս կա՛հ ,րա п օդ ակ if հ /ասն ft դ ւքն ե ր ր ցանկար ած րսւ~ 
նւսկռւք ւդարաif ե ւսրներft դեւդդւսււք ւ

1<1ն դ [ւ ր ր (1ււծւքա<> Լ էք սյри ք,if ո ։.մ, այսքւ՚հյւն Տ ւդ ա ր աif Լ ա րն 1ւ րի դևւդ- 
քամ, Ա[tut ւս ծ tf in ծ •• ill Հ ա и ui jt n i մ h /, ր ր Հհ ւս ր ա tf и ր и i j! / и յ Ն /<՜Ն irm/y^nr սւնւսքքւ- 
տքւկորէտն iui^tfli(nl il է, քսան ի ւրք ի սլար ւս մI, ա րնե ր ft if It •' и / թ t п I նն I. ր ր ։

1!րւդհս օրինակ դիտարկված կ / սդ ւսր ft թ if ut 1/ւսն 1քւոէ'1ւկդքւսՀհ if և րսւ ր ա ւս - 
•ք[էսդ ипи րսւ thu կան մ ք, խ ա՛հ ft դ if ր ;
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