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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

Д. И. Шерман

Об упругом равновесии пластинки, опертой по краю

§ 1. Допустим, что срединная поверхность пластинки заполняет 
конечную и односвязную область Տ, ограниченную замкнутым кон
туром и расположенную в плоскости комплексного переменного 
с л* iy. Будем считать декартовы координаты точек контура L 
требуемое число раз дифференцируемыми по дуге S. Обход Ճ, как- 
обычно. примем совершающимся против движения часовой стрелки. 
Для удобства за начало координат возьмем некоторую точку, принад
лежащую Տ.

Прогцб т£/։(х, у) срединной поверхности пластинки удовлетворяет 
дифференциальному уравнению

ДДа/^1֊. (1.1)

где ձ — оператор Лапласа, </(?;. у) — изгибающая пластинку нормаль
ная нагрузка, и D — цилиндрическая жесткость. Кроме того, в слу
чае опертой границы Լ должны соблюдаться на ней следующие пре
дельные равенства:

u-յ = 0. G (■<£՛։) 1= Յձէ£/1 -{֊ ( I о) cos2 0 4- ֊ S^sin 20 -|- 
дхг дхду

■
ду9֊

sin8 0 = 0. (1.2)

Здесь коэффициент Пуассона и 9 угол между осью абсцисс и 
нормалью п к направленной во вне Ճ. Таким образом, искомое 
решение тс'։(х, у) должно удовлетворять вкупе уравнению (1.1) и 
краевым условиям (1.2).

Насколько нам известно, сформулированная задача была впервые 
рассмотрена 3. И. Халиловым [1] для случая конечной и односвязной 
области в предположении, что ее граница не имеет точек с нулевой 
кривизной. Это требование не вызывается ни существом дела, ни из
бранным методом решения; автор оказался вынужденным прибегнуть 
к нему лишь из-за не вполне удачной записи краевых условий. Не
сколько позже другое решение той же задачи, свободное от указан
ного недостатка и для более общего случая миогосвязной области, 
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было дано М. М. Фридманом [2]. Наконец Л. И. Каландия (3]. всецело 
основываясь на теории сингулярных интегральных уравнении, пред
ложил еще одно решение упомянутой задачи. А. И. Каландия пока 
не указал алгорифм для решения своей системы сингулярных ураз- 
нений. Сведение же ее посредством регуляризации к системе Фред-*  
гольма в данном случае нецелесообразно: это мнение как будто раз
деляется н автором. Между тем наличие упомянутого алгорифма бы
ло бы весьма желательно и как нельзя более своевременно; с одной 
стороны, он позволил бы завершить полное исследование вопроса, 
включая его численную интерпретацию, оставаясь в сфере одних и 
тех же идей; помимо этого, такой алгорифм отвечал бы существую
щей сейчас настоятельной потребности в разработке эффективных 
методов решения сингулярных уравнений.

Новое решение задачи, которое мы намерены здесь предложить, 
обладает известными преимуществами по сравнению с перечислен
ными.

Положим

w։ (х, у) => w(х, у) 4֊ «»0 (X, у), (1.3)

где w0(x. у) —некоторое каким-либо образом найденное частное ре
шение неоднородного уравнения (1.1); новая неизвестная тс(х, у) яв
ляется бнгармонической функцией; для нее имеем краевые условия

W = — w0; G (к՛) = — G (ы.'о). (1.4)

Согласно известной формуле Гурса,

2 w (х, у) - z<?։ (?) -I- z?, (г) 4֊Հ (?) 4- <йГ

փ։ (?) = ’<(?), (1-5)

где (?) и б։ (г) — некоторые функции комплексного переменного ?, 
регулярные в области 5. Имея в виду (1.5) и продифференцировав 
первое из равенств (1.4) по дуге л, получим на /

Я,/«(МО + ??՜ւ (0 + Ф> (01 = Л («), (1 б)
R, I Ч <pi W - (О + (fl| I =g> (s), (17)

I де индекс s у переменной է, обозначает дифференцирование по ду
говой абсциссе, и

Л (5) = — —• gi (տ) = - ֊— G Ч = Яos 1 — 3 1—0

Весьма важно прийти отсюда к такой форме граничных условий, 
каждое из которых наряду с © j (?) и ?։(z) содержало бы высшие 
производные одного и такого же (не больше второго) порядка функ
ции (z) и, соответственно, на единицу сниженного порядка функ- 
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цин желательно, естественно, чтобы порядок этих производных 
был возможно наименьшим. Мы добьемся этого, продифференцировав 
равенство (1.6) по дуге х и сложив его почленно с равенством (1-7). 
Действительно, в результате получим

я«| (1 + у?; «■)+?Ж+ +ն;ю + փ, (о|ւ = /,w, (I.տյ

где /•>(s) —f\(տ) 4- ($)• В каждое из условий (1.6) и (1.8) входят 
только производные первого порядка функции ?։(г)г кроме того, 
взяше вместе, они эквивалентны предельным равенствам (1.6) и (1.7 .

Применение. А. И. Каландия, [4| преследуя, по-видимому. сход
ную цель (устранение из граничных равенств ?[(/)и ՚Հ(0) в более 
сложной задаче, поступает несколько иначе: он интегрирует по дуге 
краевое равенство (1.7) и складывает его с равенством (1.6), скоррек
тированным на специальный множитель. Из полученного в результате 
равенства оказываются исключенными все слагаемые с производными 
искомых функций, в то время как в сопутствующем равенстве (1.6) 
присутствует первая производная <pt(Z). Подобная форма заменяющего 
11.7) граничного равенства вполне устраивает автора; для разбирае
мого же здесь случая она связана с серьезными неудобствами и чре
вата именно теми осложнениями*,  которые мы стремимся избежать. 
Для нас несравненно более выгодна запись условия в виде (1.8).

• Мы подразумеваем под таковыми затруднения, препятствующие приведению 
задачи непосредственно к регулярному интегральному уравнению; обычно при этом 
оказывается возможным прийти к нему длин» через промежуточный этап, точнее 
говоря, через сингулярное уравнение, которое предварительно должно быть получе
но. Как отмечалось выше, в настоящее время мы, к сожалению, еще не распола
гаем достаточно разработанными, в смысле их эффективности, методами численного 
решения сингулярных уравнений. Поэтому, учитывая цели, которые мы себе ставим, 
сведение задачи к такому уравнению пока нельзя считать завершающим этапом ис
следования. Регуляризация же сингулярного уравнения, как правило, приводит к 
уравнению Фредгольма с громоздкими выражениями для ядер, что также не вполне 
приемлемо.

Дабы сделать более явственной проводимую ниже аналогию 
между изучаемой и некоторой задачей плоской теории упругости, 
наедем вместо первоначалных ф։(^)п б։(г) функции

?(г) = /?։(г), б(г)=/б։(2). (1.9)
Затем, положив

?(z) = и(х, у) 4- iv(x, у), ф(г) =р(х, y)-\-iq(x, у), (1.10)
где «, V и /;, q гармонические сопряженные между собой функции, 
запишем (1.6) и (1.8) следующим образом:

xxv у.։«4֊?>։ — + xsq+ysp =fM, (1.11)
их ох
ди , д~о , , , ,

х.„ v — уи и Հւ т- + 12 т- 4- q 4- yssp = /2 (s), (1.12)
ах ах

при обозначениях
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^ = Xys — yxs, G2 = xxf4-yys, л = 24֊Х0, 1
(• «lu/fl*h = *V W - yxsit Ц = XXes + vv„ x.

L

Не трудно видеть, что для и։(х, у) тождественно равной постоянной.

Прибавим теперь к левой части (1.11) оператор

(2S)՜1 * ReittsRe<t'(ty, (1.14)
где. S —площадь области того же наименования; вновь полученное 
равенство (мы позволим себе его не выписывать) проинтегрируем по 
дуге кривой L.

Тогда, после очевидных преобразований, получим:
/?6у(0)=0. (Լ15>

Таким образом, две любые регулярные функции <?(д) и б(з), удов
летворяющие видоизмененному равенству (1.11), обязательно обра
щают в нуль оператор (1.15); иначе говоря, видоизмененное равен
ство равносильно прежнему (1.11) при дополнительном соотношении 
(1.15). Назначение оператора (1.14) станет понятным в дальнейшем.

Итак, в конечном счете задача сводится к отысканию функций 
-р (г) и б(^) из граничных условий (1.11) и (1.12), причем первое из 
них предпочтительно брать в слегка измененной, как указано, форме.

Отметим ряд важных соотношений, справедливых на А:

х2 - у2 = 1 , Х,Хм 4- уЛу„ = 0, — ysxss) =

— V։ (A’vV.v.։ —Ул-Ал.5) — Ал։> (a'V, VA՜., ) (A'-fV.vs —

= — (xxss 4- yy„), (1-16>

(XXx 4֊ yys) (XjJw — --= xyss yxSi.

Они будут использованы ниже при различных выкладках. Приведем 
тут же основанную на тождественном преобразовании известную ин
тегральную формулу (11 для бигармонической функции

‘ 'V G(w) 
dn

ds =

( j խ (ձ w)2 4- (1 — a) [ (-»xr)‘- փ (wyy)a 4- 2 (y)2 j} dx dy, (1.17) 
s

где

H (,w) = 4- (1 — -) — 11й>жу cos 26 4- («М ֊ Wxx) cos 6 sin 0],
dn ds

причем имеет место равенство

(1.18)



Об упругом равновесии ггяястнях|н. опертой по краю 39

Ф(г)-г&г + С, $(z) = C. (1.19)

где А- и С соответственно произвольные действительная и комплексная 
постоянные.

§ 2. Искомые функции ©(z) и •} (?) зададим интегральными фор
мулами

շ շ
?(*)  ՜ Ճ j Ն(տ)(յո(ք, z)dt, = ^|v„(s) Hn(ft z)dt, (2.1)

”~։Հ n~lL
где плотности v, (S) и va.(s) — пока неизвестные вещественные вели
чины. а функции Оп и Нп таковы:

О, (/, г) = — 7,է„ Gt(t, z), G2 (Հ z) = — —Г— 1 -f. In (1 — —) ]. 
«к լ \ t /J

^(Օ = ֊֊(Այ«->Հ), Q(Z)=-F. (2.2)

Логарифмический член в этих формулах следует считать равным 
нулю в Начале координат, по предположению находящемся в области 
5. Из второго равенства (2.1) вытекает, что Ф(0) = 0; это соотноше
ние будет учтено впоследствии. Обоснование представимости в виде 
(2.1)֊ (2.2) любых функций ©(г) и 'Ь(г), регулярных в области S 
(вторая из которых обращается в нуль при г —0). равносильно, соб
ственно говоря, доказательству возможности нахождения плотностей 

и Vo из каких-либо краевых условий; при этом достаточно ограни
читься случаем, когда правые части (свободные члены) краевых ус
ловий непосредственно составляются по левым частям, содержащим 
граничные значения заданных функций © (z), Փ(շ) и производные от 
них. Вообще же краевые условия можно брать любыми, или подби
рать специально в той мерс, в какой это доступно, наивы годнейшим 
образом, с целью возможно проще провести упомянутое доказатель
ство; в частности, можно, например, всходить из условий (1.11) и 
(1.12). В этом случае вопрос о правомерности представления (2.1) и 
(2.2) оказывается тесно связанным с рассматриваемой задачей.

Читатель убедится ниже, что представление (2.1)- (2.2) обладает 
важными положительными качествами; они столь существенны, что 
позволяют с уверенностью утверждать о его решающих преимущест
вах, ио крайней мере, в главном перед остальными представлениями, 
которые можно придумать или найти из каких-либо соображений.

Отделим в (2.1) вещественные и мнимые части, положив
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Gn (t, z) = 6 («„ (s; x, у) + ivn (s; л, у)}, 

Hn(l,z) = 4{ря($; X, у) 4- iqn (s; x,_y)h

- =

(2.3)
Тогда на основании (1.10) будем иметь

" (X, у) (s)-v4(s: х, у) ds,

(2.4)о Г 2 С
р (*.  у) = X \Vn (տ>/'« (տ; >') ds՛ ч(*•  >') = Z |■'« Ф Ч'1 (s’ л՛ з') 

»-\Y ո~ւլ

причем заключающиеся под знаками интегралов вещественные функ
ции равны

й - - z К -լ+1п у) - * (агс И էյ -агс * т
=4 (՜լ ՚!՜ւո յ՜ н՜ агс ig ՜՜arc lg ՜Ւ)

■v2=— 1 ( q.J — 1 ֊I In — 4-;,։ (arc tg12—'V —arclg — 
тс). ( k p / \ :֊ X հ

Ժ In — Ժ in —
P\ (s; X. y) = -L/a(s) 4-ծ(տ)- У-4-Л։(5; X, y)

-Л I On f)s
(2.5)

P*(s-.  X, y)
d In —

-1֊^
77/. I (Խ

din—
«------------r /i.(s; X, v)

ԺՏ 

din— din —
(s: У) = * a(s)—-Ճ֊ + Z (s; x, y)

t:X I dn os

d In— d In —
?2(s;x. y)= 1 l֊E , ? +1) -Ւ x, y)!-

TIA 1 on US

(l (s) — AT|j — с b (s) — Mj4*  t] (s^Ttw Հտ$5տ)

h{ (s; x, y) = 1 Ն, in у 4֊ n,։ j arc tg — arc tg-^֊-
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Лг($; А՜. у) = — !?sln ' +r/Jarctg֊—-У — arctg-֊ 
Р \ ; — X »

/։ ($; л', у) = — Т|„ hi - -----( arctg ֊֊“ ֊' - arctg ֊
I p \ i— x 5

4(5: x, y) - In —---- ( arc. tg ''— ՜՝ — arc tg —
p \ ; —X ;

/(А-;)2 + (У ֊֊ Հ)=\ P = I T V՛ •

В формулах (2.1) и производной от первой из них перейдем к 
пределу, устремляй г к некоторой точке /0 = Տօ՜ր^օ криво!։ /.. 
Найденные значения для функций ?(/0). ՛? (ՀՅ и ?'(/„). по отделении 
в них вещественной и мнимой частей, подставим в граничные ус. о- 
вня (1.11) и (1.12), присоединив дополнительно к (1.11) оператор 
(1.14). Тогда, выполнив некоторые преобразования, получим для оп
ределения плотностей (տ) и ъ»($) систему интегральных уравнений 
Фредгольма:

2
Г/(5о) + У \ Ն (5) l\n.j{S, So) ds ֊ ՀԱձ-J (/ —1,2). (2.6)

«“յձ
.Ядра системы, как читатель увидит, являются непрерывными функци
ями переменных տ и Чтобы выражениям для них придать боль
шую обозримость, положим

.. 7 V г» < 1п Г,у , .. . , о In г„ ,Kn.j(St 50) -Я,ДЯ. 50) ֊֊ 'ԴՉ,./(5. -%) ——- 4-
Ժ/l ()տ ՝

; /?я./(5, 50) i//.7=i- 2). (2.7)

где п — нормаль к контуру Լ. направленная в область внешнюю к 
5 и Р.ч.у, - некоторые функции; они могут быть при помощи
(1.16) приведены к достаточно простой форме. Именно, после подчас 
довольно длинных вычислений, будем иметь:

4՜ т>5Тю) ('.«7ե.\ ՜ 71՚Տ’Ճ$) 441-
к

~~ ՜է՜ ր1։Հն».>) ։՜ б'^лч) Qa2,
1Z

/?2j = ֊֊֊ {£<и (£ — U 4- w (rt — 7]0))։

Q։ ։ = (ъ — >Խք) — to (Հ — Sox)I 4- (Spto - 4i;„) pai.
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Q1- ՜ ՜ *[րև (?ЛЛ =Օ-Տ՜տ) (Պտտ tIO$j)] 4* Պ<’-՝տ) ՜ 22я I 7Г

< ձ1 = ֊7 Roj (Հ ֊ ■%) ֊ ՊՕտ (; ֊ Ц].Z/՛.

Qfifi— [•C>js(1՜/ ’Go) — ,’JOjs(c Պ))]"

Rn.j = $»./-r T.,J, 0 (s. $0) = arc tg Վ——------ arc tg —. (2.8
։ — *0 «

• Su — i (слй "Игл ՜ ri-:b<ss) ՜՜ 2 (<o$$w 4՜ ’’Jc.v’Jw) & ($. $o))> 
icA

• $12 — —՜ ՚ { 'S.t'Gdj.v — ^.WTi.v.<) ՜ր 2 ( -i-уЧ'лх 4՜ ^-..v'G'Asi ) ծ (S. SO1 ' . 
“A

՝$21 — • (cP.vTi> ?.9’G<b) 2 ~ Պտ7ւօ.4 (S, So):.“A

• -22 7՜ ( (ԳՀՕքք ЧХ^Олл ) 4՜ 2 ( v4(lM 4 Պտ W  ) ® (Sj So) !,*ItA

7 „ = Wc (S, s0) Դ Пог H ($» So). Л1 = =0.^ (S, s0) 4֊ w (s. s0)t

7~12 --= BosiA ($) 4֊ T(OiS<5 (s), Л-շ = (s) 4 G..„f IS),c(s)=-7^ [(5* -I*) 5, + 2 5^1, Z/.p-
(i (s) = ֊— [(G2) Tir — 2 ։^s]. r/.ps

2(S, so) — (SsGv.։ т|л»л) <■'(s) 4---- - հ ւրւ -г(2 •$) (՝Հտ։ 4՜ ՜4Պք«)^րzkp֊
IS. տօ) = (ryTjw d- (Տ> — |)հ ֊ր (2-$) (Հ-տճ 4՜ ֊G7iw) ci)}>

-Лр"

(2Տ)՜։
6(տ, S0) = rZ(S) ՜՜ր/,ս2 4 Г1Т,|л’)т1о.

7 (Տ, Տօ) = С (Տ) 4- <]տ- ('^4- Vfc) Պ0>

ձ(տ)= -(М.*-чЛ,)с($)  4-—> яр»
3 (s) = (Լ<ր,„ — т(Дх<) d (s)---- ' л
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Здесь функции, зависящие от дуги տ0, снабжены снизу нулевым ука
зателем; при этом видно, что <2Я(/(5, ձ'օ) (п, у= 1, 2) Обращаются в 
нуль, когда дуги տ и .% совпадают между собой; последнее убеждает 
п справедливости высказанного утверждения о непрерывности ядер 
системы (2.6).

Устранив из второй формулы (2.1> члены, содержащие логариф
мическую особенность, мы придем к иному, на первый взгляд, более 
простому представлению, нежели первоначальное. Назовем его глав
ной частью представления (2.1); оно также приводит задачу к си
стеме уравнений Фредгольма. Изучение же этой системы, по нашему 
мнению, сопряжено со значительными трудностями. Предпринятые 
попытки исследовать ее, нужно признаться, не увенчались должным 
успехом; нам не удалось преодолеть встретившиеся трудности до 
юнца. Разумеется, можно было бы продолжать усилия в этом на
правлении: однако они были бы целесообразны и оправданы лишь 
а том случае, если бы упомянутые слагаемые вносили усложнения в 
систему интегральных уравнений. Между тем в данном случае имеет 
место как раз обратное. Наличие указанных слагаемых упрощает си
стему.

В формулах (2.8), откровенно говоря, вопреки ожиданию ан юра, 
при ягом отсутствуют логарифмические члены, благодаря чему ядра 
(2.7) являются непрерывными функциями аргументов .$ и Это об- 
стояте. ьство в известной степени облегчает численные операции над 
системой.

Мы думаем и, нужно полагать, нс без основания, что вряд ли 
исследуемая задача для области произвольного очертания может быть 
сведено к более простой нежели (2.6) системе уравнений Фредгольма. 
Учитывая элементарный характер ее ядер и. в особенности, средства, 
которыми в настоящее время располагает вычислительная техника, 
можно найденное решение без преувеличения считать эффективным.

Примечание. Существует глубокая и далеко идущая аналогия 
между рассматриваемой задачей и плоской задачей теории упругости 
с заданными краевыми значениями нормальной составляющей вектора 
смещения и касательной составляющей вектора напряжения. Эта ана
логия. насколько нам известно, была впервые подмечена М. М. Фрид
маном. Здесь она сразу выявляется при сопоставлении равенств (1.11), 
(1.12). (2.1) и (2.2) с предельными условиями и формой представ
ления искомых функций в названной задаче*.

§ 3. Докажем теперь, что система (2.6) всегда (при любой пра
вой части) разрешима единственным образом Действительно, пусть 
*?($)՛ и Հ1>1(տ) — некоторое нетривиальное решение однородной (/։ = 
= /2- 0) системы (2.6); отвечающие ему функции согласно (2.1) 
назовем ®0(ճ) и փօ(շ՚); они удовлетворяют однородным равенствам 
(1.Н) и (1.12) при добавочном соотношении (1.15) и условии бо(0) — 0.

* См. /7. И. Шерман. Об одной задаче теории упругости со смешанными одно
родными условиями (находится в редакции ДАН СССР).
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О।сюда по теореме единственности заключаем, что везде в области! 
Տ функции փ0լր) — փ„ (z) —-0. Имея это в виду и полагая г-0 в пер-1 
ком равенстве (2.1). получим важное соотношениеJ >Հ’(տ)7,6,- vV”(s)

ձ I
Введем на контуре I. функцию

/ I
֊» «) = ք (ՀՆ) Հ”(տ)! dt, (3.2)1

и I

равную нулю в точке с аффиксом а. соответствующем началу отсчета 
луг. Из (2.1), (3.1) и (3.2) ясно, что »•> (г) = ю։ (х, у) 4-у) ре- 1 
гулярно вис / и ограничена ни бесконечности; ее же производная I 
имеет на бесконечности порядок ()(г ՛••).

Преобразовав посредством (3.2) к надлежащей форме второе ра
венство (2.1), будем иметь на L I

»P’(s) T,t„ (S) = »'(«,

4FH-v!04s)P(/) + ^(s)Q(f) + 9«) = А, (3.3)

где 0(z)_= 0։(х, у)ф/7А(л'. у) регулярна вне Լ и исчезает на бес
конечности; причем /1. вообще говоря, комплексная постоянная, 
равная

Л = ֊ С ( -Tffl + 4** (s) Р (է) + Հ՝1 (s) Q (01 ֊• (3.4)
I 

L
Изложим далее

:(z)»«(z)-}-4, x(z) = т1 (х. у) 4- /х2(х. у) (3.5)

и внесем во второе равенство (3.3) вместо плотностей v(։0)(s) и ՝A"(s) 
их значения через т, и ~2. взятые из первого равенства. После этого 
получим

5(7)+/֊ it Հ. (- ■) ֊2֊?֊‘ 0 (0 = 0. (3.6)
X 'Л‘ Qss '4r ՝՝sxJ Օհ ծհ

Умножим теперь последнее равенство на էտ и отделим в нем 
вещественные н мнимые части: затем первое из вновь полученных 
соотношений дополнительно почленно умножим на $sTj£i i)s£„ и вы
полним некоторые само собой напрашивающиеся преобразования. В 
результате, переставив эти уравнения местами, будем иметь

Tu'i + $։ —1 4-Л1 -—՜ 4՜ ՀյՕշ 4- = 0. (3.7)
Օհ Ժհ
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'Ղտյ՜ւ ; Ti ~ 4՜ Հշ ~2 4՜ 4՜ тМЛ9։ — 0. (3.8)
Л Uz

Введем в области внешней к Տ бигармоннческую функцию

'/.{X. у) - ~z֊.{z}+-z Г(Т) Н- g(z)֊ Tjzj՜, 7<Л) = | 0 (-г) dz. 

Соотношения (3.7) и (3.8) при этом дают на /.

^=0. О(7) = 0. (3.9)
(Is

Та:: как / принимает постоянное значение на Л и по построению т(г) 
однозначная функция, то o(z) можеть иметь логарифмическую осо
бенность. выражаемую слагаемым /Лиг, где коэффициент /9 —обяза
тельно вещественный; в противном случае X(х, у) при обходе кон
тура /. получила бы приращение, отличное от нуля, что невозможно. 
Следовательно, функция / (х. у) является однозначной в области ее 
изменения. В окрестности же бесконечно удаленной части плоскости

Z У) = 8z ֊Ւ + D In R 4- (х, у), (3.10)

где В - некоторая постоянная, R = \/х՜ փ у2 и Z*  ограниченная 
функция; ее любая л-я частная производная имеет порядок 0(/? "). 
Нетрудно усмотреть, что формула (1.17) остается справедливой при
менительно к функции /Дх. у) для бесконечной области, ограничен
ной /.. В этом убедимся, учитывая поведение /_(х, у) на бесконеч
ности и заметив, что (7(/) в /7(*/)  имеют соответственно порядок 
9(/Г՜) и 0 (/?'). В самом деле,при этих условиях криволинейный ин
теграл, подобный (1.17). распространенный по окружнности сколь у годно 
большего радиуса, в пределе обращается в нуль. Далее, приняв но 
внимание, что взятый на контуру / интеграл в (Ы7) равен нулю, 
па основании (3.9). заключаем, что необходимо / — const тождественно 
всюду вне Отсюда имеем -(c) -U(z) —0, что в свою очередь, 
если вспомним условие ш(а) —0, дает w(z) = 0, а значит и Л — 0. 
Наконец, обращаясь к (3.3). найдем, что плотности у*’1'($) = ՝կ\տ} — 
— 0. Таким образом, установлено, что неоднородная система (2.6) дей
ствительно имеет единственное решение.

Примечание /. Вид первой формулы (3.3) побуждает несколько 
задержаться на случае, когда в состав отдельных участков, образую
щих контур входят отрезки прямых, достаточно гладко сопряжен
ные со смежными дугами. 11а прямолинейных участках = 0.
вследствие чего указанная формула становится неопределенной. Од- 
на:<о и в данном случае безусловно соблюдается равенство Հ՚^՜տ) — 0; 
мы удостоверимся в этом, обратившись непосредственно к второму 
равенству (3.3) и взяв во внимание, что по доказанному w(z) = 6(z) 
= .4 «0,.
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Примечание 11. Из условия (1.11) ясно, что найденное решсии. 
(2.1) будет удовлетворять заданному краевому значению прогиба с 
точностью до некоторой постоянной. Изменив решение на эту адди
тивную постоянную, мы точно удовлетворим названному условию. 1
Институт механики Ail СССР Поступило 21195Т
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եՋՐՈՎ. ԱԶԱՏ 2եՆՎ_ԱԾ UULb ԱՌԱՋԳԱԿԱՆ 
ՃԱՎԱՍԱՐՄԱՆ ՄԱՍՒՆԱՄՓՈՓՈՒՄ

֊.ոդվածո, մ if իտարկվ՛ում Լ ագատ հենված սուլի ք այն ական ծոէւււքր, 
ե՚հ իք աղ րելովոր նրա մ իՀ ին մ ակե ր It ո է յ իք ր գրավում Լ րա վոէկանաշաի 
~,արթ փակ եդրադծով ոահմ անափ ակված վերջավոր աիրու ք իք ։ Խնդիրը հան֊ 
դում Լ տիրույթում Z = X 4- /)' կ"մպ{եր։ւ փոփոխականի © (2) Л 'y(-՝! 
երկու ռեգուլյար и իս ml.tRil, ր ի որոնմանը հա մ ա պաւոա и խ ան եղրային պայ
մաններից։ Այդ փանկէյիանե ր ր արվում են հատուկ կե րւղէւվ ընտրված ին
տեգրալ ձևով, ո ր ր կախված I; այսպես կո\վա ծ V|($) և Ն(Տ) իւտու թյան- 
ներիդ աղեղի իրական ֆունկցիաներից։ Այգ ձևով արտահայտված 
ձ փ(2)-/> տեղադրումը վերոհիշյալ եղրային սլա յ մաննե րի մեջ' հանգն գնում 
կ <հրեղհո լմ у» երկու ինտեգրալ հավ ասա րաւքեե րի и ի ոտեմին' v„(s)(«=l,2) 
խաո։ իք յուններր որոշելու համար։ Նրա միջո։ !լհերն սւն ընդ հ ա տ են և ար- 
։ոաՀ.այ ավ ում են տա ր րական ֆունկցիաների մ իԳս ց ււվւ Ապացուցված՛ կ, 
որ Ֆրեղհոքմի ստացված и ի и աե tfii ունի միայն մեկ լուծում։ ինտեգրող 
հավասարումների միզուկների ։ղ ար դ„։ թ յ и ւն ր թոէ-յք է տալիս, նկատի 
ունենալով </ամ։։։նակտկից հաշվողական աեիռնիքլայի միՀոցներր, համեմւս- 
տարար հեշտ կաաարել երևոլյիէի որակական ե թվային ա՛հա լիդր։ Այդ հան֊ 
•լամ անվ>ր հիմր կ տալիս ր՚նդ ո ւնե լո ւ, որ խնդրի այստեղ ա ո տ^ա րկւ/սյծ 
լուծումը գոյություն ունեւյող այլ լ/էլծ ումների համ ե մ ա տո ւ թ յամ ր, ունի 
որոշ աո ավևլոլթյուն՚էւեր։
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