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МАТЕМАТИКА

Л. Л. Талаляи

О сходимости почти всюду, подпоследовательностей 
частных сумм общих ортогональных рядов

Введение

В работе [2] Марцинкевичем была доказана следующая теорема:
Если {?я(а*)|-  полная О.Н.*  система функций, определенных 

на (0,1], то существует ряд

\ Աո՚ՀՈ ( А) ,

л*-1

не вес коэффициенты которого равны нулю и для которого суще
ствует последовательность натуральных чисел |/z<' такая, что

Um Sn (х) = 0 почти всюду на [0,1], где
■iiXie fl

nk
= । (.v).

л-J

Далее он доказал, что в том случае когда функции равномерно 
ограничены, коэффициенты ап могут стремиться к нулю.

Используя несколько другой метод, можно доказать следующую 
теорему.

Теорема I. Если (««(д') , полная О. Н. система функций, 
определенных на [0, I], то существует универсальный ряд по этой 
системе, с коэффициентами, стремящимися к нулю, т. е. сущест
вуют действительные числа ах, </..,•••, а,., • • • такие, что ряд

ЯЛ
У «/ւ?ո (х) обладает свойствами:

п-1
а) для любой измеримой функции f(x)* v найдется последо

вательность натуральных чисел л*]  такая, что I ini ձև (х) — f (х> 
k- - >:

почти всюду на [0, 1],

՝ Т. с. есть ортонормированнзя система на |0,1].
•' /(л) может быть равна + о- или ос на множестве положительной меры.*
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где пк

п- I

Ь) НтаяаО.
/1->

Далее рассматриваются системы полные в смысле сходимости почти 
всюду.

О п р с д е л е и и е. Последовательное! ь (/„ (х)} почти везде конеч
ных измеримых функций, определенных на отрезке [0,1], называется 
полном в смысле сходимости почти всюду.если для любой измеримой 
функции /(х), заданной на [0.1], можно найти последовательность 
конечных линейных комбинаций функций из системы (/«(х)}. сходя
щуюся к /(х) почти всюду на [0.1|.

Из теоремы 1 следует, что существуют О. Н. системы, полные 
в смысле сходимости почти всюду, которые не являются полными 
в смысле Լ2.

Если не требовать выполнения условия Ь). то можно доказать, 
что теорема 1 верна для любой системы |/л(х) почти везде конеч
ных измеримых функций, полной в смысле сходимости почти всюду.

Далее приводится пример О. Н. системы i?«(x)} функций, оп
ределенных на [0,1], которая полна в смысле сходимости почти 
всюду и для которой не существует универсального ряда с коэффи
циентами стремящимися к нулю.

§ I. Универсальные ряды для полных*  О. Н. систем

* В дальнейшем, если система 1<?л(л')} полна в ձ», то мы будем говорить, что 
система (ел(л՜) } полна.

Целью настоящего параграфа является доказательство теоремы I.
Для этого нам понадобятся несколько лемм.
Лемма 1. Пусть %(х), <р։(х),---, (х) — произвольное ко

нечное число функций, определенных на отрезке Д (а, 3) и при
надлежащих классу /-2 (а, Ց).

Пусть ео>0 произвольное фиксированное число, такое, что 

so<
Тогда для любого £>-0 можно определить функцию 

/(х)££2(а, р), обладающую свойствами:

1) mes£[/(x) ^0]^ео ձ I.

3) j ^0(х)ф*(х)4/х — | /(х)^(х) dx| <е {k= 1, 2,---,л). 

ձ д
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Лемма 2. Пусть {?>«(*))  —О. 11. система функций, опреде
ленных на [0,1], и Ւ'(х) — произвольная функция из £2[0,1].

Тогда для любого eQ>0 можно определить функцию 
f{x) /. JO, 1], обладающую следующими свойствами:

a) mes£ [/(х) 0]
1 I

b) J Т (х) <?„ (х) dx — р (х) <?я (х) dx

է' о

=^б0, /2=1, 2, • • •

Эти леммы являются следствиями леммы 1 и леммы 2 из работы [-1].
Лемма 3. Пусть (х)- полная 0.11. система на множест

ве положительной меры £ос[0,1] и /(х)т Л2(0,1), где ք (х) 0 при 
х СЕп и е-.-(х) = 0 при х CEQ, i — 1, 2, - • •

Тогда для любых ;Հ>0 и п > I можно определить действи
тельные числа аац, ап+ъ---, ат и множество Ес^, обладающие 
свойствами:

т
/(х) — У а*<?*(х)  <£ при х£Е\

2» mes£ > mes /Д — г;

3) | ak տ (Л = я + 1, я 4-2.« т).

Доказательство. Возьмем d ՀԼ — настолько малым, чтобы 

множество
л

Е, = ЕЛЕ
Л-1

имело меру

mes ճ։ > mes Еп — 
3

В силу леммы 2 можно определить ?(х)н /.г(0,1) такую, что мио
жество Հշ = $■•£[? (•*)  = 0] имеет меру 

mes Е2 mes Eq------
3

и для k = 1, 2, ■ • •, //,••• имеем:

I 1
^/(х)^(х)2/х ( [?(Х) /(х)]?Л(х)2/х <г'.

О’ и ՚ Հ)
Очевидно, можно считать »(х) = 0 при х՛ СЕЦ. 

Возьмем

Л(х) = /(х) - ?(х). F(x)££2[0,l),
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Положим

ak = 1 /• (л) с*  (a՜) dx = l /-'(д-) (x) dx.

3;" Ж՛՝'

Тогда |a*|=^s z (k—l, 2,---).

В силу полноты системы {<?я (х) 1 на Е,-„ можно взять/л настолько 
большим, чтобы множество 

. т
Е.л= Е(}-Е [ | Уa^k (х) — Ւ'(х) : < ֊-)

имело меру mes Ez > mes EQ —Հ- 
։5

На множестве Е = Ех- Е2-Е« будет:

т т «
լ «а-?а (л) - /(х) =j V ЛагИх) —Л(л') •- 7(л)

՛ А-1 *-։
т п

. ֊- j Уа^с(х)-Р(х) 4-V ='?*(х) <-^֊й~-<е, 
”. 1 Л-1 3 3

в так как |я*  <г (/հ = I, 2,-• •) и ines/т = nies£\-£‘2-/:a>nies £0 — 
то лемма 3 доказана.

Сформулируем еще две известные леммы [3]:

Лемма 4. Пусть г., (v = I, 2,---) - положительные числа та-
ов

кие, что ряд У, г, сходится, и пусть Ф7 (х), v= 1, 2,-«- измеримые

I
функции, почти всюду конечные на [0,1] и такие, что 
при х՝ е^, где еч- измеримые множества, удовлетворяющие усло
виям:

mes е.. 1 — s7, е. <=[0.1].

Когда имеем lim փ. (х) - 0 почти всюду на [0.1]. 
>-• «

Лемма 5. Какова бы ни была измеримая функция f(x), име
ющая в каждой точке сегмента определенное значение, конечное 
или бесконечное, молено найти последовательность полиномов

!\\х), Р2(х),՛ • /ձ (х),«

которые все различны, имеют рациональные коэффициенты и удов
летворяют условию:

lim Р, (х) — /(х)

почти всюду на [0.1].
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До к н з а т е л ь с т в о т е о р е м ы I. Перенумеруем все полиномы 
< рациональными коэффициентами: (х), Р>(х).---, /’„(х), -- и возь
мем последовательность положительных чисел такую, что

-1 -> г2> - • •> ,
а»
У z-k < + ОО.
*-։

(Ո

Принимая в формулировке леммы 3 Л «= О, /(.г) = Рх(х), £ = £,, 

/Հ (OJh определяем числа <7ւ'\ ռ՚շ (Հ} и множество Et так, 
чтобы выполнялись условия:

I)
«I

Л (*)  — <?| при Х^Ех-

2) iri.es ճյ > 1 — տք,
3) |а!։)|<£| (z = l. 2,..., //,).

Предположим, что числа л։<Հ-<^пк г, խ(։։>, йз\ • • • , я!։’,՝). .
^Հ՜շ+ւ» ••• . ռո,Հ['. и множества Ех, Е*,---,  Ек֊\ уже определены.

Полагая в формулировке леммы 3 п = пк ։, == ц, /:0 = (0.1) и

Л*)  PkW —
«1 Н2
V aVVr (х) ч- У а$%(х) 4----------

■.<=•! տ««յ-| I

"л-1
4- V ՚ <շէ(Հ)

2֊Н

определяем числа (փւ , • • • . и множество Ек гак. чтобы вы 

поднялись условия:
k— 1 Ոչ

’) У а^'^(х)-

/=| տ=/յ/_|+1

пк
у (А)1 < X $ Ek, = 0,

«=л*_ ։+1

2) mes

3) | ai ’| (i = «-:4֊1,- • •. fik).* *

Проделывая эти построения последовательно для всех /г— I, ?,••• 
получаем ряд:
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/?! п-1 пк
V аУ'»т(х)4՜ V ^s\s{x) 4֊.............. V a{xk) &s (х) 4՜ • • •
~Հ •—J ^4
s=l տ-и յ + 1 s=nfc_։-f-l

Напишем его в виде

^адл(х), (2>

Л-1

где полагается, что члены следую։ по порядку их следования в пер
воначальном ряде.

Покажем, что этот ряд обладает свойствами, указанными в фор
мулировке теоремы 1.

Из определения ряда (2) и условия 3) непосредственно видно, 
что Urn а* —-О, т. е. условие £») теоремы I выполнено.

4-»»
Проверим условие а).
Заметим сначала, что для любого полинома с рациональными 

коэффициентами Рд.(х) найдутся натуральное число и*  и множество 
Ek такие, что

пк
Pk(x)— \a.i^i(x) <տ*  при ։nes£,*>  1 -s*.  (3)

i=\

Это непосредственно следует из определения ряда (2) и из усло
вия 1).

Пусть f(x) — произвольная измеримая функция, имеющая опре
деленное значение, конечное или бесконечное, в каждой точке от
резка [0,1].

В силу леммы 5 можно найти последовательность полиномов с 
рациональными коэффициентами: Ps (х) , расположенных по порядку 

их следования в последовательности {Р*  (•*))•  такую, что

П։п Рх (х) —/(х) (4)

почти всюду на [0.IJ, при этом х, .յ<տ„ ՝> = 2, З,---
В силу (3), для некоторой последовательности натуральных чисел 

՝т.} (т, — ոտ , /ո>_ւ<Հ/?ս) будет иметь место:

mv
/\(х) — V«/<?/(x'l < (v = 1, 2.-• х /:х . mes£x >l £s ) (5> 

/=1

Согласно лемме ֊1.

lim
т.

Բտ (х) —£а/?/(х)1 _ о

£=1 J
(6>
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почти всюду на 10,1]. Отсюда в силу (4) имеем

'П:
liin у tii 'it (Л-) lim Sm (x) = f (a*)  

։'=l

* Из доказательства будет видно, что теорема верпа и в том случае, когда 
вместо |0,1] взято любое измеримое множество

почти всюду.
Теорема 1 доказана.
За меч а н и е. При доказательстве теоремы I условием 3) леммы 3 

мы пользовались лишь для того, чтобы коэффициенты а,и (п I, 2. - • 
универсального ряда стремились к нулю.

Если не потребовать выполнения условия Ь), го теорему 1 можно 
доказать при помощи леммы 3, используя условия I) и 2).

§ 2. Системы функций, полные в смысле сходимости почти 
всюду. Универсальные ряды по таким системам

В этом параграфе рассматриваются последовательности '/л(аг){ 
функций, определенных на [0.1], полные в смысле сходимости почти 
всюду (см. определение, стр. 13).

Теорема 2. Для того, чтобы последовательность {/«(а՜)] 
почти везде'конечных измеримых функций, определенных на [0.1]. 
была полной в смысле сходимости почти всюду, необходимо и 
достаточно, чтобы выполнялось условие:

А) Для любого s>6 можно найти множество /:<=(0.1), 
ines такое, что последовательность ?/я(а*))  полна на
множестве Е в смысле Լ.Հ.

Необходимость. Пусть fn(x)} полна в смысле сходимости 
почти всюду. Возьмем какую-нибудь систему (®я(а')Ь полную в 
Л? (0,1). Применяя теорему Егорова, для каждой функции <х>г] (х) 
можно найти последовательность линейных комбинаций из функций

системы {/„(а)} вида Еп. *(х) = \ճքէ(а), сходящуюся к <?я(х) при

k ■ равномерно на множестве Еп, mesՀՀ> I — ֊Հ;՛ ։. Тогда на 

со 
множестве Е' = [֊] me$ Е' > 

и—!
. каждая функция равномерно

приближается линейными комбинациями из функций \f,i(x) .
Так как функции fn(x). п — 1. 2. - • -почти везде конечны, то 

можно найти множество Е<=-Е՛. mesZ:>l—s такое, что каждая функ
ция /п(х), п—\, 2,••• ограничена на Е и. следовательно, на мно
жестве Е принадлежит ճ2.

Очевидно, на множестве Е система {/я(а)| будет полной в Լ.
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Достаточность. Пусть Е(х) произвольная измеримая функ
ция. Возьмем последовательность (Р*(х))  полиномов так. чтобы

Нт Рк(х) = Е(х)
А- .«с

почти всюду на [0.1] (см. лемму 5). Так как условие А) выполнено, 
'և-

то легко видеть, что можно найти функции Ф*(х)  - Vaw/։-(x) и мио-

Ы 
жества £л такие, что

1) 'Рл(х)—Фл.(х)'<£  ПРИ х*

2) mesЕк> 1 — гк, где £>0  и V£<  оо,* *

A--I

Тогда в силу леммы 4 будем иметь

И гп ФА.(х) = F(x) 
к-*-

почти всюду на [0.1]. что и требовалось доказать.
Теорема 3. Если система (/«(х)} полна я смысле сходимо

сти почти всюду. то она остается полной также после удаления 
любого конечного числа функции,, и всегда можно удалить такую 
бесконечную систему \fn.(x) ՛. что оставшаяся система ;Շր, (x)J = 

= {քո (х)! — \քՈ/_ (х) тоже будет полной в смысле сходимости 

почти всюду.
Л о к а з а т е л ь с -1 во. Выделим из системы \քո (х) какую-нибудь 

функцию, например функцию /, (х) и покажем, что последователь- 
ность/2(х)./3(х).-•/ч(х).--- полна в смысле сходимости почти 
всюду.

Пусть г —произвольное положительное число и множество Е. 

mp,sE^>\ — в силу условия А) выбрано так. что система J\ (X). 

/г(х),-*-.  fr։(x).--- полна на множестве Е в смысле Լ».
Пусть ?..(х), ?з(х).---. ?л(х).-«« есть О. Н. система на Е. по

лученная при помощи ортогонализации последовательности /2(х), 
/:г(х), • • •,/л (X), • • •. Покажем, что с точностью до постоянного мно
жителя существует не более одной нс эквивалентной нулю функции, 
которая ортогональна ко всем функциям

?3(х),. • ?«(*)•••*

Обозначим через «։ (х), <•>•_> (х), •••. к>л(х),««՛ О. 11. систему на 
Е, полученную при помощи ортогонализации системы /՝։(Х).
<?а(х),« • •. <Рл(х),-• -. Система (шя(х)) будет полной О. Н системой 
на множестве Е, и эти функции напишутся в виде:
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°'я (х) — Си,: fi (х) । ('п.2 ?•> i X)........... 1 Са. и Հ,, (х)

(п = 1, 2,-••).

Если система fa(x). ?3(х),---_. ?л(х).--- не полна на Е, ю коэф
фициенты Фурье функции ?(х). ортогональной ко всем этим функ
циям. по системе {(х) будут:

| «»Л(х)о(х)^х = Сщ ^/։ (х)»(х) dx.

Е Е

Итак, ап — Со-С„.i, w=l. 2,---. где С,. = /։(х)«(х)dx. Тогда

Со- 0. ибо в силу полноты м»л(х) было бы <?(х)=0. и функция 
?(х) определяется с точностью до постоянного множителя, отличною 
от нуля.

Пусть <Sj(x) ортогональна ко всем функциям ?-_>(х), ?3(х).՛-՛, 

<?л(х).--- и ^©;(x)tfx — I. Тогда система ?։(х), с2(х).•••, ?„(х).

Е
есть полная О. Н. система на множес:ве и, слелователно, полна 
в смысле сходимости почти всюду на множестве Е (это следует из 
теоремы 1, а также из теоремы 2)

Применяя лемму 3, где положено //= և f (х) — Е^—Е,
k

мы можем определить функции Ф*(л*;  ՝Հ\Հ"՝հ1Լհ) и множества Е/;. 
i-2

k 1, 2.--- такие, что

О |ф։(х) при х£Е>.. Е\

2) mes Ճ  > mes £ - где տ> 0 и <4-».* *

Тогда в силу леммы -I имеем:
lim Ф*(х)  — Չյ (х) почти всюду на Е. 
к

•Отсюда, так как <?։(х), <pS(X).-•сл (х),-• • полна в смысле сходи
мости почти всюду на Е, то система <?а(х), ?3(х).'-«, о«(х),---. тоже 
будет полной на Е в смысле сходимости почти всюду.

В силу теоремы 2 на некотором множестве Е'<=■ Е, где mes£'> 

< г е> ։։ies г —.
2

система ?2(х), ф3(х).-՛-. <ря(х),--- будет полной в

смысле*  /.«.
Система /2(х), /3 (х). • • •. քո (х). • ■ • тоже будет полной на мно

жестве Е'. ибо система ?3(х), ?3(х).-*-.  <?«(х).--- получена при по- 
мо1цн ортогонализации этой системы на множестве Е. Е^=>Е'. Итак, 
для любого е>0 найдется множество /:,.с:(011) mes Е' > I — ц такое, 
что /3(х\/з(х),• •/л(х),-«- полна на Е՛ в смысле Л2. В силу тео
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ремы 2 система /5(х). /3(х).• ••./,(х).- • • полна в смысле сходимости 
почти всюду на [0.1].

Итак, доказано, что система {/я(х)) остается полной в смысле 
сходимости почти всюду, если удалить из нее какую-нибудь одну 
функцию.

Отсюда непосредственно следует, что система [/я(х)| остается 
замкнутой в смысле сходимости почти всю.:у после удаления любого, 
конечного числа функций.

Покажем теперь, что из |/я(х)) можно удалить бесконечную 
систему {/л>(х)| токую, что оставшаяся система [*> я(х)) [/«(х))-

} будет полной в смысле сходимости почти всюду.

Для этого. очевидно, достаточно выбрать систему |/Лл(х)| так, 

чтобы каждую функцию /л>(х). k I. 2.--. можно было приблизит^ 

линейными комбинациями из функции системы ’■’/«(хН.
Пусть !:*!  — последовательное.ь положительных чисел и

Возьмем из системы {/я(х)| какую-нибудь функцию /я,(х).
Так как системы /»(х). /я+.։(х).-- , /я.Р(х).--« при любом л 

полны в смысле сходимости почти всюду на [0.1]. то. применяя тео
рему Егорова, можно найти последовательность функций вида

Հ. ]

Ф.,Л (X) = У Հ՛՛Հ, (JC) 
и = п։л +։

и множества eV’<=(0,1) обладающие свойствами:

1) //։ <Հ 1Ц 1, //։ . <Հ ո՝, t < Ո\. է+ւ (k = 1, 2. 3,- • •);

2) A,(x) — Фя,_ <Հпри x 41’ (=  I, 

3) mes4։>>l—ч. (  = 1. 2.---).

* *

*

В силу 2) и 3) и в силу леммы 4 имеем:

|1тФ„, *(х)  = /я,(х) почти всюду но [0,1]. 
Л • »

Из условия 1) видно, что бесконечное множество функций из*  системы 
]/я(х)] не входит в выражения функций Фя„ *(х),  А= I. Обо
значим это счетное множество функций через [/),.

Возьмем какую-нибудь функцию /,,(х) из множество {/), так. 
чтобы

Точно ток же. как выше, можно найти последовательность функ
ций вида
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»8.Л
Փ ւ„ И*)=  V

п = п., 4,Ч-1

и множества е\-’. k= 1. 2, •••. обладающие свойствами:

I) «2<«2.1. «և<«աւ = I, 2,-• -к

2) А(х) —ФЯ/. (x):<s A при Л-^ՀՀ А’= 1. 2,-՝-*

3) mese?‘> 1 —(А’= I, 2,---)

Обозначим через ./,■> множество функций из {/к (л՜)!. не входя
щих в выражения функций Ф«„А(х). k = 1. 2,՝՝-. Легко видеть, что 
можно положить числа ռ-շ, к, k = 1, 2, ••• выбранными таким об՝ 
разом, чтобы наряду с условиями 11, 2) и 3) выполнялось также- 
условие:

4) Множество |/]։-•;/)«. состоящее из общих элементов множеств 
!/'։ 11 1/Ն՝ состоит из бесконечного числа элементов.

Точно так же, как и выше, имеем:

НтФ«,.д (х! = /».(х) почти всюду на [0.1]. 
£ -м

Продолжим этот процесс неограниченно.
В /и-ом шаге имеем функцию ' ■!/!,•!/}-••• \f'-m \\пт > пт ։. 

т * 
последовательность функций

'т. к
Ф„ А- (*)  = b՝nm՝fn(x} (k = I. 2). ••• при чем

ffl9
п = "т.к +1

ИшФм k(x) = fn (х) почти всюду на [0.1]. 
к • 'т՛ ' т

fl ու Հ fl tn. к к Հ Пт. к — I.

и множество \f ‘ni, которое имеет бесконечное число общих элементов 
с множеством '/ ։ • I/J •••••(/!«, .

Из системы {/л(х)| исключим систему \frl (х)| и остальную т
систему обозначим через ]б«(х)].

Так как для любой функции (х). т = 1. 2. 3. • • • имеем 

Нп։Фл к (x)=fn (х) почти всюду на [0,1] и. как видно из выбора 
X՛ ■ • ոյ՝ ,п
системы |//Լ( (х)՝, функции Фп > к(х), I. 2,---. k— 1, 2.--- вы

ражаются функциями, входящими в систему (б„ (х) j — {/„ (х) } - 
— f/л (*)  Ь то теорема доказана. tn

Замечание. В частности, когда имеем полную О. II. систему 
функций, определенных на [0,1], то для нее теорема 3 не

посредственно следует из георемы 1 (см. стр. 17).
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В самом деле, пусть ряд Уая««(л). где л,, —О при п > со, яз 

м-J 
ляется универсальным рядом.

Так как а„ 0. то можно взять последовательность {тц\ так

чтобы ряд а՛) сходился почти всюду па (0. IJ. Пусть почти
л—։

везде конечная функция Fu\x) является суммой 
F(x) — какая-нибудь измеримая функция.

этого ряда, и пусть

Возьмем Ф(л*)  — /'(л՜) 4- Г0(х). Так как 

сальный, то существует последовательность

ряд Уаяфя(х) универ 

л — 1 
такая, что:

lim.S' (л)֊=Ф(д-). 
* *

Но ձՀ (л՜) - (л՜) 4֊լaf, 9Pf (Л-), где ?/v e = 1, 2. • • • сутьфунк
(И (г)

пни. оставшиеся от |«я(д*)|  после удаления системы

Так как при k-- со первая сумма стремится к Г։1(х), то вто
рая сумма будет стремиться к F(x).

Итак, система (а) | полна в смысле сходимости почти всюду

Остается заметить, что эти рассуждения можно пронести также при
удалении из ?.ч (л՛; ! любого конечного числа функций что и требо
валось доказать.

В силу теоремы 2 отсюда следует, что при удалении любого ко
нечного числа функций из полной О. Н. системы ?я(х) оставшаяся 
система обладает свойством А (см. теорему 2), и всегда можно уда
лить такую бесконечную последовательность {vWi (x)}, что оставшаяся 

система будет обладать свойством А.
Теорем а 4. Пусть последовательность \քոԼ*}\  почти везде 

конечных измеримых функций, определенных на [0,1], полна в 
смысле сходимости почти всюду.

Тогда существуют действительные числа av а.,,---, ап,-"
■ч

такие, что ряд ^a,;fi։{x) является универсальным, т. е. для лю-

/։*■!
бой измеримой функции Fix) существует последовательность խՀ 
такая, что

lim Л‘я (х) — F(x) почти всюду на [0,1], где 

nk
^пк(х) - У<?.я/я(д').
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Для доказательства теоремы достаточно заметить, что, так как в 
силу теоремы 3 все последовательности /я(х)։ ք,։ ւ (х),- • •» /я.р(а-),- • •. 
а- !. 2,--- ПОЛНЫ в смысле сходимости почти всюду, ТО дли любой 
почт всюду конечной функции /(д'), каковы бы ни были £>0 и п, 
применяя теорему Егорова, можно найти числа дя_։, ат и
множество Е такие, что

1)
Ш

/</)֊ У «А'Л(Д')1<г При Л' Е\ 

k^n-T- ։

2) masZ:>i— £.

Таким образом, выполняются условия 1) и 2) леммы .’>. которая при
меняется для доказательства теоремы 1 (см. стр. 17).

В силу замечания, сделанного в конце, доказательства теоремы 
3 (в конце § 1), мы видим, что теорема 4 верна.

Вообще говоря, для любой системы \fn (х) ), полной в смысле 
сходимости почти всюду, нельзя построить универсальный ряд с коэф
фициентами. стремящимися к нулю. Простым примером такой системы 
является система [л*՞  . рассматриваемая на [0.1].

Если для ряда Уаяхй имеем ап — 0, го он будет абсолютно exo- 

г.— ։
лнщнмся для а՜ < 1 и. следовательно, не может быть универсальным.

Верно также следующее утверждение:
Существует О. Н. система (%(х)[ функций, заданных на [0.1]. 

обладающая тем свойст вом, что она полна в смысле сходимости почти 
всюду, и по этой системе нельзя построить универсальный ряд с 
коэффициентами, стремящимися к нулю.

Построение системы {* я (л*)
Возьмем последовательность интервалов

%. ?>։, —У֊’ 1 )•
\п+*2  л 4- I '

Ո 0. 1. 2,--«

Разделим последовательность на счетное число

бесконечных последова1ельностей так, чтобы
1) при m # /последовательности [4я0) и {4/։! не имели общих 

интервалов:
2) в каждой последовательности Հ՞0), т — 1. 2.-՛-; интервалы 

следовали по порядку их следования в последовательности {&») и при 

ա<Լ1 интервал о’Г! предшествовал в последовательности {'Հ! интер
валу 6°  для любого k — 1, 2. ■■■*

Положим:
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I при

0 при

Определим >2(x) следующим образом: возьмем из последова
тельности какой-нибудь интервал расположенный левее от 3,.

Заметим, что в силу свойства 2) все интервалы расположены 
левее интервала 3։.

Положим:

֊

при х<<».

0 в остальных точках отрезка [0,1].

Из определения функций »։ (х) и <?2(х) и из свойства 1) имеем:

I
i 'ft (А) Фй (a) dx = j (х) Չշ (х) dx - j o։ (x) ®a (x) dx - 

0 (A+M

Предположим теперь, что функции ?։(х), 92(х).՛--, ®я(х) уже 
•определены так. что они попарно ортогональны на [0,1]. и функция 
?<(а), 1 </’<// определена так. что:

• S?..x) -

о при х $ ('Հ ն 4- ■ • • 4֊ Կ -|) 4֊ (S(;; 4- • • • ֊ о};՜”) 4-լ ՀՊ
Ar-I

,Л’
J при A^VsV1.
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। Здесь есть интервал из последовательности j">i, и пола

гается ki выбранным настолько большим, что интервал од.'1, а, следо
вательно, и интервалы 3^’,/>1, расположены левее интервала % • 

(см. свойство 2).
Интервал лежит левее интервалов о}'1. /= (7 = 1).

Тогда Հ;' лежит левее Հ. --, <՛ ь и, следоватально, все интер
валы 4'՝. k 1. 2. • • • лежат левее интервала 5/ ։ (см. условия 1 и 2).

Далее, полагаем, что А(<А\+։, 7 = 1, 2,---, (л — 1).
Определим функцию ©я+|(х). Возьмем А’я4.|>Ая так, чтобы вы

полнялось условие:

(“*)  Интервал ։ левее интервала ол. Заметим, что интервалы 

k— 1, 2, • • • лежат левее интервала
Положим:

л՛''1 при л*  հ оо 3, 4- • • • г оя ֊ 7)՝ । )'

^i(x) =

j х"?/ (х) dx

մճ±հ±_ճ±ԼՀ-----  прп л-Հ^1 ,7=1. 2...., п.

I С. J
1 ири Х^Уо*  Н', 

Л-1
О в остальных точках отрезка [0,1].

։
Проверим, равенство j (х)<ря+։ (х) dx = 0. 7 = 1, 2,---, п. 

. о
В силу свойства (♦) функции »/(х) и определения функции 

I *
?п1(х), учитывая, что ^(х) = 0 на (см. 1). имеем:

խ- J
I ։

( ^(х)<рл4-։ (xjdx = ®<(x)?«+i(x)rfx+

° (МА+---+&л)
« Ր

+ У [ Т/W Фл+։ (^)

лл + J

При J փ i интервалы ։ отличны от всех интервалов 3* k —

1. 2,• • •. Далее, интервалы лежат левее о„ и. следовательно,

левее от 3։, о2<--%(7<//) в силу (**)  и свойства 2). Следовательно, 

в силу (*)  будет 9/(х)=0 на ( ири у¥= 7.
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Итак:
1

J ©, (x) փ„; I (x) dx = ( & (x) փ„ ,(x) dx 4- ( փ44 ։(x) ©, (x) dx =

и ?(Л
*«rl

= j x\t{x)dx — x’։ <p. (x) rfx = 0.

(?ձ<+ Այ-խ • • +'>„} С'о+<-| 4------R»/։)

Заметим, что из определения функции <?я.1(х) непосредственно 
видно. ч։о она тоже обладает свойством (^) функций ?/(х). i <п. 
Следовательно, так как ««(х) обладает свойством (*),  то ?/(х) обла
дание вонством С) при любом / = I. 2.•••_

Неограниченно продолжая вышеуказанные построения мы по
лучим систему фл|’х) . ортогональную на [0,1]. Положим:

Тогда система |бл(х), будет О. Н. системой на [0, i |. 
Покажем, что ;-[»п(х) есть искомая система.
Для этого оценим нормы гя(х)Ц . п — 1, 2.
Имеем:

| ?,(Х)фя(х)т/х 2

---- • 4-^—1) | /И, 
՜|  ̂ / ‘ ‘kr>

. ՛ kti /

Так как в силу (**)  интервал лежит левее интервала % ։ н 

длины интервалов убывают с возрастанием номера, то:

■ % । :г== 1ол I ???---------------------- ------------- --------- -  ’
п //4 1 «4-2 (лМ)(л+2)

Итак.
1

I <«+ТПЛТ2) [х”-'</х-|/(л + 1)(/г + 2)(- -----5F֊1“
J \Ո 2 nJ

= . Հ(«±1)(«-Ւ2)Հ 1—±\>4>0է /z=|,2,...
՜ I \ 2Ո)

По определению системы [']»л(х)|, для любого натурального .V 
имеем при
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’r't (■*)= —-— ПРИ Л'Հ *о  4-4-------- L ?<V = I ~J • ՝].
|<Р*|  \ձրփ2 /

Отсюда видно, что система {Ф*(х)1  полна в Լ.2 на любом интер

вале!— 1 ). Аг= 1. 2,--- и. следовательно, полна в смысле сходи- 
\Л /

мости почти всюду (см. теорему 2). С другой стороны, любой ряд

Уо*̂(л).  где а*-*  О, будет абсолютно сходящимся в интервале (0,1), 

ибо для любого V имеем, при ՀՀՀ՜Հ՜Հհ ՝)*
~ .V эс

у ~ ■
Л-1 л֊։ *-л-4!  1?*1՛

в второй ряд абсолютно сходится, так как ||<?4> Л >0. Таким обра-
ОО

зом, любой ряд вида ^аяфл(х), где а,,—0, не может быть универ- 

п~1
сальным.

Институт математики и механики 
АН Армянской ССР Поступило IV!II 1956

IJ.. П.. Թալալւահ

СЬШЬОЬР ՕՐԹՈԳՈՆԱԼ ՏԱՐՔեՐհ ՄԱՍՆԱԿԻ ԳՈՒՄԱՐՆԵՐԻ 
2ԱՋՈՐԴԱԿԱՆՈՒԹՅՈՒՆՆեՐԻ ՃԱՄԱՐՅԱ ԱՄԵՆՈՒՐԵՔ 

ԶՈՒԳԱՄԻՏՈՒԹՅԱՆ ՄԱՍԻՆ

Ա Մ Փ П Փ Ո I» IF

ОС
Հորյւ/ածոէմ դ/էտարկւիէէ մ են \ Лп/п(х) որտեղ

Ո — 1
(««I, 2.--J խ,4 հատվածի որոշված համարյա ամենուրեք '//«/’- 
քավոր շափել ի ֆո ւնկր [t ու է։

1Լււրսրւււ րվամ Լ հե տե յա / թ հորեմանէ
Թեորեմա. b|>l. I'/ntX՜)1 ոսսորղակէոհո։ թյունր կազմում I. լրիկ op- 

pnqnfira| u|nnnliil՛, mupu, ըսս։ այդ սիսւոեւքի, դոյուքյյոԱւ nitiji ոՆքփվեթււալ 
,ւո[1|«, np|։ cjnpAnil|[։g(ibpp ձդաում՜ LG qpnjji, mju]i(ip(i qnjni.pյուն n։.G|i 
իրական pi|bp|i այնպիսի ay, (!■>,• ■•, a,ty-• • nu։jnprpuI|u։G։n-pjniU, «րի fivu-- 
մար՝

ա) {0,1] fi։unu|uidn»if npn?x|uiA ցանկացած /(x) չափնփ ֆունկցիայի 
НинГшр գոյություն ունի թնակահ ք>։|Լրի այնպիսի հաչոթղականո»թյուն, 
пр Нп15я (X) = J (X) նամարյա ամենուրեք [0,1]-ի վրա, որտեղ 

k- օ> *
3 Н։։«тн» АН. серне фяэ.-мзт. наук. >*  3
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Snt{x) = Va.f„(x), 

n—։
p) ||тая = О< 

Я — св
I, թե ր) պայմանը »պահանքենր, ապա թևորեման ճիշտ !1Ш^‘

կացած \քո (Л')| հոքորդականու թյան համար, եթե այդ հաղորդականության 
ֆունկցիաների վերքա^որ դ ծ ա յ ին կոմ րինա у իանե րր ամենէէւրե ր խիտ են 
համարյա ամենուրեք դու դամիաե/ու իմաստով.

Այդ թեորեմաները հանդիոանու մ են ոչ-զրոյական շարրևրի վերա- 
րերյա/ I f՝ ill յ։ լք թ՝է> !յ It /• չ ի թեորեմաների ընդհանրացումը | 21 /
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