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МАТЕМАТИКА

И- С. Саргсян

Асимптотическое поведение производных спектральной 
функции оператора Штурма-Лиувилля

Пусть дифференциальный оператор Штурма-Лиувилля

LIyl = -^-yW-'/Wy(^) (О

задан на полупрямой (0. со). и вещественная функция q(x) суммируе­
ма в каждом конечном интервале.

Краевая задача для оператора (1) определяется граничным ус­
ловием в нуле:

/(О)֊Лу(О)=О. (2)
Обозначим через ®(х, թ) решение уравнения

Z.[yJ + Xy = O, (^|iU>0), (3)

при начальных условиях

У(О)=1. У'(О) = А. (4)
Каждой краевой задаче (2) соответствуем неубывающая, ограни­

ченная в каждом конечном интервале, непрерывная слева функция 
р(н) (— Р С >о). порождающая изометрическое отображение про­
странства Z?(0,oo) на L??. ( —оо, оо) по формулам

А
= l.i.m. 1 /(х)о(л, \i)dxt 

л — ~ I 
о

А
у (л-) = /. i.m. i F(|1 փ (л-, |1) Հօ (р).

А — * ք | 
-А

где интегралы сходятся ո метриках пространств ձ{?յ (—-оо,со) и 
/?(0. оо), соответственно, и справедливо равенство Парсеваля

( f-(x)dx= ^-(р)Ф(р). 
- О — •=

Назовем спектральной функцией уравнения (3) (при начальных 
данных (4)) функцию



И С. Саргсян

я
О (х, ,հ; ս) = j ? (х, •») ср (S, v) ф (V), 

6
О (х, $; и) — —Ե (х. ■$; |i),
О (х, s; |i) — О,

(5)

Настоящая заметка посвящена изучению асимптотического по­
веления производных спектральной функции 0(х, s; и) при боль­
ших и, вернее, улучшению полученных нами в работе [7] асимпто­
тических формул для производных спектральной функции. В работе 
[7] было установлено следующее предложение:

Если функция q{x) в каждом конечном интервале имеет сум­
мируемую (к 1)-ю производную, то при каждых фиксированных х 
и s при р->оо справедлива асимптотическая оценка:

। (7 I _ Ճ У / (ժ*° տ; Հ) 1J I |i2y * I dx‘ds‘ dxlds'

(/ ( / = /г-

где 0*(x, s; p) спектральная функция уравнения (3) при </(x) =0. a 
С — некоторая постоянная, зависящая от х их՝ и не зависящая от р.

Пель настоящей работы доказать следующую теорему:
Теорема. Если функция q (х) в каждом конечном интервале 

имеет суммируемую (k 1 )-ю производную, то при каждых фикси­
рованных х и s справедлива асимптотическая формула

Ш'՜2 V՜ / [ (х. х; v) W(x,s;v)

о
Г(/?4- 1) Ր՛ Л(х, t. Sd /л + ч(|*0 (Ա I = ()
/2- PJ дх‘д& (F/)*+՛- J

|x-,q

где 0*(xfs;p) спектральная функция уравнения (3) при q(x) --= 0, 
функция к՛ (х. t,s) строится по (функции Римана уравнения в част­
ных производных ֊Հ,—q (х) и = °Հ-չ . о 1Л — (х) — финкция Бесселя

(J \ '71
первого рода порядка р.

Асимптотическое повеление самой спектральной функции 0 (х. х: р) 
изучено Б. М. Левитаном (1) и В. А. Марченко [4]—[5).

Основными вспомогательными средствами в настоящей работе 
являются метод Б. М. Левитана [1] и одна спектральная тауберова 
теорема В. А. Марченко [5].
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1. Некоторые вспомогательные формулы и леммы

Для простоты изложения будем предполагать. что հ — 0, т. е. 
будем рассматривать задачу:

</(*)! V-- 0, |
У(О)=1, у'(•'•)-= 0, | (6)

Далее, будем предполагать, что спектр задачи (6յ неотрицателен 
или, если отрицательный спектр существует, то он снизу ограничен. 
Последний случай легко приводится к предыдущему. Пусть/. = tr, 
(/.>0). Обозначим через <?(х, <ч решение задачи (6).

Как известно (см., налрнйер. [2], стр. 78), для произвольного дей­
ствительного числа / справедлива формула

? (х, |i) cos р/ ֊ -- ;? (х է. |О 4- * (х - /. а)) 4-

4- — j w(x, t.s)y(s, jx)d.s. (7)
x է

О дифференцируемости функции -к1 (х. t, s') ио х и .տ՝ в работе [7] была 
доказана следующая

.Лемма 1. Лели функция q(x) имеет производные до поряд­
ка /г 1, то функция w(x.t,s} по х и տ дифференцируема k раз 
и из суммируемости и ограниченности (k — ])-/? производной функ­
ции q (х) следует, соответственно, суммируемость и ограничена ость 
производной k-zo порядка по х и я функции к’(х,/,.$•).

Обозначим через функцию, удовлетворяющую следующим 
условиям:

1. х/О четна, •։. е. g;(/j = g,(— է)
2. #.(/) обращается в нуль вне интервала (—£.»).
3. бесконечно дифференцируема.
Обозначим через Ф(и| cos—преобразование Фурье функции gJO. 

т. е положим
I

Ф. (р) — j g,(/) COS•«./<//. (8)
о

Дифференцируя равенство (7) по х, получим:

?’ էх, u)cos р/ = ,у !Հ (х 4 Л р) 4- Հ (х է. ф) [ 4-

4֊ շ (W(X, է, X + /).•? (X -I- Г, a) W (X, է. X — է, ) 7 (X - /,р)} 4

X Cl
, I Ր dw (x, t.s) . . .+ -S- 1 —v----- ?(•’• (9)

Հ J dx■V— r
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Из определения функции w(x, է. տ) следует, что к։(х. г, х ± О — О, 
поэтому равенство (9) примет вид:

?'r(x.p)cospf = ֊ |?‘,(x+tj») + ?\(х — Ср)}֊г

J т I 
1 f dw(x. /.5j , . ,Ц_ I---- -------- ? (Տյ и) (J 0>
z J дх 

я—t
Помножим обе части равенства (10) на g, (/) и проинтегрируем по / 
от 0 до t, после чего, в силу (8), получим:

?‘։(х.Р)Ыр)~ ~ j j ՀԱ֊ր f. P)g. - 

и

- \ (t)dt | +

o

+ Tp,(0{J н)л}л (it)

0 .։ — ։

Преобразуем первый член в правой части равенства (11). Инте­
грируя по частям, получим:

X •
j <?; (л -Г Л tfgt (t) dt «= — <? (х. р) gt (0) (x 4-1, Ji) Հ (0 dt, 

« «
[ ?; (4- - Л p) g< (0 dt = - ? (x, g, (0) - (X ֊ t, p) Հ (/) dt. 

Q 0
Следовательно,

շ՜ i ?i(-< + Cp)gt (t)dt 4֊ I ?;(x — t, \L)g(t)df =

о 0
f

— ~ f«?(x4-/, p)g, (0Ժ/4- у !<?(.<- t P)g',(0^ — 

՛ 0

= — 4՜ <? <s« H) Հ (s — X) ds — ֊• j ? ($, p) Հ (s — X) ds =

лг + «
= ~ I ?(s. ^)g,(s-x)ds. (12)
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В силу равенства (12) равенство (11) можем переписать в виде: 
«+•

Հ (*.?)*• (10 = 4՜ \ [ ՀԱ֊տ) +
X ■ — •

+ ( <։>')
J ox I
и -* I

Пусть функция / (x)c/?(0. oo). Обозначим через F(?) преоб­
разование Фурье функции fix) (по функциям с(х, ?)). т с. положим

А
I f(x)?(x,ji)t/x. (13)

л - - J

Тогда в силу равенства Парсеваля из (1В) и (13) следует: 
.> ж+»
J ^(?) (?) Ъ (*• ?) (?) e | f(s) | Հ (х — s) -Ь 

■» «в X — •

+ С g. (t)dt\ds. (14)
J ox J
Гл-Я

В силу произвольности функции fix). из (14) следует тождество:

’?* (?) <?(«»?’ Փ՜ (*. ?) (?) =՜-

g;(x-s)+f g.(t)dt, lx-s|«e,
J дх (15)!х —Ji

О, | X — S | > 6.

В силу определения спектральной функции 0(х, s; ?), т. е. (5), тож­
дество (15) примет вид:

(?)
d'J (х, s; |i) 

дх

g', (х - s) + i Г7“’,д {Л)\ g, (t)dt. |x-s|<c.
J Ox 
ix -։i (16)

|X-S|>e.

Обозначим через 0* (x, s; p) спектральную функцию задачи (6) 
при у(х)- 0, т. с. положим
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ц
2 ('О' (л*. |х) = — I cos ՝>х• cos >s th. (17)

Выписывая для функции ^(x.s- р) формулу, аналогичную формуле 
tl6) и вычитывая се из (16), притом учитывая. что из <?(х) = 0 сле­
дует w(x. տ) 0, получим:

f (18)
J I дх ox IJ ox

Из определения функции 6*(x, s;p) следует следующая
Лемма 2. При фиксированных х и տ и при имеет место

оценка

И ш 
!«)-«

I V I Ա,տ;ս)| 
l«l J I дх I

ՀՕ. (19)

Оценка (19) имеет место равномерно ни полупрямой (0, со).
Так как тождество (18) имеет место для любой бесконечно диффе­

ренцируемой функции £,(/). то оценка (19) удовлетворяется и для 
первой производной спектральной функции 0 (х, Տ; р). как это следует 
из вычислений В. Л. Марченко [5]. т. е. справедлива.

Лемма 3. Исли функция q{x) суммируема в каждом конечном 
интервале, то при каждых фиксированных х и տ и при р0 0 имеет 
место оценка

Нт
I «I - »

« + Ии

1 V РШ у I дх
(20)

Оценка (20) имеет место равномерно в каждом конечном интервале 
изменения х и տ.

В силу тождества (18) и оценок (19) и (20) применима тауберова 
теорема 4.1 вышеупомянутой работы В. А. Марченко, согласно кото­
рой и в силу леммы 1 (при k — 1) при больших р имеет место

Лемма 4. Если функция q (х) суммируема в каждом конечном 
интервале, то при каждых фиксированных х и в и при յւ -> со 
с при вед л ива ас и мп т от и ч некая о цен ка

ԺՕ(<,տ;|է) _ժ8»(^)=օ(|է) (2|)
дх дх

Оценка (21) имеет место равномерно в каждом конечном интер­
вале изменения х и տ.

§ 2. Доказательство теоремы

Докажем теорему при k — 1.
Теорема /. Если функция q{x} суммируема в каждом ко­

нечном- интервале, то при каждых фиксированных х и տ справед- 
л и в а а сим пт о т инее к а я формул а :
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в ш о Ժ0 (х. ձ՚; ՝>) __ df>1 (х. տլ v) 
дх дх

I
L Г t,s) 

у 2z J дх
1Л -л|

L М ժ/խ(Հ 
НГ* /

где 1Р(х) функция Бесселя первого рода порядка р. 
Доказательство. Положим

I
. . Г dw(xj,s) ... .по,а(Х. s;jx)= I —-------  cnsji/t/f. (22)

.) дх
(•Г —Л.'

Тогда в силу равенства Парсеваля для обычных интегралов Фурье 
из (8) и (22) следует:

[■>. (թ)«(X.s; 10 dv.= ֊ J dt. (23)

6 1Л-51
В силу четности функций ՚Հվւ) и я(х,х;р) по р. из (18) и (23) сле­
дует:

« Հ1
С., 1 I д(Цх. р) dh9 (x,s\If, . , ’ ո ....•>,(•*) t/J----  — - _֊ 7 ւ а-, л-.чоч - и. (24)
J I дх дх •• J

Из одной лемму Б. Ai. Левитана <см. [3], лемма 1. 1. 3) в силу ра­
венства (24) следует, что преобразование Бохнера Стильтьеса 
-функции

Ժ6 *(?.-. $; р) _ dh* (х, ճ; а) 
<>х ох

. s; 7) а > (25)
о

— линейная функция в каждом конечном интервале изменения х и х. 
Тогда в силу оценки (21) применима одна тауберова теорема Б М. 
Левитана (см. [3]). согласно которой из формулы (24) следует, что 
средние по М Риссу первого порядка функции (25) стремятся к нулю 
равномерно в каждом конечном интервале изменения х и х. т. е.

Вычислим интеграл

(26)
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В Силу определения функции а(х, տ;ս), т. е. (22), имеем:

(27)՝

Меняя порядок интегрирования в (27). получим:

j 1 — я|'л'. s: >) d՝t =
А

(28)
-Л О

Как известно (см. [6], стр. 234).

(29)

Из (28) и (29) имеем:

1 Г / . ՝/2 \ , , . ) 1 (‘ ժ-х՛ (л,/, S) Л .(нО ..— II — о а $; •') (Ь = — 'Л \ —i------- -------- — dt.* .Ц к / V2r. J дх (рО
0 'Х-л| 

что с формулой (26) доказывает теорему.
Для исследования асимптотического поведения второй производ­

ной спектральной функции 9(л.$;р) воспользуемся формулой (16). 
Дифференцируя эту формулу по s. получим:

(% dxds

.. . . dw2(x,f,s)-g.(x-S)-gl (x-s) I
t- ՜ր

0,

d2zv (x, t, s) 
dxds

l.r -л|
(30)-

I A* — 5 I < e,

X - S j > £.
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Выпишем для функции O’(x,s;p) формулу, аналогичную формуле (30).
Так как в этом случае w(x,t,s) 0, то получим:

dxds

֊Հ (-V-5).

0,

-V ՝

А — ձ’ I > г,
(31)

Вычитая формулу (31) из формулы (30), находим:

. . . . I Ժ՚՞Օ (д՜, ձ՜; л) ժ20* (а, Ճ; u) I 
------ -г-- -I dxds dxds

,dw(x, t,s) . f ... d2w(x, t,s) .. /օր.Հ= - g.(A —$) •••*■•’ + ’ dt. (32)
dx J dxds

։-\x—s I |.r-֊.v{

В силу формулы обращения, из (8) следует
՛»

£• (х — s) = -г՜ | 1.(1*) cos (д’ — $) иф. (33)-

Пусть 0<-< 1. Положим
I

fd~w(x.t,s} ... /Դ..-----'— cos (34)՝
dxds

Тогда, в силу равенства Парсеваля для обычных интегралов Фурье, 
из (8) и (34) следует

■V '
Ռ. (|i)«(x,s;|.)tf|x-Л С (tta, (а,,
J - J dxds
о ՛ |.v-il

В силу равенств (33), (35) и четности функций б, (и) и а(А, $; ц) но 
р, формула (32) примет вид:

ф, ({1)^0 (A. s; и) = 0, (36)
— * 

где

Ф (X, з; ю = +
dxds dxds

. 1 dtv (x,tts) . . 1 Г , x . Հփ---- X !_?-ճ C0Sp(x — Տ)------- |a(A, s; v)dv. (37)-
~ dx ՞ J

է - |Х-5| О
Рассуждая аналогичным образом, легко установить леммы, обобщаю­
щие леммы 2, 3 и 4.
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Лемма 5. При фиксированных х и տ и при |л0>0 имеет место 
оценка

.«< -• |а|* v I dx‘ds։1 ք Լ 7 ' Լ ՚

Оценка (38) имеет место равномерно в полупрямой (0. оо).
Лемма 6. Если функция т/(х) в каждом конечном интервале 

имеет суммируемую (Л 1)-/о производную, то при каждых фикси­
рованных х и з и при ^0>0 имеет место оценка

,.п1 J (,</ = *=1.շ....). (39,«I • а՝ I дх{е$> I а
Оценка (39) имеет место равномерно в каждом конечном интерва­
ле изменения х и տ.

Из равенства (4) лемм 5 и 6 (при £ = 2) и вышеупомянутой 
гаубёровой теоремы В. А. Марченко следует

Лемма 7. Если функция qix) в каждом конечнем интервале 
имеет суммируемую (7г — 1)-/с> производную, то при каждых фикси­
рованных х и տ при ’1 -> сс справедлива асимптотическая оценка

^(X.s;p) _ (х, s;p)
dx'ds* dxlds'

(t-H/- k - I. (40)

Оценка (40) имеет место равномерно в каждом конечном интерва­
ле изменения х и տ.

Докажем георему при k 2
Тео рем (t 2. Если функция q (х) в каждом конечном интер­

вале имеет суммируемую первую производную, то при каждых 
фиксированны v v и ч справедлива асимптотическая формула

Um J Ա 1 - X'frf, 
IJ \ (Л ) dxds dxds

о

' д-сг:л֊./. s.i d(\
I 2k J dxds ЩГ J

I -Г - 41
Доказательство. Из одной леммы Б. М. Левитана (см. [3], 

лемма I I. 3) в силу равенства (36) следует, что преобразование Бох­
нера—Стильтьеса функции Ф(х, х; р) 2-эквнвалентно нулю (т. е. поли­
ном второй степени) в каждом конечном интервале изменения х и տ. 
Тогда в силу леммы 7 применима одна тауберова теорема Б. М. Ле­
витана (см. [3]), согласно которой из формулы (36) следует, что сред­
ние по М. Ряссу второго порядка функции (37) стремятся к нулю 
равномерно в каждом конечном интервале изменения х и տ, т. е.
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ltm I (V, -4У Ջ&ճճ
Լ) \ Н/ tfxds dxds

о

1 dw (л. Հ $) i . t If, v . I nf.----------------- cosv(x — S) — ։(x.s.s)fl5 -u
- дх I » .) I

7 = I.V--<| 0
Вычислим интегралы

.[( «*’(*-*> *■ 

о Г-|л-г1

(41)

(42)

Г(3) ~ uw(x, г, Ճ) Л/, [р (А — д)1
I 2 дх I [р(х֊б-)Г* (43)

Из асимптотики функций Бесселя, при неограниченном возрастании
аргумента, из леммы 1 и (43) следует, что

V
Ит I I н- J \ о

•■՛• (х. (.$)
£ f дх

г - I.v-sl
COS (X — 5) rfv — О (44)

равномерно в каждом конечном интервале изменения х и $.
Далее, из определения функции а(х, s;p), т. е. (34). следует, что
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Меняя порядок интегрирования, получим:

д'- -w (л՜, t. s') 
dxds

(45)

Тогда аз (42) я (45) получим:
о

_ Г(3) Г Ozw{x.t,s) Կձ^Լմ1
I *2- .) dxds (Հէր '

что с формулами (41) и (44) доказывает теорему при k 2.
Случай любого к доказывается аналогичным образом.
Применяя полученные асимптотические формулы для производ­

ных спектральной функции 0(д-, s: ц) можно получить (как это сде­
лано в работе [7]» теоремы о равной суммируемости по М. Рнссу про­
изводных разложения по собственным функциям оператора Штурма- 
Лиувилля и ражложения в обычный интеграл Фурье по косинусам 
функций с интегрируемым квадратом.

Введем обозначения:

ос X
S'՛ (к, р) j/(x) 0* (д', s; y)(is, S (л՛, р) = J / (s) О (д՜. s; ji) (is. 

о

В силу доказанных асимтотических формул для производных 
спектральной функции 0(х, s;p) справедлива

Теорема. Пусть /(a-)cz£2(0. ■ ). Если, функция а (х) в каж­
дом конечном интервале имеет суммируемую (k— I )-ю производ­
ную , то равномерно в каждом конечном интервале имеет место 
равенство 

nj'('֊֊.p- и
Ժ*Ճ(.Հ. VI 

дх"
d*S*(x^\ 0 

dxk I

т. е. разность между средними по .И. Риссу it-го порядка произ­
водными k-го порядка разложен;։ я функции f{x) по собственным 
функциям оператора Штурма-Лиувилля и разложения в обычный 
интеграл Фурье по косинусам, стремится к нулю равномерно в 
каждом кон еч ном и нт ер вал е.
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Доказательство совпадает с доказательством тиоремы 5.1 работы 
.[7].
Институт математики н механики

АН Армянской ССР Поступило 20 VII 1956

Ереванский Армянский
Гос. под. институт нм. X. Абовяна

Ь. Ս. UuipqujuiG

ՍՏՈհՐՍ՜-ԼհՈհՎ.հԼԼՒ ՕՊեՐԱՏՈՐՒ ՍՊԵԿՏՐԱԼ ՖՈհէ-ԿՑՒԱՅՒ 
ԱԾԱՆՑՅԱԼՆԵՐԻ ԱՍԻԱՊՏՈՏԻԿ Վ.ԱՐՔԸ

ԱՄՓՈՓՈՒՄ

Հոդվածում ու սումեաոիրվոէ if Հ (0, ՕՕ) կիսաաոանցքի '[ր,ս որոշված 
(iinni րմ- Լիտ վիլլի

Lly| = ^yU')-^(A')y(X) • (I)

դիֆերենցիա լ օպերտտսրի ււպեկտրա լ ֆանկցիտլի ածանցլաքէւերի ասիմպաո- 
տիկ վարքր: Մեր [j j հոդվածում ստացել էինք դնահտ ատկւոններ ( I) 
օպերատորի սպեկարա/ ֆունկցիափ ածանցլալների համ ար, որոնք արտահա լտ՝ 
վամ Լին հետե լալ թե որեմալով՝

Թեսրեմւս I. Երե վ (X) ֆունկցիան ամեն մի ։]bpju։։jnp ինսւելո|ա- 
լում ունի Guilipiugnt մ՚արելի [k 0“|*П 1|ШРЧЬ ածանցյալ. ապա ամեն մի 
ֆիքսած X 1։ Տ uip(!bpfibp|> համար Ьрр ;ւ -со տեղի m նի հետևյալ ասիմպ- 
աոտիկ q նա li աւոակա Gp՝

C / յ _ ՜'Տ V il I ձՀ տ»И с
J \ i1’ / 4 dx‘dsJ dxldsf
0

(/4-y = = I, 2, 3, •••),
пршЬд 6“ (X, 5; p)-n«| նշանակված J. (!) oiqbpiuuinpfi սպեկտյւաւ ֆունկցիան, 
իսկ 0*(X, S; |*)*ո։|՝ նույն ou|bpvuump]i սպեկտրալ ֆունկցիան, bpp q (x) = 0- 
C-G նսաաաաւսն J.՝ կախված X-|։y և Տ-ից:

Մ. Լևիտանի մեթոդի ե 'Լ. U.. Մարչենկոլի հաւոակ nun ա րերրււն 
թեորեմ ալի |.;)| Օդնա թքամր ներկա հոդվածում սատցվտծ է ավելի ճշւլրիա 
ասիմպտոտիկ րա^էուձե' (!) օպերատորի 0 (x, ձՀ ր) սպեկտրալ ֆունկցիսղի 
ած անց լա լէւե րի համար: 1Լպացտ.ցված Հ հեաերււլ թեորեման'

P'bupliifui 2. bpb վ (x) ֆունկցիան ամեն մի ։|bpjiu։|np ինmbpt]ա- 
1п։.։Г ունի նանրսպոււքարելի (k- 1)-յպ կս։|պի ածանցյալ, ապա ամեն մի ֆի|>- 
սած X I։ Տ արժերների ճամար սմպի ունի հետևյալ ասիմպաոաիկ րանա&ևր՝ 

llm (ք ք ւ ՃՀ ճ, [№?•:') _ ^րաձ-1 

\ I1/ dx*ds^ d^asf
и
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и ք /а-'>.(:-х/) (if\ 0
I .՛- J (: ■’•/Հ ՜ ‘ • I

։ւ|ւս։1ւ1| lf, (л՜) — P|iuub||« ֆո« lil|g|i։։il։ I. սւոսւջիհ սհոֆ li ք> l|iU|H}ji:
Հոդւիււծոււք րհրվւէէէէ' է թեորեմա 2֊ ի ա պա у ա / tj ր աոաջին և երկրորդ 

կա (պ ի ա<) ուն ւ/րո/ն եր/ւ համար, միաժամանակ Ц"‘1Ц անաfittj[։ttt/ով
(J հորեմ ան կարեչի Լ uiufiuyni է]ե j у անկար nt ծ կարււ1ւ utt} ւոն у րււ/ft համար։
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