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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

С. А. Амбарцумян

О двух методах расчета двухслойных 
ортотропных оболочек

1. Основные, предпосылки и гипотезы. Рассмотрим тонкую двух*  
слойную оболочку, составленную из двух однородных ортотропных 
•слоев. Пусть плоскости упругой симметрии материалов каждого слоя 
взаимно перпендикулярны, при этом одна из плоскостей упругой сим­
метрии в каждой точке каждого слоя параллельна внешним парал­
лельным поверхностям оболочки, а остальные две перпендикулярны 
координатным линиям а — const, 3 — const*.

Пусть а и являются криволинейными, ортогональными коор­
динатами, совпадающими с линиями главной кривизны координатной 
поверхности, расстояние по нормали от точки (а, 3) координатной 
поверхности до точки (a, J3, հ) оболочки.

За координатную поверхность принимаем поверхность спая слоев, 
которая параллельна внешним поверхностям оболочки.

Считаем, что коэффициенты первой квадратичной формы А
/) и В — В {г, 3), а также главные кривизны координатной по­

верхности ֊ (а, 3) и А?2 —А’2(л, /) при дифференцировании ведут
себя как постоянные [1, 2, 3].

Предположим также, что слои после деформирования остаются 
упругими и работают совместно, без скольжения.

В отличие от общепринятого метода расчета слоистых оболочек, 
здесь в основу ставим следующие предположения:

1. В каждом слое оболочки нормальный к координатной поверх­
ности линейный элемент оболочки после деформации не меняв! своей 
..липы.

2. При определении деформации е''1. и считаем, что касатель­
ные напряжения и не отличаются о. соответствующих напря­
жении (Հ’ и •:),  найденных в предположении о справедливости гипо­
тезы недеформируемых нормалей для всего пакета оболочки в целом 
14-8]

*

Здесь, будучи более строгими [3, 10J. первую гипотезу можно 
сформулировать несколько иначе. При рассмотрении деформаций пре­
небрегаем влиянием напряжения з" на и е?,\. а также приближенно 
принимаем, е .. = 0.I  _______ т •

• Здесь it в дальнейшем в основном приняты .обозначения [2, 3, 10|.
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Учитывая результаты, полученные при решении плоской задачи 
изгиба составного бруса [7]. в настоящей работе, начиная с 7-го но­
мера, будет рассмотрен вариант теории расчета двухслойной оболочки, 
в котором приведенная выше первая гипотеза будет изменена следую­
щим образом. В каждом слое оболочки нормальный к координатной 
поверхности линейный элемент оболочки после деформации остается 
линейным и не меняет своей длины. В силу этой гипотезы при рас­
смотрении деформаций будем пренебрегать влиянием напряжения ау 
на деформации е" и е”, которые по высоте каждого слоя оболочки 
будут иметь прямолинейный закон распределения, а также бу­
дем считать е™ — 0. Укажем, что и при этом варианте второе предпо­
ложение остается в силе.

Принятые здесь гипотезы являются результатом логического раз­
вития гипотезы недеформируемых нормалей, принятой для всего па­
кета оболочки в целом, и находят подтверждение в исследованиях 
плоской задачи изгиба неоднородного бруса [6. 7].

2. Исходные уравнения и соотношения. В этом номере без 
доказательств приводятся известные результаты, которые лежат в 
основе дальнейшего изложения.

Для объемного дифференциального элемента, выделенного в ка­
ком-либо яг-ом слое оболочки, имеем следующие уравнения равнове­
сия [2]:

0Հ1 I д „

1 ои™ 1 ди"'
/А И, су-

+ = °֊

д-™ 1 д

д-п' Ժ-Հ*  дН, дН-»
- я W ъ=°- (2. И

где для коэффициентов Ламе имеем

//, = Л(14-М» Я,-Д (1 + Л27). (2.2)

Для компонентов деформаций имеем

о и՝՝1 
ծ՚յ.

дН. I 1ди? дН*  \
= — I —-—Г- — ит 1«

(2-3>

(2.4)
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где ir՞' = п՛^ (а, /, հ), и™ = «J*(a,  3, հ) и и” = ит (а, 7) — компоненты

• Здесь и в дальнейшем для первого или второго слоев, когда «г фигурирует - 
как индекс, расположенный сверху расчетной величины, то вместо <п = 1 или ж—2 
соответственно будем употреблять один или два штриха. Например: вместо Տ.Լ. на­
пишем Biti или вместо напишем Z?J/r-

полно։о перемещения какой-либо точки ж-го слоя оболочки.
В силу первой гипотезы, из обобщенного закона Гука, для на­

пряжений в /л-ом слое оболочки получим [4, 8]

Հ е” 4֊ В^е?, з? = В^е” 4 В№.

<1 = ^4. $ = Հ=5.^։ (2.5)
где

B*>=G%,  B^ = G^, B«=G%,

где Е? и /У — модули упругости; G", G™, G” — модули сдвига;р-Г = 
֊•Հ’;. р?' = [i£ — коэффициенты Пуассона (первый индекс показывает 
направление действия напряжения).

Перемещения и напряжения на внешних поверхностях оболочки 
и на новерхности контакта должны удовлетворять следующим уело-

՜րյ — Тз;> — Tjjp Зт — Зт, (2'9)

виям:
1) на верхней новерхнос։». при 7 — о2.

Վ=ր, =;=z; (2.7)

2) на нижней поверхности, при 7= —ор

“a-j = 0, = 0. з; = 0; (2.8)

3) на поверхности контакта, при 7 -= 0,

ԱԴ = ԱԴ. и =И\, Ա^ԱՀ (2.10)

Здесь А*  — X(а, 3), Y К(а. 3), Z Z{i. 3) — компоненты внешней по­
верхностной нагрузки. о։ —толщина нижнего слоя, 32 —толщина верх­
него слоя.

Напряжения вызывают внутренние силы {Тх, 7j3, 7Հ։. Q։, Q2) 
и внутренние моменты (Л1։, М2, .VI |?. Л18։). которые определяются 
обычным способом [4, 5,9] и должны удовлетворять следующим урав­
нениям равновесия [1G, 12]:
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I д!\
Л оа

4՜ ^’1Q1 ՜է՜ = 0՛

Լ-Բ + ֊֊^֊ + Հ-ՉՅ+ր-օ,
В ժֆ Л да

-(*,7՝ 1+А27-г)+ !

* Здесь и я дальнейшем все величины, относящиеся к задаче, при 
принимается гипотеза недеформируемых нормалей, отмечаем „кружочком-.

Л Ժ*
I dQ2
в д 'л {-Z = 0,

1 ^lg | I Ժ/VL п-о
А да В (Г? '

1 4 ’ 4-0.
В ԺՅ А Оа.

Л2 “ Л։ 4“ ~՜ &2Л121 — 0.

(2.11)

3. Значения касательных напряжений ՜ ■" и в предположе­
нии о справедливости гипотезы недеформируемых нормалей для 
всего пакета оболочки в целом1'. Согласно гипотезе недеформируемых 
нормален, нормальный к координатной поверхности прямолинейный 
элемент оболочки после деформации остается прямолинейным, нор­
мальным к деформированной координатной поверхности оболочки и 
сохраняет свою длину. В силу этой гипотезы [2]

,«ьл։ է I /. .л ,Հ-_  X
Л ела

«■-"=(> +«»’- լ —
В di

(3.1)и ™

где յւ° — и (а. 3), V =v '(a, £) и гс ' = а՛ (я, ^ — соответственно тан­
генциальные и нормальное перемещения рассматриваемой точки коор­
динатной поверхности оболочки.

Подставляя значения и и у и и т из (3.1) в (2.3), учитывая 
при этом, что

е°« е= з։° + 7Л-,0, е°” -= г2° 4- -;х2\ 

еՀ“ = սՀ -Н՜՜՝’. (3-2)

получим следующие соотношения для относительных удлинений и 
сдвига, а также для параметров, характеризующих изменение кри­
визны и кручения координатной поиерхности оболочки, [2, 3, Ю, 11]:

. ֊■ =
Л да. 4 н

1 до
՛- /г,ц՛ .

01 1 ди
В ԺՅ

4- ֊ <Л '
Л да. '

(3.3)

которой
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1 Ժ2«ր , 1 ди
--------------г к,----- —, 
Д2 ժ«2 Д Ժօէ

1 ԺԿ<ր . I dvQ ՜~—   ՜— ՜ք~ «շ-------- ,
/ր֊ ԺՅ2 Ք ժ?

AB дл<Я \ 1 В ' 3 Д ժ« / (3.4)

Из (2.5) на основании (3.2) для напряжений в /??-ом слое оболочки 
получим:

з " = 4֊ дао.

3Г = В&9' Ч- В&х 4-1 (да֊2° 4֊ В^), (3.5)

'7 = 4- •

Подставляя значения напряжений из (3.5) в первые два уравнения 
(2.1), при этом учитывая условия на внешних поверхностях (2.7) и 
(2.8), а также (3.3) и (3.4), для искомых касательных напряжений с 
точностью гипотезы ««деформируемых нормалей, получим (4, 5]

-о"1 _  I /;■.՛ ,.2\ I г>т ' ^zi > />« ՝ . ո՚ո '• .
\ Л ал Д ал В /

+ [(֊ >)"։«—г](й 1 (>1' -+а£ ‘ ֆ?+տտ-Լ>4 +(/«-1И = 
\ А дл А ал В /

= -(ճ- Г) Կ (ВГ„) w + [(-1 л„-. У] [в?! -L "Ճճ + 
ձ Д“ ОЛ-

;o4j 1 a՝U дт . 1 О с'
К ^АВ ГШ,

+(*,в^  yk.B?,) ' ֊ 
.4 ал

(3.6)4-(w- 1)AZ,

֊(щ I) ր = ±(ճ-ր)/:2(^)«-4-[( 1)%֊.]^^ Հ\ 4֊

+ да I .
Д5 ал2

4-- (да -г-да) 1
.4 В ал<В

в ал
(w 1)Г, (3.7)

где

£1(да.) да *-<  (да - 2в^ 
.48 ал4

1 а9
ЛВ2 длд^-՛
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дяЕМ) ֊ В£ Бз ֊+(^4-2^) 1

1
/- 11 ( Cifc/Հ ид и + Q J 2 —— - -; -

АВ (В.О^

В3 (Տձ3 А-В tfa-ժ?
(3.8)

Таким образом, задача определения искомых напряжений - * н - ՞ 
сводится к нахождению перемещений и , v и Ջ՛ .

4. Разрешающие уравнения в предположении о справедливости 
гипотезы недеформируемых нормалей, для всего пакета оболочки 
в целом. Для построения разрешающих уравнений относительно ис­
комых перемещений и . vc. w . во-первых, определим внутренние 
усилия. Воспользовавшись известными формулами (91 для внутренних 
усилий, получим

Л = ^Ц21 -Г ՇյշՏյ "Г Kn'l՜ bA12xL>°,

72՛՜ - С2-,.г.֊> ■■ Շ։շտ։ — ,

Л1° = (Գ.6 -Г Ь *ն)-Г (/<« + *= D^) ft {4 2)

= (Q.e 4- "’° 4’ (АС6 -Г ՜ ՜1.

'И։* ~ /Հ.//Հ 4֊ D^j> 4֊ + К^, (4 3)

;И5-'= ռ^Հ-Ч D&x + КгЛЛ

Л418” = MJ = Н-֊ 4֊ KflX. (4.4)

где для жесткостей имеем (9. 12]:

Cih - (p2Bik 2։Дм-).

= (4.5)

/Ла- — — -г պ/Ла). 
V

В (1.1) —(4.4) мы получили наиболее простые соотношения упру­
гости. которые, как нетрудно заметить, не противореча! шестому 
уравнению равновесия (2.11).

Подставляя значения внутренних усилий нз (4.1)—(4.4) в урав­
нения равновесия, при этом учитывая (3.3) и (3.4)» для определения 
искомых перемещений и , и՛, ге получим следующую систему из трех 
дифференциальных уравнений:

- Д։,(О,Л)-«։։4- rf
.4 иг

«,0= — X, (4.6а)

1 i S'1 1Հ \ I Հ\ U
АВ O7.d{J>

/■2з(^Л*̂/ а) ^շ3՜.՜ ...
В О/

/•зз (*̂)  2/՜ (А/л) Q33 I /• |.1 (/-Հ-. f\ik) Q3;։ 1 ճ՜ 
. 4 ժ ?.

Y, (4.66)

и

В
v =Z.. (4.6в)
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где для линейных операторов и коэффициентов введены следующие 
Обозначения:

1 .п(с/ы  = (Сп+2кгки + йо„) ‘ Հ1- + 
.4  С/а՜

*
*

* Здесь следует указать, что полученные уравнения и соотношения могут 
быть использованы как в случае пологих оболочек, если даже оболочка слишком 
длинная |14|, так и в случае нс слишком длинных оболо.чек. если даже оболочка 
-.оаершенно нс пологая 111J.

4“ [Qu + 4 ^'։ (Л’ав + k। Ц»о)] < 4.7)

Լ & (С*  /(և) ~ (С„ 4- 2k2 4֊ kl D,2) 1 ֊ 4-
В- дЪ-

4- [См 4֊ 4 Л2 (Л;, 4֊ Կ Dw)] i (4.8)
Л՜ 07."

լ.... տ{ձ = ՀՀ. ֊֊ ֊ 4- Do* — — 4֊ 3SV 11 А*  да*  "Влф

1 д*
+ 2(О„+?ад-7—мя

1 о3
£13 (£>//,/</*)  = (Ки + Л, ^л) д- — +

1 Ժ’
4՜ [2 /<С(! 4֊ АГ12 4- Հ (Р12 4- 4 Dee)]

1 ծ3 
Լշշ (Dlk Klk) - (К,, 4֊ *շ  ՔՏ2) ~ — 4֊ 

В3 Ժէ53

1 ծ3 
4՜ (2 К&. -г /<յշ 4- k*  (D12 4- 4 Z)6e)] ,...2 „/0 ’ 

A~n oa~o՝j

1 Ժ2F(K^ = (Հ Kn + k2K^ ֊շ + (4.10)
A- O'j.-

4- (Ло A շշ ՚ /<ւճ) Л ... ’
В՜ ժ?։

Qv, = [Cai 4- Cw 4- A1/i’s(Z)։2 4՜ 4 /)йв) 4- (A'։ 4՜ Ze->) (/<։o 4֊ 2 /<410)], (4.11)

Q13 = 1Գ1^1 + c,z k, 4- К (Հ Kn 4- A\. /<։2)],

Q=3 = [Coo k2 4- C։2 Л, 4- k2 (k, K-n 4֊ fi, A\S)J. (4.12)

Q»3 ~ Cjj 4" 2 Cjj 4՜ Coo. (4.13)

В Случае, когда оболочка „пологая*  [2, 14] или „не слишком длин­
ная" [3], полученные уравнения и соотношения могут быть несколько 
упрошены'.
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Всюду методически пренебрегая величинами порядка ;7? по срав­
нению с единицей, получим следующую упрощенную систему разре­
шающих дифференциальных уравнений [12]:

± di 4-С 1
Д2 дч*  + ԺՅ*

д-Ъй
дхд)

£,(/(<*)  -(*/-■„  -г k..c„) ՛ (t w 

Д «77.
(1. Ma)

1 д-
/Հ֊ Հձ-

:-С60 Д 2 (7а2 )

к? (Км) (^zCZ2 t • A’։C|2) —
В Օձ

1аз:,(/ла.) - s/w+q^՛ -

1O! = (4.146)

(Ал) (A’j C յ J ֊ր A’; Cj2)—-
A ժ-z

£2(Л/*)֊(Аг 2С22 ~АгС12)
В <<3

/. (4.14b)

+ (Գ,

1 d

■ у_1_ ՃՃՇ 
և՛ AB d'J.u'i

Укажем, что, при выводе системы (4.14), в первых двух уравнениях I 
равновесия (2. II) величины Ar։Q։ и A\.Q2 принимались равными нулю.- I 
Изменения кривизны и кручение имели следующий вид:

Г—W- . ձ^,
А2 Оа°- Вл~ др АВ dxd’fi

и, наконец.

Лзс = 7*21°  = Գժ>° + К^°. (4.16)
5. Несколько слое об условиях контакта слоев оболочки. Рас­

сматривая формулы (3.1), замечаем, что условия контакта (2.10) удов­
летворяются тождественно. Что же касается условий контакта (2.9), 
го. как известно [4], эти условия сводятся к системе разрешающих 
уравнений (4.6) или в частном случае к (4.14).

Таким образом, если и , г՛՜ и к՛ будут определены из системы 
уравнений (4.6) или в частном случае из (4.14). ю условия контакта 
(2.9) также будут удовлетворены тождественно.

6. Основные уравнения и соотношения поставленной задачи. 
В силу принятых гипотез (гипотезы 1 и 2). для деформаций в w-ом 
слое оболочки имеем:

от -.отГ.7 _ _ ՜ а,
” в& (6.1 к I

т оот
( Я Г»7Г „ГЯ ’в 44 В.\1

еТ. - 0. (б.2>
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Из (6.2), учитывая (2.4), для перемещения получим

ir‘= гг'(а, 3). (6.3)

Значит, как и во всех существующих теориях расчета гонких обо­
лочек, перемещение zzT какой-либо точки /ո-го слоя оболочки не за*  
висит от координаты > Это перемещение для всех точек данного 
нормального элемента оболочки имеет постоянное значение, равное 
нормальному перемещению и՛ = -к*  (-а, ։3) той точки координатной по­
верхности, которая образуется при пересечении данной нормали с 
координатной поверхностью оболочки.

Подставляя значения и - из(3.6) и (3.7) в (6.1). для де­
формаций сдвига получим:

где

օ/՛i 
O.5S

ет = фОот _ „/от _ ау ՚ I 1 1

/ ?
.4 (п A O'j.

1 dzu , 1 d-u
Az M

+ (BT,k, -1֊
.4 tfa

(6.4)

(6.5)

(6.6)

(6.7)

= ™ "и
t №i '„■?£ 

. 1В

L?’ /Հ". 1 ,և’ -|.
В д$ В (J'i

I Ժ"> V 
.4 ժւ )

I df֊V’ -i+(B" 
.4 -

йлц 1 <>2//
8№} ab

+(в?.*,+вйА)  1ռ:ւ՛
В Հ6 (6 8)

B* d?

zer= ։■№) u";. (6.9)

(6.10)
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Из (6.4), подставляя значения и <?"' в (2-4). получим:

<Կ“?\-_ 1 , ?Т 7 /т_ V т
<*Г  \ Н,! Н{ di ' Нх Нх 2НХ z 1 ’

Ժ Р? | 1 dll7 , Ф? 7 , -m Т* -т (6-И)

3 Հ_ ... 1 "ՀՈ

Из (6.3), (6.12) и (6.13), подставляя значения ւՀ՝, и в 
(2.3) и полученные при этом значения е^, и сравнивая с соот-

Ժհ \ Н J ՜ Hi /7а /72 ■ 2Нг Z 2 •

Умножая каждое из этих уравнений на <7у и интегрируя в пределах 
от нуля до 7. при этом учитывая, что при у = 0 иТ — ц(а, 3) и и™ — 
= ւ՛ (а. р), получим

«" = (1 + *,֊)«  - } ֊ +г(1 4-*.  ' )?”!”-
Д di \ 2 /

- Я1+*.т)/°!’--г(1+*‘-г՝|х’?'՛ (SJ2>Z \ и ' О \ ‘г /

«” = (1 '• 4-7(' + *2֊У<"
б св \ 2 /

Здесь, как и вообще [2|, и = и (а, խ, v — v(i> 3) — тангенциальные 
перемещения какой-либо точки координатной поверхности.

Формулы (6.12) и (6.13) показывают, что. в отличие от сущест­
вующих теорий расчета слоистых оболочек [4, 9, 12, 13], здесь тан­
генциальные перемещения и'” и н(” какой-либо точки оболочки, уда­
ленной от координатной поверхности по нормали на расстояние 7, 
зависят от Հ нелинейно. При этом коэффициенты нелинейных членов

7^, / «, / շ'.7.Ր, ' являются известными величинами, которые
определяются с помощью формул (6.5) — (6.10). на основании рсше 
ния задачи теории слоистой оболочки, опирающейся на гипотезу не- 
деформируемых нормалей, данную для всего пакета оболочки в 
целом.

Укажем, что в формулах (6.12) н (6.13) известные коэффици­
енты (? ք, ?՝.?) имеются и при -f.

В силу (6.12) и (6.13) деформации Հ՞, <՛'.'• и с'՞ могуч быть пред­
ставлены в виде многочлена по степеням у:

= =« + 4- т т3 4^՛

е'>\ = »>"՝
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.нетствующимн выражениям» (6.14), для коэффициентов разложен»» 
получим:

1 ժ« , . т 1 dv , .
“'|=/,» +v'' 4 = Տշ = +

1 ди 1 dv
В д'Л Д дл

ю I д^'л 1 ժ2«՛ I ди I
*՝ ~''՝ +A~di = A^^+k‘ Adi+A- ST'

I O'- 1 d2w 1 dv 1
•<՛ = 4 B- 4֊^֊ .Հ •

I ։ 1 2
՜ ՜ X + ~B ՜ԺՅ՜ ~ Д՜ ~оГ “ ՜ АВ +

Л / 1 ди I dv \ 1 I ду°%+ VH *271 Л .)+«՜-у ՜ -■ л -Հ

(6.15)

(6.16)

т I d*w  1 д ..,т 
= и, „ — I / I

.4՜ да*  2 А di
֊1֊ Л^/Т),

т , 1 ժ-к՛ 
V.՛ = ---------

■ Ва д^

?»=(*+*.)  У... 2^1֊
АН 4W-,

2/1 dv.

2В д^>

֊֊|/’!’,֊(/е1֊2А2)¥«П-

(6.17)

«Г- ֊ ֊ - ° (ZT-ՋՀ/ 7). о?= —" (•/'’?֊ 2Аа/”).
6А Ժ։ 1 6В ԺՅ ■'

Л ^-1/ Г + (*,-з* а) I Г|
6В Ծ9г

- Л Z7[Z'"‘ + (i - 3*>>  /’"’I- (6.18)
6Д Ժ։

1 ժ/.ր . 1
՝* ՜ ։8А <J« ՚ ” ՜ ֊8ճ ժ? ՚

■՚ z/^Ջ.ւ zz

Рассматривая разложения (6.14) замечаем, что он» похожи 
лз аналогичные разложения, использованные в работе. [2], однако, 
как нетрудно заметить, здесь мы имеем лишь внешнее сход, 
счво. Дело в том. что в цитированной работе [2] при опреде-
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лепни деформаций и е'.[ пользуются рядами по степеням у, од­
новременно сохраняя гипотезу недеформируемых нормалей [2, 3]. В 
Настоящей же работе соотношения (6.11) получаются в силу исход­
ных гипотез поставленной задачи.

Укажем также, что, как и в п 3; при определении х։, х2 и ~ 
принято условие нерастяжимостн координатной поверхности оболочки 
[2. 3. Ю]՜.

На основании (6.14) из обобщенного закона Гука (2.5) для ра­
счетных напряжений в м-ом слое оболочки получим

Решая систему уравнений равновесия (2.1) относительно напря­
жений Հ\, -Հ' и Հ։, получим:

Հ ֊ (ВП հ 4- Ви г-.) + 7 (вП х? 4- В\п: хг) +-

4֊ I2 (BW ад) 4- 73 (#и ОГ 4֊ Лы 0?) 4՜ 

-Н4(Ян?Г ~ В’?>С?). (ОО)-

Հ = (Я£ =շ փ ВЪ*Т)  4-

4- V- B”rf) ’ -.3(#£0? -{-ВГ.0Г)4-

4-гчад + ад), (6.21)

Tg= BSK 4֊ 7^+ -ь Л" 4- քՀԴ (6.22)

Г ծյ,ո Г
^-Հ-֊ W./Л-д֊-^- + СГ(«, ?),

Г Ժյծ։ i‘ д~п։Ht hi - J HJh dy -J H'i -g dy 4- c? (X, ?),

/7, ֊- Ak, //-. Հ”ժք 4- B!i.> |

i* d’՝m C Ժ* ՀՈ- \H,-s^d-:֊\n^d~l • C?(,. ?). (6.23)-

Входящие в эти формулы постоянные интегрирования С-'(а, ?),
С? (я, 3) и С?'(а, *)  определяем из условий на поверхностях (2.7) 
и (2-8).

Произведя необходимые и очевидные преобразования в (6.23). 
при этом учитывая (6.15) —(6.22) и удовлетворяя условиям контакта 
двух слоев (2.9), получим следующую систему разрешающих урав- 
нений задачи:

1 d'h’
Ln(Cik/<ik)ii |-Qia ։n . ֊ 7j3(7^A'/J XrADil{E:,) 

AB dwi

гс—-A- ——J-- 21 , (6.24a)՜
Л dJ- .4 </a В di
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La{C,tK^v +Qt։2- ֊~ ֊ 
Л В д*дл

1շտ (А*  A7i) — AVi (/Ла /-ik) —

1 ԺԼ., v 1 ժ/շ 1 дТ^
23 В Ժ3\ր В (/i А от.

(6.246)

[/->з ( /Ла) — 2 А ( Art) 4՜ Аяз (/Ла А (,? /5а) 4՜ Q33] тс՛ — L bJ (Dik Kik\ —

֊֊Qm ’ °
А о*

U —Q»4 ֊
Л օհ

* ♦ 1 Ժա. ֊ Ժ- Н * ԺՆԱ՛_^г, + А։г2) + _^1 + _^ + в։^,

где, кроме принятых обозначений, введены еще новые:

1 о4
А յ3 ==/?1 (Dn-г А։ Лп) — [ձ՚շ/Հշ-ր 

Л3 оа3

1 ծ՜'+ (М-^)(/4Н '2^EJ֊\ k^J:rA. Л, ...

1 ог
А:п = *։ (Հ /;„ /<п 4- A՛.. D12 А» 4- А'2 (Л2А- ֊ 

Л- 07՜
1 fl2 1 д1

֊I- /?j /Jl2 А'։2) — - Л։/:1։ - — (А’։ A'..)(/:J2 —
lj Оу .4 Հ/Զ

+ 2Е„) ֊- -- --------k.E^ — —,
к1 А-Вг В4 о?*'

I о3
= Հ. (Ом + к^) + И, 0.2 т

I о:։+ (Հ + *Տ) (О„ + 2кг Ем) - *,  к._ £՝;2] ֊Լ֊ . ■
A-В дУ-ОЛ

(6.24 в)

(6.25)

(6.26)

(6.27)

В этих формулах наряду с известными жесткостями (4.5) фигурируют 
также жесткости высшего порядка

’•(^;տյ5֊«;։հ;). <6.շտ)

В правых частях уравнений системы (6.24) имеются известные 
величины (7г--.ИгХ которые определяются с помощью решения за­
дачи слоистой оболочки, в предположении о справедливости гипотезы 
недеформируемых нормалей, для всею пакета оболочки в целом. 
Указанные величины с точностью А։у определяются следующими фор­
мулами:

71 = 4 Т-(8»«;-в»Й) ֊Ւ -֊ է
Л Ժ» В օհ

?՜յ=տ.;/?,) '±(5;^;-.^/?;), (6.շ;ւ)
В бф Л дт.
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где

7’12 = 7'շյ = - 1 dR\ , 1 Ժ/Հ
В ԺՅ .4 (?a

±ԺՃ1^_ 1 օքԼ 
В d{i .4 дл

•'и : ֊ (Bj .S'i -|- Z?[i ձ\ ) 4- - - ր \8\-շՏ>- 8-հՏհ),
.4 оа В di

м- ՝а ~ (B':2Sj+ +±/ (Bk,s;+ в',..Bi),
В -4 ал

н*  = я. 1 ГЛЧ;
.4 о-з.

, o՛ j 1 Ժճ’։ 1 ծՏ՚շ 
+ ^B ժ? 4 A

(б.3(>

rstn *Կո
1Հ> “ у

г՝3 ?•’т Ут г т ''т . т՛է1 ‘ Г4 Z 1 (6.3!)

?3 u
C* ” ն/ո i>: / nm f*/n  »om rjrri , mձ, з . ; - (- И — / t -3qZ / . (6.32)

Ограничиваясь точностью и расчетных формулах, 
женин в w-ом слое оболочки получим

Հ' (Ви £! -г /^շտ«) 7 (Ви 7Ч -f- В'^ •/.«)֊—

для папря-

г,ЛЧ 1
+в"7^

-I в". ■!֊ - ( 
в

,,,ОИ ___ ։ lOMTV - у/ ■

.,11 
1 г М՜ 1 ■ ■

..а
-,о«։

6
.,3
‘ Հ 41
6 42 (6.33)՛

т

+ ^շշ

(В&2 4֊ 4֊ 4- Bf?z։) 4-

1 ճ f \

+Д;- ՚ ՀՀրք "֊Г/г _ ■֊ 
.4 йл\ 2 6

.. - 'П (6.34)

t3=BS<0 + 7BSt4’BS֊ ֊
В di

f->.՛> I / »» 
1 -

֊z Г b
Г ֊ £ / 7 (6.35)

С такой же точностью для внутренних усилий имеем следующие ра­
счетные формулы:

I — Ղւ՝յ 4- С\2 £2 4֊ /\ n Z. լ /(,„ — (6.36)-

В' — C-Z2 =2 4՜ C[-J -- յ ֊հ 7\ 22 7-2 -f- /\ )2 7.։ - Л (6.37Й

В։շ = 7 2։ Сбйы 4- /\w~ 4՜ 12. (6.38).
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'И, Ои х, D1S х։ -ь Л'п s։ -г A'l2 S’ -Է At I, (6.39)

Л1з = jD->2 Х-ձ-J- ճ)յշ 7.J — А. • A ։շ £յ 4՜. >1շ, (6.40)

А/=/Ло^ + А;«м.ч-Н'. (6.41)

В случае .пологих" оболочек система разрешающих уравнений при- 
ннмаег следующий вид:

!(■ А ^.4-С 
Г։։А^л и ~Г (Cj2 cM)_L^L_

АВ ՕՅԼՀ.

F.AK^-ik^ + k.C^----
A o i

_ v 1 ժր» l. <Ըճ
I .4 tfx В (fy (6.42a)

( — °' 4֊ C’ ,
k - в* df

. c,) 1 Ջ" 
M AB длд%

Aշ (Ku.) — (ks A?2 4՜ A'։ 6* յշ)

1 Ժ7շ I dT\2
/>’ Հ; zl (6.426)

[A3J(D^)-2A(Ab)֊|-Q83]^- E, (K,t) - (k,Cn + A..C,.) ֊- -]«- 
А ал I

1J (Խ
V 7. (A,/՜; A2T2) ч

4 1 4- _2_ ±ճհյ1. (6.42b)
Դ Л2 дл- AB длд^ * В2 ԺՅ2

В этом случае для расчетных величин остаются в силе формулы (б'.ЗЗ)- 
(6.41), однако при этом для изменений кривизны и кручения, как 
в (4.15), имеем

1 ծ2տ՛ 1 очи 2 ге2 ,о.х, = ֊ - —. z2 =------------ , հ =.--------------------- (6.431
A2 das- В*  АВ длф

Рассматривая полученные системы разрешающих уравнений (6.24) 
и (6.42) замечаем, что они своими левыми частями в основном сов­
ладают с соответствующими левыми частями систем разрешающих 
уравнений (4.6) и (4.11). полученных на основании гипотезы недефор- 
мнруемых нормалей, данной для всего пакета оболочки в целом. До­
полнительные члены, уточняющие гипотезу недеформлруемых нор­
малей, как и следовало ожидать, фигурируют в правых частях урав­
нений рассмотренных систем (6.24) и (6.42).
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Здесь следует указать, что и в формулах расчётных величин 
(6.33) --(6.41) известные дополнительные члены (6.5) — (6.10), (6,29)

(6.32) фигурируют в явной форме.
7. Вариант теории при наличии измененной первой гипотезы. 

Здесь изложим теорию расчета слоистой оболочки, имея в виду 
наличие первой измененной и второй гипотез (см. и 1).

Рассматривая эти гипотезы замечаем, что в этом случае, ио 
сути дела, для каждого слоя в отдельности принимается несколько 
расширенная гипотеза недеформируемых нормалей. Расширение ги­
потезы. что вполне естественно, заключается в том, что, в отличие 
от известной гипотезы недеформируемых нормалей (е,: = 0, է՛՛յ. = 0), 
здесь принимается, что в каждом слое е?в1 =Ւ 0. =# 0. Вторая же
гипотеза, которая пополняет первую, как было указано выше, под*  
гверждается во всех задачах математической теории упругости, по­
священных изгибу однородных или неоднородных балок и стержней.

В силу принятых гипотез, в отличие от (6.14), для деформаций 
имеем

,>ч т , ....яг т _т , т /-7 ։ \
= ч "Ւ (Հւ . ^?з = -г 4՜ Հհձ , (/ • ։)

>п т — <՛• т

Из (6.3), (6.12) и (6.14), подставляя значения zzf, zz™ и zz՞ в 
(2.3) и полученные при этом значения деформаций е™, eJJ и 
сравнивая с (7.1), для коэффициентов разложения получим

1 ди Ա 1 дг>
В Т 77' (7.2)

.4՜' (fa- .4 (fa .4 cfa 

1 o-w I dv I ?
В- օհ ‘ К>г В Oi ' В д?

2 k 1
AB dad'i ՝ 1 В ժյ>

+ ^շ
1

է,՝"
’ д'Ь՝т 1 m t 1 , 1 O? ...
5 ԺՅ ’ A Or (7.3)

которые совершенно не отличаются от соответствующих значений 
(6.15), (6.16). Что касается остальных коэффициентов разложения 
i6.17). (6.18) и (6.19); то они в этом варианте равны пулю.

Учитывая изложенное выше, из (6.33), (6.34) и (6.35) для на­
пряжений в тл-ом слое оболочки получим
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Հր = (BiVi 4- В{\ г-.) հ (В?) В'\'> հ2) т

> .У ռ'ղ ։ <}Հք 1 I um ' j 
тАй"л-гг+й,гв sr}՝

Ъ = (Bqs г-., -J- ВТ?4) 4- *,  (B22 *շ  4՜ В™ /.J 4՜

(7.4)

1 d©°? 4֊/^±*г£  
1‘ Д ժս. (7.5)В д$

_«։ _ i\m . nW , Qtn ( 1 ^Հ ՚\ , 1- ZU> + 7B«. + է&Վ д ֊ժ?֊ + д д-)■ (7-6)

Формулы внутренних усилий (6.36) (6.41) остаются без изменений, 
однако в случае рассматриваемого варианта дополнительные члены 

имеют следующий вид:

Т\ 11 Д da
4-Я" 1
*՜* 12 В ՜օՅ

'՝ I в' 1 ՛ д' 1 'l> I51՛ Д -da +B։2y (7.7)

Տ?/ - 1 d?> 
2 Լ /յ?' В 4՜ В\ч 1

А ди

1 ժ<?> 
՜ շ 1В“ в ՛ ՛ ;. +s,24 (7.8)

Г?» = րն - ТВа>( В d<?։ I дъ'- )
Ժ? ՜է՜ Д da )

o[ • / 1 1 Ժ?? \
2 Вл\ В + A tta /' (7.9)

';J / 
л։;=֊4^՛ Հ5 \ ձ*?Լ +»-յ ԴA <ja +B12B di)

+4(s4О \ /Л
df? . I d??

(7Д0)

йз
■ Ио^: ֊-

•J
b-2_! ^ճւ

1> -■

□ ' 1 d^ 
В д?

¥B\>

,Հ 1+ й|֊' A Va֊ (7.H)

»_ տ՚2 rf I 1 def’ 
■ 3 OS6 \ В ՜՜ժ)

. 1 Ф? \
1 Д <n )

«• I I d?։° , 1 d?? ՛.
3 В <r, ' A da ’■ (7.12)

3 ilsaenna АН, серии физ.-маг nayi. N> i
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Система разрешающих уравнений (6.42) остается без изменений, а в 
системе (6.24) операторы /V13 (/Лл £,л), £/л) и Л33 (D{l. Ei!s KuJ
равны нулю.

8. Пример расчета. Для иллюстрации хода расчета по пред­
лагаемым теориям приводим один элементарный пример, который ре­
шаем с помощью второго варианта теории (см. п 7). Квадратная 
(</ = /;) двухслойная (о,— о2 = о) пластинка свободно оперта по всему 
контуру и несет распределенную нагрузку

.. . -а . ”3Z-^sin—sin b •

Имеем:
а) для нижнего (первого) слоя

B\^B2i = uF., Z& = &k, =
В& Ви

б) для верхнего (второго) слоя
в;, =в;2=£. ва=в„. в;2=/у« = о, ^1 = ^-֊-*.

В$О Ви
На основании приведенного из (4.5) для жесткостей имеем:

Շ — С1։ = Շշշ = о/: (1 -}• Л)» С12 ССЛ — О,

К = А'„ = Кп = Е (1 - п), К,г = Кю = О,

о'5
/.) = £)„ = /Л2= -£(1 4-«), ռւ2 = !)շդ = 0.

о

Основная система разрешающих уравнений (6.42) для рассматривае­
мой задачи (.4 В = 1) имеет вил

гд~и _ _ Ժ7շ ду __ &w дТ\
d<F Л дз* di' ծթ К д? = ՞ Ժ? ’

Эта система после элементарных преобразований принимает следующий 
вид:

о1 и՝ , 7. 1_ [ժ^/t՛/; ժ2.VI՛
՜Ւ ժ>’ ՜ G ՜' G [ ժ%2 + д^՜

Kl&r; (гТЛ 
С\ o-F '՜ ժՅ֊ Г ' (А>

где

G = ZJ —֊։ =ձօ3 
С

1 Ւ 14// + /г
12(1+л)
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— ■ -• ■■■«— = ; -_լ_ •• ■ — ՜ ՜ ՜ ՜ ■ г   ,

/Иг“Т[. входящие в (А). определяются с помощью формул (7.7) 
— (7.11). Для ©Г, входящих в эти формулы, из (6.5)—(6.10) имеем

о

<?1 ж: — /ՀՕ / Ժ2// _1_ $ ԺՅ*Ո
Լ da2 2 da3 )

/ ժ։է» о d*W°\
= - /?0 —

Հ-i2 Չ I’

iс А’б / ժ2ս° о d3^ \
da- 2 da3 .)'

! ֊^( d2v° S d3:c: \
ԺՅ» 2 dS3 I’

Перемещения и у , тс определяются из вспомогательной системы 
дифференциальных уравнений (4.14), которая имеет следующий вид:

д-и*
дт

— К •- 0, 
di՝1

с г' d3w՝
Ժ33

= 0,К

../d’K՛ , d‘•ы<! \ д3ип . ժ3 ս°\
/Л - — А - ֊ 4-\ ■' ,) \ Ժր' (!-.■ |

Эта система, аналогично основной системе, гоже приводится к одному 
уравнению

Ժ*  т/՜1 ժ4 ՚ւշ*-  _ Z 
дя4 ՚ d34 ~ G՜’ (В)

11а основании вспомогательной системы для «՜յ՞ получим

1 4- Ո d'J3 ՚ 1 + п д?3

% . ձ3// d3w -о . Հ3// d3K’°
1 4֊ w № ՛ I + n. dp3

Подставляя значения > в (7.7) - (7.11), получим

г;=О,

- о,

х = _к/. ճ
3 14-// дя4

֊ kE — .
3 14-// дГ

Подставляя значения в уравнение (Л), окончательно получим

ժ՚և՛ . 7. 8пкЬ2 , (7 гу \
da*  G I 4- 14/t 4՜ \ da3 )

Для решения основного уравнения (С) необходимо знать значение 
к՛ . которое легко определяется из уравнения (В).
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Решение уравнения (В) ищем в следующей форме:

, , , "7. КЗ
ад = Н sin sin -֊-•Ա о

как известно [2], это ад удовлетворяет условиям свобод!-; о го 
опирания.

Подставляя значения ад՛ и 7 в уравнение (В), для Н получим

____ I \-'i
֊47'■ 1 II;- 

и окончательно для ад՜ имеем

б/д/г’ 1 -*-  // . гл пр
ад?» —— — ------- sin — sin —•

ir4£ci3 1 -j- 14я 4- //- а b

Подставляя значение ад в уравнение (С), получим

сНад ժնշ՛ = 12(1 4- //)__
дг*  ՜՜ oV £??(! 4-

֊Ւ
8<7о nW__ <հ

I -ւ 14ռ 4՜ H“ (I՜
I ՜5 . ՜ք1 sin — տւո -- a b (D)

Решение этого уравнения, как и раньше, ищем в форме

ад = //sin — sin֊? • 
a b

Подставляя значения ад и 7 в уравнение (D). для // получим

н = 6<7О/Г*  (1 4- п) ’____ о2
~4ЕЪ3 (1 4- 14// 4- я*) I 4֊ 14// 4֊ пг а:

и окончательно для ад получим

8֊2// к&՜
14՜ 14// 4- л2 //*

Рассматривая окончательное выражение ад. замечаем, что второй 
член в скобках представляет поправку к гипотезе недеформирусмых 
нормале;!. Рассматривая поправку, замечаем, чю она существенным 
образом зависит от относительной толщины пластинки ( ' ] и от от- 

\ Ч I
ношения модуля упругости к мо. улю сдвига k. Она зависит также 
от отношения модулем упругости двух слоев (/?). Безусловно, эта 
поправка зависит также от коэффициентов Пуассона, однако в рас­
смотренном примере это не видно, так как сначала же было принято, 
что коэффициенты Пуассона равны нулю.
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Для наглядности приводим некоторые цифровые значения по֊ 
правки в случае однородной (л = I). изотропной (/е — 2) и анизотроп­
ной (А՛>2) пластинок.

Имея значения к» и ւշ՚՚Հ нетрудно найти остальные расчетные
величины задачи, однако на этом

.֊ 1 Ն _ I i _ 1 » _ >не останавливаемся, так как на- k
шей целью была лишь иллюстра- а 6 а 10 Ч 20 ։ 40'

цпя хода расчета. 2 0.27 0,10 0.025 0,006
9. Заключение. В заключение 5 0.68 0,25 0.063 0,016

отметим, что пределы примени- 10 1.36 0,50 0,13 0.033
мости предлагаемых здесь теорий ։5 
значительно шире пределов при-

2.04 0.75 0.19 0,050

менимости теории, построенной на базе 
нормалей.

гипотезы нелеформируемых

Дело в том, что принятые здесь предположения о деформациях 
с։; и Су, значительно ближе к действительности, чем условия «?а7 О 
и ֊ 0, в особенности при малых значениях 6\7 и (г^, что имеет 
место во многих анизотропных материалах.

Следует отметить также, что, в отличие օւ теории построенной 
на базе гипотезы нелеформируемых нормалей, точность предлагаемых 
теорий в значительной степени зависит не только от относительной 

м ռ
толщины оболочки но и от отношений '* и ՜Վ՜.

В и В„
Укажем, что здесь, по сути дела, имеем последующее прибли­

жение, которое уточняет гипотезу нелеформируемых нормалей.

Институт математики и механики 
АН Армянской ССР Поступило 28 XI 1956

U. I*..  Հ.սսՐ|>ւսթձւ1է.ւքյահ

եՐԿՏեՐՏ ՕՐՏՈՏՐՈՊ ԹԱՂԱՆԹՆեՐՒ ZlK4m 
եՐԿՈհ Մե^ՈԴՒ Մ՜ԱՍԻՆ

и. 1Г Ф II Ф Ո I՛ Մ

Ս.շիէաւոոլթ քան մեք արվում Լն երկշերտ օոուոտրոոլ թաղանթների 
հաշվման երկու ՛հոր ւո/ւ и ու թ ք ո t ն . ո ր n'h ր > ի ւոարրե՜րո ւ թ յոլն դո յո / թ յան 
ունեէքող տեսությունների, շեն րնդ ա նու մ ղեէիո րմ ա րյ իա յ ի 'ենթարկվող 
նււրմաքներ ի Հի պո թ եղրւ

I/.JII աշիւաաաթյան հիմրա մ են հետևյալ րնղ անելոլթ յուն-
՛հև ր ր՝

ա) Թաղանթ ի մ իք ին մակերևույթին նորմալ ղծ այ ին Լլե il են սւն և ր ր 
դ1;էիո րմա//ի այ ի րյ հետո շեն վւոիւոււ! ի րեն ղ ևր կա րութ յուն ր է

ր) Սահրի С,- և ղ ե !իո ր if ա tf ի ա՛հ եր ր որոշելու Jամանակ րնղուն֊ 
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հում I;, tip ~x. It 7:. շոշափող լա p n lit I; p p \ հ՛հ տա p ph p if II i մ ղհ .'fin ր մ in tj ի inյի 
շեն fJ Шр կվ/էղ ‘hnptf ալնելէի հիպոթեզի կիրուոման Jամանակ ոտաղհող, 
համ ապա min ո քո ա՛հ շոշա փող չարու tf'iihp ի tj:

ԼԼշ իւ in in ո i թ յան il hf րևլւհում Լ 'limit hpljpnptf. մոտտհոր ահ ո ո լ թ յ ո լ՚հ p , 
որի կաո ու ւյմ ա՛հ <! ւոմ ունակ ընղոլնհում Հ p) րն ղ ո ւն հ չ ո է թ յո ւն p , ի"կ 
«/) ր՚հզունհչու թյա ՛հր ձեափոիւհ ու մ կ այոպեո՝ թաղանթի միֆին մակե­
րևույթին նորմալ, դձային էլեմ h'bin'hh չւր ղհ էիո p մ ա ղ ի ա յ ի tj հհ inn մնում են 
գծային հ շեն փ ո էի ոխ ո է մ իրհնւյ հ ր կա ր ո < թ ;ո I ՝հ pi
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