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Об одном методе решения гиперболического 
уравнения, содержащего смешанную производную

Известно, что ряд задач математической физики, как, например, 
задача о распространении звуковых ноли в поступательно движущем­
ся потоке жидкости, а также в пористой среде, или же задача о про­
дольных колебаниях упругих стержней при наличии сил сопротивле­
ния, пропорциональных скорости деформаций, приводится к интегри­
рованию гиперболического уравнения, содержащего сметанную про­
изводную, г. е. уравнения вида

д-и օչս. ,, d-и
dt2 * дх- dxdt

Օէ |мо

и (0, /) = и (է, է) - 0.

Применение метода, близкого к методу Фурье для решения этой 
задачи, порождает некоторую краевую задачу на собственные значе­
ния. причем собственные функции оказываются не ортогональными в 
обычном смысле, но обладают некоторым свойством, которое естест­
венно называть обобщенной ортогональностью.

Это С80ЙС1В0 аналогично интересному свойству, впервые обнару­
женному Л. Ф. Изиковичем [1] для уравнения четвертого порядка, 
и позволяет из начальных условий (2) определить единственным об­
разом остающиеся неопределенными коэффициенты разложений совер­
шенно так же, как в классическом случае уравнения колебания 
струны.

Отметим также, чго построения П. Ф. Попковича, основанные 
на возможности одновременного разложения двух произвольных функ-

(1)

где « — постоянная.
В настоящей заметке приводится решение так называемой сме­

шанной задачи для уравнения (1), которая состоит в отыскания фувк- 
ции и(х, է) в области />0, 0<л'</, которая удовлетворяет уравне­
нию (1) и следующим начальным и краевым условиям: 

g(A). (2)

(3)

Ь Известии ЛН, серия физ.-м.՛,!. наук. № I
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дий в специальные ряды по собственным функциям, были затем 
обоснованы в работе I'. А. Гринберга [2].

В первой части настоящей заметки приводится формальное по­
строение решения смешанной задачи (1), (2). (3) в предположении, 
что соответствующие разложения по системе собственных функций 
справедливы, а но второй части доказывается, что при определенных 
условиях, налагаемых на начальные функции ք (х) и g(x), указанные 
разложения справедливы, и построенное в виде ряда формальное ре­
шение является действительным решением поставленной задачи.

1 . Построение решения. Ищем решение смешанной задачи (1). 
(2), (3). формально, в виде ряда

\i i'l.J 
u (x, I) - _~аке

(*)
(4)

где система функций (*л(х)), последовательность чисел (К*) и коэф­
фициенты խ*} подлежат определению^

Легко видеть, что если система функций (<р*(х)} и последова­
тельность чисел X*) суть соответственно собственные функции и соб­
ственные числа следующей граничной задачи

3՛" — 2 а оу՛ 4- /.у — О, 

уф) = у(!) = о.
(5)

(6)
.о ряд (4) формально удовлетворяет уравнению (1) и краевым ус­
ловиям (3) при произвольных комплексных значениях коэффициентов 
{«*)•

Вся совокупность собственных чисел и собственных функций 
граничной задачи (5). (6) может быть выписана в явном виде, а именно:

r.k__
/I

ia>.kx kr.x 
= е sin ՚

где k — 1 1, ± 2» - • • •

' j ----- I

/r.X.x — ir-i Kbx
• —e

2i

r2 ֊ /1 p«-:
Таким образом, для формального построения решения задачи (I). (2), 
(3) остается лишь выбрать коэффициенты (й*| так, чтобы ряд

со

и (х. о = ?, W 5»<(х), (4')
Л-—ы

где последовательности {/.*} и !о* (х); определены по формулам (7) и 
(8), удовлетворяя также и начальным условиям (2). С этой целью 
покажем сначала, что система собственных функций {?* (x)j удовлет­
воряет следующему условию:
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(9>

I

Ф« (■*){(** -Ь >՚ո) (х) 4֊ 2«7>;.(л-))г/л- =
о

О, k у п,

-Jz k п.

при k, и՛ ~ ± 1, 4 2. • • •
Свойство системы (?л(х)), выражаемое интегральным соотноше- 

вием (9), естественно называть обобщенной ортогональностью.
Для доказательства первой формулы (9) заметим, что из опре­

деления собственных функций следует, что имеют место тождества:

Հ (х) 2айп*п(х) 4- (х) = 0, (10)

Հ (х) у 2ай^(х) 4- >^(х) = 0. (10')

при //, k = ~ L ± 2, - • •
Умножая (10) на с*(х), (10') на фя(х), вычитая первый результат 

из второго, интегрируя полученное тождество от 0 до / и, наконец, 
преобразуя некоторые слагаемые интегрированием по частям при 
учете граничных условий (6), легко получим

I
(և- — Հ) I фл (х)|(к,.. ֊I Ал) ?л (X) -|-2аг>’Дл'Я dx =0. (11)

о
Из ( 1) немедленно следует первая из формул (9). 

Далее, из (Ճ) имеем

2ая?л (х) 4- 2а/Ф^(х) ֊-֊

,-Р л. ч ~ЛлА' . “ЛХ 2т.(ЦЦ. ьпх т.ПХ = 2Л„(I 4-а-}е sin- - 1- е cos — .

откуда получим
I

J Фл(х)[2АлфДх) 4- ]</х =
6

է I
о. ,. f , ,«“Х . , in~a Ր 2кпх , =2к„ (I 4- «-) slna— dx J- —-— sin —dx =

о о

ля(1 |-д®)/= ьлр 14-rtI * * 4 * * * В,

г. е. вторую из формул (9).
Теперь покажем, что, пользуясь формулами (9) обобщенной ор­

тогональности. мы можем определить коэффициенты (а*) в (4') так, 
[чтобы функция «(х, /) удовлетворяла также начальным условиям (2).

В самом деле, из (4') следует, что начальные условия (2) фор­
мально удовлетворяются, если имеют место одновременные разложе­
ния
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со 
f(x) = ^ая®я(л)| (լ2)

Л’ ՛*
<х

(12х)
Л Л-_ «к 

на интервале (0, /).
Полагая, пока лить формально, что разложения вида (12) и (12') 

возможны, покажем, что при равномерной сходимости обоих рядов 
на отрезке [0, /] коэффициенты [л„ определяются единственным об­
разом через функции f(x) и g(x).

В самом деле, из (12) и Ա2') непосредственно следует

/(Д')|М* (Д') 4-2<П<?* (А-)] — ԼՀ (Д') Ф*(Х)
X՛

= (д'Ж^л 4- М ?* (*) + 2а/?Д*) |. (13)
Л- — ՛■՛

где k = ± 1, ± 2. • • ■
Интегрируя (13) и принимая во внимание формулы (9), получим

1

-яр ՛ T^՛ .՛ о
(A‘= ±֊ 1, ±2,— ).

Теперь очевидно, что если в ряде (4') числа {).*}, функции 
{?*(*)) и коэффициенты аД определяются соответственно по форму­
лам (7), (8), (14), то его сумма //(д', /) формально удовлетворяет 
уравнению (1), граничным условиям (3) и начальным условиям (2).

В следующем пункте доказывается законность вышеприведенных 
формальных построений

2°. Обоснование метода. В этом пункте сначала докажем, что 
если f (х) и g(x) суть независимые друг от друга достаточно гладкие 
функции, го одновременные разложения (12) и (12') действительно 
возможны.

Теорема. Пусть f(x) -дважды непрерывно дифференцируемая 
функция на отрезке [0, /|, удовлетворяющая граничным условиям 
(3). а функция g{x) лишь непрерывно дифференцируема на том же 
отрезке.

Если в рядах (12) и (12') коэффициенты аь i определены по 
формулам (II), то ряды, эти сходятся, притом равномерно в лю­
бом подинтервале, а их су ямы равны соответственно f(x) и g(x).

Доказательство. Введем обозначения
.V .V

(Д): 7‘v(a'1-У/^^(д՜);
fe— А *--- .V
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I
a>(f) = «/.‘а?-. 1Հ"'։(i) + 2a‘4(W

-R\' 1 +Й J о
I

a»(.?) = ֊,=Г՜- i s dt-. 
тиА’/р 14-0 J

0

(15>

(16)

.v .v
S.\{x,f)-= V аА(/)?Л(х); S.v(x, g) = V ak(g)vlc(x)‘, 

k--X k~-X
Л .V

7>(x,/) = V i\kab(f)^(x)-, Тл(х, g) V <7Aa*(g)©A(x).
к■—N к--У

Очевидно, что

ак = ak (/) -1- a* (g); S.v(x) - Ջ\ (a, /) 4֊ ձ\ (a, g);

7,v(a-)= 7\(x, 7)4- 7\-(x, g),

и теорема будет доказана, если мы покажем, что при сделанных в 
теореме предположениях относительно функций /(а) и g(A) имеют 
место следующие предельные соотношения:

Um ձ\ (X, /) = /(х); 1 Im S,v (a. g) ֊ = 0; (17)Л:-« •“ Л’՛* »
litn Ту (х. g) = g (х); lim Ту (х, /) = 0; (17')

jV”*»
при этом равномерно внутри отрезка |0, /|.

Положим в дальнейшем / — ՜, что. разумеется, не ограничивает 
общности. Подставляя значение ak(f) в Sy(x, f) и меняя порядок ин­
тегрирования и суммирования, получим

dt.

Подставляя здесь выражение для ?*(/) через показательные функции 
и проделав элементарные преобразования, будем иметь

\v(x,/j = (1 4- 2лт։) 2 М 1֊гЛ։
sin ՚ Կ

2/14-а2

sin Г=(А -/)

4-( 1 2аг2)
sin

2|/Н-а։
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֊(1փ2«ր։)
sin

sin /-./ r2x
21 14֊ a2

sin
- (1 — 2ar2) -

v , _լ \ rix ± ՚Հ-[ 
T 2 ) /f+д2

, r.x 4֊ rdsin —՜ ֊
2p 14-a2

dt.

Заметим теперь, что при фиксированном х£(0, ՜) выражения 
г2х ք- րՀէ и rxx rd не обращаются в нуль ни при одном значении / 
из промежутка |0, -]; поэтому, в силу теоремы Римана —Лебега, при 

получим

sin
S.v(x. /)

4п (1 -f- a2).

4-(1֊2«դ)

sin

_1_| М* —О 
2 / 2/Нй2
Դ i.A /)
2/14 a

(It o(l), (18.)
Իsin -—   Հ՝ 

2V 1 <г

притом равномерно относительно л՜ в любом отрезке, лежащем внутри 
(О, к).

Еще раз применив теорему Римана Лебега, мы можем в форму­
ле (18) заменить выражения 

sin rt(x-/) 
2/ Н֊а2 '

sin -гշ (л՜ — 11
2|/1+«’-

через
_ր,(ճ_Հ) 
2/14 (i-

г2(х- /) 
՝2| 1,6/֊՜

тогда получим при /V • 4- со

sin 1 \
Հ .) 2 1 > Ճ

dt фО(1)

равномерно относительно х в любом отрезке, лежащем внутри (0, ^).
Но по условию /'(/) непрерывна; поэтому по известной теореме 

теории рядов Фурье будем иметь
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Пт S,v (х, /) = + - Նս) = f(x),
v-*« 21/ I -է-а֊ \ r, r« 7

при этом равномерно внутри (0, г. е. первое из соотношений (17) 
доказано.

Докажем теперь первое из соотношений (17х). Принимая во 
внимание (16), меняя порядок суммирования и интегрирования, будем 
иметь

к Л'
7\(х, g) = 1 - (gV) ^?Ил')?н6

- .v

df

или, подставляя выражения через показательные функции и про­
делав элементарные преобразования, получим

g) 4֊(1
о

քյ(* -1) 
/1 -i-a£

sin
Г, (A- լէ) 
21Հ՚|Կ֊Ժ

sin \гч- 1 \ ra(x-Q 
2 I յ/Г-й2

. Г,(Х — Z) 
shi - ------ ,

2/1-|-a2

dt -f- о (1). A' -► ao ,

где мы уже воспользовались сделанным выше замечанием и теоремой 
Римана — Лебега. Далее, заменив опять знаменатели ядер через соот­
ветствующие аргументы, получим

T'.v (х. g) -

г, (x-J)
I 1—a*

Из (19), в силу непрерывности g'li). бу дем иметь:

(19)

11m 7',v(x, g)- / ֊г֊Ն (*)=£ (*),
л՜-*.» 2| i -рa ՝ г। /՜շ /

притом равномерно внутри (0, к), т. с. первое из соотношений (17х) 
также доказано.

Для доказательства вторых соотношений из (17) и (17х) преоб­
разуем выражения коэффициентов a/.(f) и «/.-(g) путем интегрирования 
по частям.
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Пусть Ci'(x) = ,հ (х); тогда легко видеть, что 
П -IX

«* (г)- - յ==։Г(6 = ֊'==.fG at.
о о

Наконец, пользуясь тождеством ПО') и тем, что по условию 
теоремы f{x) исчезает на концах промежутка, будем иметь:

а յ։
а*(/)= -֊ Р(')ЙОdt - ֊

tcA’“J “Я*՜ J
о о

Подставляя теперь эти выражения 
\v(.v, g) и 7\-(х, /), получим

«*(£) и аЛ(/) соответственно в

•S.v(x.g) а (/)
у ?НЛ-)£;(О

(20)

։
zVt+a«

(UJ v
J А«<Y I*- л՛

dt. (21)

Vi՜t-՜ր/
н

Таким образом, интеграл (21) получается из интеграла (20) заме 
ной функции (i {/) на поэтому нам достаточно доказат ь лишь, 
что Нтձ\- (х, .Հ) — 0.

Подставляя значение функции в (20). получим 

£v(x. g)=

Ղ (х — է) 
/1+4*

րI (x — t) 
2уТ^а֊

sin r2(x f) 
I i֊T«։

sin n 
/l+a։

dt - 0(1), Л * >o,

применяя теорему Римана — Лебега. Далее, поступив так же, как и
выше, получим

11ш5л’(л', #) = 
лг- »

֊ 1 . [(?(х)-С(х)1 = 0.

притом равномерно относительно л՜ внутри (0, it).
Таким образом, теорема полностью доказана.
Заметим теперь, что из выражений коэффициентов ak(f) и a*(g) 

легко следует, что если f(x) и g (х) имею: кусочно непрерывные 
производные соответственно до четвертого и третьего порядков и удов­
летворяют условиям: 



Об одном методе решения гиперболического уравнения 121

Հ(0) /'(0) = ք"ՂՊ = м = /"(/) = f"V), 
g (0) = Հ(0) = Հ'(0) ֊ Я( 0 = Հ(ք) = Հ'(/)։

-,0 =

Таким образом, во всяком случае тогда, когда начальные дан­
ные /(х) и g(x) удовлетворяют перечисленным условиям, числовой 
ряд

-Г'Х
У

сходится, и. стало быть. построенная по формуле (4՜) функция н(х. է) 
является решением задачи (1). (2). (3) в классическом смысле.

Институт математики и механики 
АН Армянской ССР Поступило 20 XII 1956

!«». Xtiipm թսս հյսւհ, IF. IT. $>թ|*սւշյսւհ, ft*. II». tk|bpuiufi<|pjui(l

ԻԱՌՆ ԱԾԱՆՑՅԱԼ ՊԱՐՈհՆԱԿՈՂ ՃՒՊԵՐԲՈԼՒԿ 1ԱՎԱՍԱՐԱԱՆ 
ԼՈՒԾԱԱՆ Ահ ՄեԹՈԴհ ԱԱՍՒՆ

II. Մ Փ Ո Փ П հ Մ

Հայտնի I;, ււր մաթեմատիկական քիիղիկա յի մի չարր խնդիրներ) 
օրինակ՝ համրնթաւյ զարմվող հեղա կի հոսանքի մե$, ինչպես նաև Лш^ии՛֊ 
կեն մի? ավա յրւււ մ ձայնային աքիրների տարածման խնղիրր, կամ աոաձ֊ 
դսւկան ձողերի երկայնական in ա ատն n t.ifii ե ր ի /'/'I' ղ ե !իոր մւս ց ի ան եր ի
ա րաղ ntfJ յան ր հ ա if ե մ աաա կ ան դիմադ րա թյա՚հ ui.il երի ա ոկա յս ւ /•/յան ղեւղ- 
րամ, րերվում են իւաււն ածանց յա/ պարունսւկսղ հ ի պև ր րս ք իկ հտվաոար֊ 
մiii'li ինտեգր ման, այսինքն հեսւևյաք տեսքի հավասարման

Ժձ« ՜ lf2U . . .
—- -}֊ ՝2а------ » (11

ժ/“ ax'- dxdl

որա եղ հաստատուն 1,ւ
Ներկա հողւ/ածում րերւիւլմ 1.(1) հավասարման համար, այսպես կ"չ- 

ված, իւաււր խնւ/ււի քւււծւււմքւ, այսինքն է 11, (I <Հ .V <Հ / տիրույթում կա֊ 
и tn gi/ni.if է այնպիսի Ц (Д', է) էիւււնկցիա, սրը րավա ր ա ft и ւ.մ է ( I) հավասար- 
մանր և հԼսւեյաք սկղրնական ու եզրային պա յմ աննև րին

4 ֊АГ(А-),
|հ֊օ dt յ-գ

u(0, է)-ս(1, /) = ().
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