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МАТЕМАТИКА

Р. Л. Александрин

О корректности одной смешанной задачи 
и о спектральной эквивалентности связанных 

с нею двух операторов

В работе изучается некоторая система дифференциальных урав­
нений. которая в известном смысле является простейшей из систем 
типа С. Л. Соболева, т. е. систем не типа Ковалевской, для которых 
все же задача Кони։ поставлена корректно.

Такие системы встречаются в некоторых вопросах гидродинамики 
н были впервые изучены С. Л. Соболевым, который решил задачу 
Коши в явном виде для некоторых специальных случаев, путем по­
строения соответствующих фундаментальных решений. Исследование 
этих формул, дающих решение задачи Коши, обнаружило некоторые 
специфические особенности качественных свойств решений таких 
систем. Эти специальные свойства выявляются сильнее, когда рассма­
тривается не задача Коши, а смешанная задача, т. е. когда область 
изменения пространственных переменных имеет границу.

Наряду с упомянутой системой в работе рассматривается тесно 
связанное с нею уравнение четвертого порядка; указывается способ 
шостроення решения системы по данному решению уравнения четвер­
то порядка и наоборот.

Доказывается корректность постановки смешанной задачи как 
Вя системы, так и для уравнения четвертого порядка, путем сведе­
ния этих задач к решению задачи Коши для операторных уравнении 
в.соответствующих функциональных пространствах.

Устанавливается спектральная эквивалентность операторов .4 и 
К. порожденных смешанной задачей соответственно для упомянутой 
системы и уравнения четвертого порядка. Указывается способ сведе­
ния построения резольвенты самосопряженного оператора .4 к реше­
нию задачи Дирихле для одной системы дифференциальных уравне­
ний второгб порядка.

Для последней системы фундаментальное решение выписывается 
в явном виде.

Краткое содержание некоторых результатов работы было опуб­
ликовано автором в заметке [2], причем, как формулировки, так и
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доказательства этих результатов значительно упрощены. Результат 
не упомянутые в этой заметке, публикуются впервые.

Г. В этом пункте подробно излагается постановка задачи, 
также устанавливается тесная связь между одной системой дифф 
ренциальных уравнений и уравнением четвертою порядка, упок.чи 
тых в введении. j

Рассматривается следующая система дифференциальных ура 
нений:

Ժ-Հ. 
дР

дР
дх

=д'’ (||
at- ay

div V=^+-^ = 0. (I J

ax dy

которая, очевидно, не является системой типа Ковалевской, одна» 
можно показать, что задача Кош к для системы (1) поставлена ко 
ректно и, более того, построить формулы, дающие решение зада» 
Коши в явном виде. Как уже говорилось выше, мы изучаем смеша 
ную задачу для системы (1). Всюду в дальнейшем мы будем спиш 
что независимые переменные л*, у (пространственные координаты) ց 
системе (1) изменяются в некоторой ограниченной области D с гдадч 
кой границей Г на плоскости XY, а />0.

Вектор V(x, у, է.) с компонентами 1Հ и 1Հ. вместе со скалярной I 
функцией Р(а', у, 0 составляют решение системы (1), если она^оЯ 
ладаю. соответствующими производными и обращают систему (1)11 
тождество по .х, у. / в области их изменения.

Задача С. Л. Соболева, или. коротко, задача (С) для системы (Г-1 
состоит в отыскании такого решения, которое удовлетворяет следуй- 
щим дополнительным условиям:

Цх. у, б|== Р(։|м-.у). till

dV 
di

= Г/։|(А'. У).

/-0

-з-ЗЯ

Р(х, у, /)| = 0 при всех г>0. '•’1
Одновременно с системой (1) рассмотрим следующее уравне»

четвертого порядка:
Ժ՜“ձ« . о-it л --------- 1------- — (). 
dt- dy-

где ձ =------ В - оператор Лапласа.
dx- dy-
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Задача (С) для уравнения (4) состоит 
лян, которое удовлетворяет условиям:

« | = %(*. У).

7-0

в отыскании такого реше֊

(5.1)

ди
dt = У).

/-о
(5.2)

и (х, v, /); — о 
'г

при всех />0. (6)

Мы изучим вопросы существования, единственности и коррект- 
яостн указанных выше задач.

Заметим, прежде всего, что система (1) тесно связана с уравне­
нием (4), а именно имеет место следующая теорема.

Теорема 1. Если гладкие У(х, у, է) и Р(х, у, է) удовлетво­
ряют системе (J) при условии (3), то Р(х,у, է) удовлетворяет 

уравнению (4) и при заданном И(х, у, է.) определяется единствен­
ный образом. Обратно, если и - /?(х, у, /) удовлетворяет уровне- 

нению (4) и условию (3), то существует вектор 1'(х, у, /), кото­
рой вместе с Р(х, у. Г) составляет решение системы (/), причем 
разность любых двух таких векторов имеет компоненты вида 
■К = <л'у, /), V'x = /;(х, /).

Доказательство. Продифференцировав (1.1), (1-2) соответст­
венно по х и у. почленно сложив, приняв во внимание (1.3), полу­
чки:

дх
Պ

ի. с. Р(х, у, է) удовлетворяет при каждом фиксированном / уравне­
нию Пуассона (7) и граничному условию (3); поэтому, в силу един- 

— ►
ргвснносш решения задачи Дирихле, при заданном lz(x, у, /) лейст- 
лителько определяется единственным образом.

Продифференцировав, далее (7), дважды но z и принимая во вни- 
хдняс (1.3) и (1.2), легко убеждаемся в справедливости первой части 
;eopt.՝3H 1. Пусть теперь Р(х, у. /) удовлетворяет уравнению (4) и 
условию (3). Составим для данного /Дх, у, О уравнение

- р(х. у.;?). ժ/4 ժ/2 •> 1
(8)

которое можно рассматривать как обыкновенное дифференциальное 
уравнение. Легко доказать, что при таком /Чх, у, է) уравнение (8) 

Ейкевт решение /(х, у. /). удовлетворяющее уравнению (4). Для этого 
ло«л.т:очно написать общее решение уравнения (8), подставить его в 
учнн-ение (4) и подобрать четыре произвольные функции от х и у, 
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входящие в общее решение уравнения (8), так, чтобы обратить ур: 
некие (4) в тождество.

Пусть теперь Р(х, у. г) такое решение уравнения (8), котор

удовлетворяет уравнению (4); тогда, полагая И, - — . 1\ 
дхдР

Ժ7
дудР ду ’

. непосредственно убеждаем!
дР дГ-

что они образуют решение системы (1). Наконец, положив Р֊ 0. ւ 
(7) и (1.3) получаем V'։ = а (у. /), Vy = b{x, է). Теорема I доказан։.

2Հ В этом пункте мы сведем решение задачи (С) как для си­
стемы (1), так в для уравнения (4) к решению задачи Коши для двух 
операторных уравнений в специальным образом построенных гильбер­
товых пространствах, причем удачный подбор скалярных произведет 
кии и операторов существенен для дальнейшего исследования. Попу՜ 
но установим некоторые основные свойства упомянутых оператора։

Пусть На — гильбертово пространство комплексных вектор-фун:- 
ций V (х, у), компоненты которых \'х(х. у) и У., (х, у) определены 
суммируемы с квадратом модуля в области Լ), причем линейные от 
рации обычные, а скалярное произведение задано формулой:

(1Հ W>) = j UlA ■ Wx r 1Հ- \Vv)dxdy.

D

Пусть Զ — линейное многообразие гладких соленоидальных вект՛ 

ров,т. е. 1(л, у) Զ, если 1Հ и Уу имеют непрерывные производив

всех порядков 
dVA оУу

•)х ду
Замыкание

в замкнутой области /> I- Г и всюду в /Jdivl՛՜ 

= 0.

’2 в скалярном произведении (9) обозначим через /1.

Это замыкание может быть описано следующим образом: V’ Нл հօ
—> — —j

да и олько тогда, когда У Нл и обобщенная дивергенция У(х, 1 

равна нулю, т. е. (К grad у) = 0 для всех ?(л, у) Фо. где Фо— 
нейное многообразие бесконечно дифференцируемых в D • Г функцл 
г(х, у), исчезающих вне некоторой области I) , такой, что ՀՀ ^D.

В самом деле, если И /Уд. то существует последовательное!
V' у)( Զ такая, что liin И V՜ V՜ * || - 0. Интегрированием по ч 

«-о
стям легко получим, что ( У , grad») = O для всех ?-.Ф0: нозтох 

-» —» —
(У, grad 't) = (V’— У , grad ср), откуда в силу неравенства Буняко 

ского — Шварца (1Հ grade?) — 0. если ?(х, у) Фо. Легко видеть така*



О корректности одной смешанной задачи 73

что. если V На и (1Հ grad?) = 0 для всех о Фп, то найдется по­
следовательность V' 1 Ճ такая, что lim II V ս' ՚ II -0. т. е. V՛ ///,.

h-.Q
Пусть теперь в плотном в На линейном многообразии (֊2 задан

оператор Л по формуле: 1Г = А 1Հ где
дР

-1Հ-Ւ֊՛ (10.1)
дх

ду
(10.2)

а Р(х, у) определяется при заданном 1Л: Զ единственным образом из 
уравнения (7) и граничного условия (3). в силу единственности реше­
нии задачи Дирихле для уравнения Пуассона.

Семейство векторов V(x, у, /), зависящих от вещественного па­
раметра /. будем называть траекторией в //.•,. если при каждом фик­

сированном է V(X> у, է)ՀНл. Производные траектории по է условим­
ся понимать в смысле сильной сходимости в Нл> т. с. если траекто­
рии дифференцируема в точке /, то
f Ilm |ձ?_ ' -I AL -LILL • օ_ i!=о. (II)

л-о Ifdt հ

Легко видеть, что система (1) может быть записана в виде:

(12) 
дР

а задача (С) сведется к отысканию дважды дифференцируемой тра­

ектории V’(x, V, /). удовлетворяющей уравнению (12) и условиям (2.1) 
к (2.2).

Очевидно, оператор .4 от է не зависит. Поэтому уравнение (12) 
можно рассматривать как обыкновенное уравнение с „постоянными 
коэффициентами“ в пространстве На.

Теорема 2. Для всех V Զ имеют место неравенства

— (V, V)<.(AVt И)^0. (13)
/и. е. оператор .4 ограниченный. 
определенный на Զ.

Д о к а з а т е л ь с i в о 11усгь

симметрический п отрицательно

V !2: тогда, очевидно

| Vx ֊ dxdy j j'pC*. у)-div Vdxdy 

о

или. d силу того, чао div V' 0, получим
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(AV, И)= - f [| Vx\֊dxdy. 

D
Пусть теперь Нц—полное гильбертово пространство, которое по 

лученои результате замыкания Ф„ в метрике, порожденной скалярным 
произведением

№ди dv . ди ՜օօ\ . . Ր(\ , , Տ1
- ---------- -  — - — \dxdy = — | \ձս ՛ vdxdy. (Hl 
дх дх ду ду ) J J

D ' D
Пусть ձ 1 - оператор, обратный к оператору Лапласа при нулевых 

краевых условиях. Рассмотрим оператор
« = -ձ-1.ճ-, (15)

ду-

Ге о рема 2*. Для всех п(х, у) ’Ф0 имеют место неравенства 

— (и, и)в<(Ви, ս)ճՀ0, (13*/

т. е. оператор В, рассматриваемый, на плотном в Hti линейнвх 
многообразии Фо, является ограниченным, симметрическим к отри­
цательно о пр е дел е иным.

Доказательст во. В самом деле, пусть и Ф„, тогда
(* {* _ !* (fill ______

(Ви. и)и = - I iBu-udxdy = I (------и (х, y)dxdy
J J .) J <v2
D D

а с другой стороны (//, Hin­
du 8 , ди Г-1 . ,

֊I — dxdy, поэтому tci 
дх ду I 

рема доказана.
3 . В этом пункте, опираясь на приведенные выше построение 

и теоремы 2 и 2*, мы докажем существование, единственность и не­
прерывную зависимость от начальных данных решения задачи ՝С| 
как для системы (I), так и для уравнения (4Լ

Заметим прежде всего, что. в силу упомянутых георем, опера­
торы Л и В, заданные лишь на плотных соответственно в ПА и Ив 
линейных многообразиях 2 и Ф„. про. олжимы единственным образок 
на все Ւ/а и Ни с сохранением упомянутых в этих теоремах свойств. 
Полученные таким образом самосопряженные операторы мы будех 
по-прежнему обозначать через .4 и В.

Теорема 3. При произвольных V՛''\х, у) и V' (х, у) из На 
существует единственная дважды непрерывно дифференцируемая 

по է траектория V{x, у, /) в Нл. которая удовлетворяет уравне­
нию (12) и начальный условиям (2.1) и (2.2) Эта траектория не- 

прерывно зависит от V и V в смысле сальной сходимости в п,\.
Доказательств о. Будем искать решение уравнения (12), удов­

летворяющее условиям 12.1) и (2.2։, пока формально, в виде степен­
ного ряда
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\'{л-. v, О =V 1Г(*’. 
— Л!

/.'֊■О
(16)

- *(յէ՝
где коэффициенты U” /Հհ подлежат определению.

Полагая, что указанные в (12) операции выполнимы почленно, 
Получим без труда рекуррентные соотношения

—*.£4-21 1
Ա7 = ДГ (/? = 0, 1. 2, • (17)

IW<01 ■»%։>
но из начальных условии очевидно имеем: и = i . w t . по-

этому из (17) коэффициенты IV' ' определяются однозначно, а именно

w™ = л'?”. (18.1)
^'^Л"!/1'1. (18.2!

Lie (р = 0, 1, 2, •••). а пол нулевой степенью оператора .4 понимается 
тождественны:՛. оператор. Таким образом, ря.

ОО

V(x, у. O=v
-|.(2р)! 

/i-О

_Ճ1 w<՛- 
(2/H 1)!

(19)

формально ’.'доалетворяет как уравнению (12). так и условиям (2.1) 
в (2.2).

Рассмотрим теперь ряд. составленный из норм членов ряда (19):

v |z^

- (2/>)! р-0

'?/> -г I
-И!—- j/lV" 

' (2/Н-1)!
(19*)

который, в силу ограниченности оператора .1. сходится яри любом 
фиксированном /; поэтому легко видеть, что как ряд (19), так и ряды, 
получаемые из пего, почленным дифференцированием по է или при­
менением оператора .4 сколько угодно раз, сходятся по норме в про­
странстве На, а его сумма действительно является искомой траекто­
рией. Кроме того, в силу (13), получим оценку:

П-(А-. у. /)||^г (1,1' р. \- ), (20)

нз которой непосредственно следует как единственность, так и не­
прерывная зависимость oi начальных данных в смысле сильной схо­
димости в НА.

Легко видеть, далее, что уравнение (41 можно записать в виде

д-и
дй = Ни. (21)

где оператор /т не зависит oi է и является ограниченным в простран­
стве На. причем ||Bj| = 1.

Поэтому решение задачи (С) для уравнения (4) сводится к на­
хождению дважды дифференцируемой траектории и\х, у, // в 1!1(.
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которая удовлетворяет уравнению (2.1) и начальным условиям (аД 
н (5.2). |

Поступая совершенно так же, как в случае уравнения (12), лена! 
доказать, что искомая траектория и (х, у, /) представляется степеЛ 
ным рядом |

" <*• $ = S17^7 •”) + в՞^ •'■)] s
/>-(1

причем ряды, полученные из (22) путем конечного числа почленнш! 
дифференцирований по / или применения оператора В, сходятся в 
норме и пространстве ///?. Кроме того, имеет место оценка

у. /)||я<е|'|(|!Ф»11я + 11Ф1,|У. (23

т. е. нерпа следующая теорема.
Теорема. 3*. При любых О0(х, у) и Ф։(л-, у) из Ив сущее т 

event единственная дважды дифференцируемая по է траектори. 
в Нву которая удовлетворяет уравнению (2!) и начальным уело 
виям (5.1), (5.2).

Эта траектория зависит непрерывно от начальных данных : 
смысле сильной сходимости в //Л.

Замечание. Построенные выше траектории V{x. у. /) //д i 
«(-*, у, /) /7л. очевидно, нс всегда являются решением задачи (С) со 
ответственно для системы (I) и уравнения (4) в классическом смысле 
однако представляют собой решение этих задач в некотором обоб 
щенком смысле.

Так, например, и (х. у, г), определенная формулой (22). удовле 
творяет при всех следующему интегральному соотношению:

֊“.<?) = («, (21’
of- }н

для всех ?(л՜, у), гладких в Г), исчезающих на Г. которое эквива 
лентно уравнению (4) и граничному условию (3), если и.(х, у. /) глад 
кая в /); а при /=0 удовлетворяет начальным условиям (5.1), (5.2 
в смысле равенства элементов Нв.

Легко видеть, далее, что оператор В интегродифференциальный 
он ре де ле и н ы й фор му л ой:

/й/ = i I G(x, у, .v„, у0) — մ.<օՀ\’0, 
J J оу<ь

D
где 6՜ —функция Грина оператора Лапласа при нулевых краевых уело 
виях.

4 . В .этом пункте мы докажем спектральную эквивалентност։ 
самосопряженных операторов .4 и В. Предварительно заметим, чтс 
верна следующая теорема.

Гео рема 4. При любой области D числа л — —1 и ). = ( 
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являются собственными значениями оператора Д, причем соот­
ветствующие нм собственные подпространства бесконечномерны.

Доказательство. В самом деле, записав уравнение Л V — 
дР дР— V в компонентах, получим — = Он 1Հ— пли. в силу (3). /-* — О, 
дх ду

= 0, откуда, в силу (7). УЛ д. (у), г. е. если Iх—собственный век­
тор, соответствующий собственному значению — I, то зависит 
только от у, a Vy - 0. Обратно, всякий такой вектор, не эквивалент­
ный нулю, является собственным вектором, соответствующим собст­
венному значению а— 1. так как для такого вектора уравнение 
(7) превращается в уравнение Лапласа, и из (3) следует Р(х. у) = 0; 

поэтому уравнение ДР՜--֊֊ V удовлетворяется тождественно. Случаи 
X —0 разбирается также элементарно. Теорема доказана.

Орто։опальную сумму собственных подпространств, соответству­
ющих собственным значениям >- = 1 н л = 0, обозначим через /7.1,
и пусть НА - НА На՝, тогда верна следующая теорема.

Теорема 5. Собственные значения оператора А, рассматри­
ваемого на подпространстве НЛ. и оператора Р, во всем простран­
стве Нц, совпадают вместе с их кратностями.

Доказательство. Из (13) и из теоремы 1 следует, что для 
всех л вне интервала ( 1, 0) резольвента оператора Л существует, 
и стало быть уравнение

{А— )./:)1х = 0 (24)
имеет в Н..\ только тривиальное решение. Пусть теперь У"&>(д՜, у)— соб­

ственный вектор, соответствующий собственному значению Հհ՜ (—1, 0), 
который предполагается пока гладким. Из уравнения (7) и гранич­

ного условия (3) легко следует, что при заданном гладком V՜ //л 
функция Р(х, у) определяется однозначно и, наоборот, при задан֊ 

ном Л(х, у) вектор V НА определяется однозначно. Условимся 

связанные таким образом lz и Р называть соответствующими. Пусть 

теперь /■’’ '(л՜, у) соответствует собственному вектору V ; тогда, за­
писав уравнение Д1'( 1 = Հ։1/(' в компонентах, получим

_ = (24.1)
дх

(24.2) 
dy

или, в силу (1.3).
дР<о>= -L-.ժ2/յ(0)-

l — ).о дх- 
огкуда немедленно:

РР^ Х/Ղ (25)
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Если бы Р( "' О, то из V' Нд имели бы i/՜ևօ. Таким обра-
->(О|

зом, если V — собственный вектор, соответствующий собственному 
значению Հ>, то Р''Хх, у), соответствующая этому вектору, является 
собственной функцией оператора В, соответствующей этому же соб­
ственному значению. Пусть теперь и — н0(х, у) — гладкая функция та­
кая, что Впа = л0//0, причем ии - 0. Тогда, очевидно, «й(х, у՝ исчезает 
на границе и удовлетворяет уравнению

<?Ч оа«<> =0 ,2б)
их- ).о ' ду* ' Լ '

Составим вектор IZ( \(х, v) с компонентами 1Հ"’ = —-— • и
14֊ Хо дх

И'"=—•^Ջ" Очевидно, У՝0>(л, v)-//A и V ' ± 0. Найдем функцию

Рп(х, у). соответствующую вектору I/ . г. е. решим уравнение Пу- 
. 1 ժ2«ոассона Д« =-------------- --  при нулевых краевых условиях: тогда полу-

I ь Aft дх-
чнм Р0(х, у) ип(х. v). Теперь уже очевидно, что построенный выше

•|0}

вектор V (х. у) удовлетворяе՛! соотношениям (24.1) и (24.2), т. е. 
если v) гладкая собственная функция оператора В. то вектор 

V с указанными выше компонентами является собственным векто­
ром оператора .4. соответствующим тому же собственному значению.

Пусть теперь V '.'На не гладкий собственный вектор и пусть 
i”1"՝ tt9V последовательность гладких векторов из Нл таких, что

Нт . 1/’“’- V'՞’ = 0.
Л-0

Пусть, далее, функции Р՝" {х, у} соответствуют гладким векто- 
,տո՝է чрам V : тогда последовательность Р (л՜, у) сходится в себе в мет­

рике Нд. и в силу полно 1ы Ни существует />;0!р Нв» к которой она 
сходится.

В самом деле, легко видеть, что если Р(х, у) соответствует век­

тору V^Ha. то имеет место оценка

|P|li=||gradP!|= .41>+/Vr1« ДГ)|+ ./Vl=g2Jl/||, (27)

где IV— вектор с компонентами V\ н О
Обозначим (Д KnF.) V"՛.= Тогда, в силу ограниченности опе­

ратора .4. компоненты Ա՛Հ՛9 и Ա/Հ0 будут стремиться к нулю в LZ{D). 
Поэтому, применяя неравенство Буняковского — Шварца, легко полу­
чим. чт о
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lim —— [ С и'Лл).^ dxdy = 0.
«-•' Ч- >-oJ J dx

1) 

11m — C ՌՀ.՞’-^ (tally = 0 
Հ.Ս <tyD

для всех гладких в 1)у(х, у), исчезающих на Г. откуда немедленно
, Г Г дР<п> о? , 1 + Х0 dPw д* ( . ..
Нт —------- ֊֊г—֊----------т=- dxdy —О,
”’•* JJ dx дх ло dy dy 

D
и так как IP*'” —il-> 0, то

д' , 4լՀ 
дх ‘ л0

0Р^ ժփ 
ду ду

dxdy — 0,

т. е. (ЙР"’-),/''01, № -֊(> для всех ?(х, у) из плотного в Ни ли- 
неала.

Аналогичные рассуждения позволяют освободиться в остальных 
.-по) пунктах доказательства теоремы от предположения гладкости V или

Р . Легко убедиться, далее, что линейно независимым собственным 
векторам оператора А соответствуют линейно независимые собствен­
ные функции оператора В и наоборот Теорема 5 доказана.

Обозначим соответственно через S(A). S(B^ совокупности точек 
спектра операторов А и В. Имеет место следующая теорема.

7՜еоре м а 6. S (А) — S (В).
Доказательство. Пусть л0 ֊' $д: тогда, очевидно, существует

последовательность гладких таких, что ||1'"'|| - I, a llmjj(A—
«—о

■֊ >.ft/:jV’'r>i] = O. Поэтому, если //я) 'Լ На соот ветствуют Р՝'°. то. как бы­
ло показано выше.

Нт '■о) ду "ду\ dxdy о

для всех гладких փ (л*, у), исчезающих на Г. Обозначим ВР‘\}Р'! ֊ 
= Q ”:(x. у): тогда, очевидно, Q ՛ ՝ гладкая в /J н исчезающая на Г функ- 

дгР՝п^
пня такая, что AQ"'1 ֊֊Хо-—-֊ (1 Հ- Հ() • Легко видеть, что

ох՝ ду~т. ->.^+
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+VyK^~)dxdy ՜ք fi ~ + (i +Ч)^Л>-— 
у п х &У

откуда HQ ’”|le^pVz< . где, как и выше. IV ’ = (Я — \Е) l/00. Поэтом 

11т[|/?Р'"’—Հ//դ) °- Заметив, что V՛*՝ I, легко заключаем,-чи

нормы Ц/*"” /, не могут стремиться к нулю, следовательно 5(Л)с5(Яр 
Пусть теперь >֊<,£.S՝(/*); тогда существует последовательность гладки 
функций нп(л,.у), исчезающих на Г, таких, что ||«4» * и Hinj|/k,-

j
— \>М 0. Обозначим Нцл — лан„ и„; Тогда, очевидно, vn (л*, у) лб 

> о*и„ , . . &ия
чезает на I и дй—- 4- (I ф /.«,) —= - ձ-ւ»«.

Лс’ оу2

Составим вектор У*в>(л. у) с компонентами V?’ —-—ք 
I -|- Ад Ժ,Հ

I ov„ ։/я։ 1 оия , I ժ-1'л
4- ТТ. ■ ч к----7՜’ vr = •----- •" т—77------ ГГ ’ • иоторын принц

МЧ-Ч) Ч>' а. оу МЧ-Հ») <>у
лежит Ил, так как div V*•*= 0.

Пусть теперь Рг\х. у) соответствует вектору 1/(я\ a IVW՜ 
= (.4 — f.QE)V{n>. Легко видеть, что

дх Хо дх

<^3д______!_ ,
оу 1 +4 оу

«де сл(х. V)- Р'г' (а. V)- ип(х,у\ Так как ՜հ, я-*0. то остается ;.о> 
казать, что |5„Je֊*0. Оценим дтя этого квадрат нормы:

Цвл? = — | \ ^B -3adxdy = ( [Д«я - ^J^'^dxdy = 
D О

откуда, очевидно, Пт ая(х, у) я = 0. Наконец, если бы || V՛ || ֊* 0. то 
п

из (27) следовало Р՝ н -* 0. что нелепо. Теорема 6 доказана. ]

5 . В этом пункте .мы сведем построение резольвенты оператороя 
Д и В к решению первой краевой задачи для одной системы днф|х!՛ I 
ренциальных уравнений второго порядка с постоянными коэффвцисн՛ I 
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тайн Выпишем для нес фундаментальное решение в явном виде и 
мменни характер особенности этого решения, когда параметр Հ стре 
мшен к точкам спектра.

Рассмотрим уравнение

(Д -k£)V’ = Ա՛Հ (28)

где U -произвольный заданный вектор из 2. Из (13) следует, что для 
всех ' вне отрезки 1. 0] существует ограниченный оператор /ձ =

* -«(Л—л£) 1 Пусть Р(л. у)соответствует искомому вектору V£fi\ ;

•гогдн из (28). н силу div И—О, получим

^4-ևԼճ.ճ^ճ (2<М
дх* X оу: дх ). и у

Хроме того, из рассуждений предыдущего пункта следует, что для 

нахождения U достаточно найти Р(х, у), атак как X, вообще говоря, 
комплексно, то следует искать Р(х, у) в виде />=м1 |-й/2. Поэтому 
уравнение (29) превратится в систему

ժն/յ
ди-

0гц. д*и:---  ‘ ----  
ду- «у1

у).

дх* оу* + Պ-
(f*Ut 
оу*

V).

(29.1)

(29.2)

тде положено , . , 14-ՃԺԱ7,
= «,4- ia3. ֊------հ֊----- т

ох ду оу
Таким образом, построение резольвенты оператора .-1 свелось к 

отысканию пары функции ut{x. у), «?(х, у), удовлетворяющих (29.1), 
1'29.2) и исчезающих на Г, т. с. к первой краевой задаче для этой 
системы, которая является частным случаем систем, подробно изу- 
чештых М. И. В и шиком [3]. В этой работе указаны необходимые и 
достаточные условия, при которых первая краевая задача для этой 

гастемы. разрешима единственным образом. Эти условия состоят в сле­
дующем: либо и2 0. либо «2 = 0, но «։>0. Легко видеть, что до- 

[Сшочтюсть этих условий следует из неравенства (13), □ необходн- 
BJiKii. вытекает из одного результата автора [!|: спектр оператора 
U при любой области I.) совпадает с отрезком [ 1.0].

рассмотрим систему (29.11. (29.2) снова как одно комплексное 
уршснис

. о-и ։ о*и .. .ձ. и------------и1------ -/(х. V),«х3 ду* J

«Д« ддя удобства положено — И3; поэтому условие X £ | 1,0]

тмадделтно условию 7/лр * 0. Рассмотрим функцию д. (х, у. |») 

fer? 1и(у: p'.v:/.՛• вещ :гз :нный параметр, который, и

il.wntu All. (ерш фих-м։:. |Uv. ,v i
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силу условия /гпр. -г 0, можно считать однозначной аналитической фунт 
„ . in s’иней х и у, причем легко сосчитать, что Д. т» = —----------------------

* {у2-ц*х*+^
Легко убедиться, далее, что интеграл от ձ\Հ: по всей плоскости с\ 
шествует и не зависит от г. а именно:

^Д;,7с(х. у. рМдч/у = I, 

— ^6
Обозначим предельную функцию через х(х, у, и):

1 (Л՜, У. |*) ֊֊— Inn In (у2 — |12дг ֊; г*). 
4г/Ա ։~Н)

Тогда, очевидно, в силу условия /wj* а 0. что у(л*. у, р) определен 
всюду, кроме начала коордияат, и всюду, кроме начала, удовлетвс 
ряет однородному уравнению ДЛ// — 0. Легко видеть, далее, что, в 
всяком случае для всех непрерывных и финитных функций -и (л՜, \ 
имеет место предельное соотношение 

+»
Ilin j ji’(л',,у)Д>.7 (х, у, \i)dxdy = 0). (30

—֊
Таким образом, если оЛ(, функционал Дирака, сосредоточенны

в точке /И0(х0, у„), то функция ?(х, у, х„, у0, и) - - — In [{у у„)2- 
;::/р

Р2(х х,,)-] удовлетворяет уравнению A>« = rMf։i в смысле соотношу 
пня (30) и, стало быть, является фундаментальным решением ураине 
ния (29).

Отделяя вещественную и мнимую части, получим фундамен 
тальиое решение системы (29.1). (29.2). Полученные фундаментальны 
решения позволяют построить соответствующую функцию Грина 
доказать, что /?.֊. является интегральным оператором типа Карлеманс 
однако здесь мы этого делать нс будем.

Заметим теперь, что когда Հ стремится к гонкам спектра, г. с 
Imp. -0, то в пределе уравнение (29) становится вещественным и ги 
перболическим, а его фундаментальное решение получает вил:

I (х, у, х<„ уоа) = Re —Հ- In [(у - у0)= — յւ?(* х0)2] 
4-/}t

— ЯГ? {[(У -Уо) ֊ И (Л- А-(|)][(у —ул) + JA (х - Xrt)]|.
4-а

Таким образом, в предельном случае, Inin — 0 фундаментально 
решение обращается в кусочно постоянную функцию и представ л яс 
собой линейную комбинацию характеристических функций полуплс 
скостей, определяемых характеристиками уравнения (29), проходящим 
через точку Л/о.
11нститу| математики и механики

АН Армянской ССР Поступило 21 XII 195
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1ГЬ հԱՌԸ ԻՆԴՐՒ ԿՈՐՐեԿՏՈհԹՅԱՆ ЬЧ_ ՆՐԱ ZbS ԿԱՊՎԱԾ 
եՐԿՈՏ ՕՊևՐԱՏՈՐՆեՐՒ ՍՊԵԿՏՐԱԼ ձԱՍ՜ԱՐԺԵՔՈհ^ՅԱՆ ՄԱՍԻՆ

II. 1Г Փ (I Փ П |. 1Г

•,/պ վսէծնւմ и ւ и ч ։ ։!ե ։и и ի ր վ ։։ ։ մ Լ դի էիե րե ն gիա/ հավասար։։ ։ ffi/l. ր ի մի 
nfiuuililf, »րր որոշ իմ աս ս։ րրվ սյարդադույնն է այն и ի и տ եէէևե ր ի րյ , որոնց 
համար հոչու քսնդիրր կորրեկտ Լ դրված, չնայած ո ր նրանր Ե ովալեւ1֊ 

-կայսւյի տիպի չեն է Ս.յդ ւդիսի иիստեւեւե ր ծագում են ■ օրինակ, հիդրոմե­
խանիկայի որոշ հար ցերում և ոաա^ին անդամ' ո ։.։։ n ։.։fl։ ա ։։իր վ I։ ք են U. Լ. 
11։դ։րդհի կողմից, "րր կաՈուցել Լ եոշոլ խնդ [՛ ի րացահայտ լոլծումր մի 
*UJlUtl'al' •'/1սէՈ1'մ ի Կամար։ !իո րմ ո։ / տն ե ր ի հե ։ո ա դո ա ։։։ մ ր gut յց

սիստեմների ոյւակակտն հ ա տ կո • /■> / ո ■ ննե ր ի հետարրրիր
ючи"!։ ձ և ահա ւո կռ։ թ յ ։։ ։ ննե ր, ո՜րսն ր ավելի դ։։։յ։։։ո։ն են գաոնո։.մէ երր nt- 

• Л1 ihiui I/ի ր վ„ւ էք կ իւասր խնդիր ր , այսինյւն, երր սւարսւծ ական վւ ո վ։ ո խա կան - 
-11'I՛ '1'"'/' "խ մս։ Л 14իրսլյթ 'h п ր նի եդր ч։դիծ.

Հարիսծքդմ ապացէէԼէյված Լ խաոր խնդրի լուծման գոյությունն ո։ 
մ finikin թյունը մեր սիսաևմի համար, և այդ ծագող երկու օոլե-
ршши րների սւդեկարալ հա մ ա ր •/ե րր։։ fj լո լն ր: /՛ ա rj ի դրանիր, աւգարոլցված 
(. «ր <>ս]երս։տրրրների գեդոլվենտների կաոուցումր րերվու մ I, մասնական 
eriur h if յա ւ ե ե ր и վ հավաոա րուէքեեր ի մի սիսաեմի համար աոաջին եդրային 
ինդրի րս ծմ։ւ։նր, սրի էիունգամեն տա / րր։ ծ ո։ մ ր տրված I; րա r/ահայւո տեո-

նշված են նաև վ^ւ՚ջ^ն {^նդրի լու ծելիո։ թյա*1ւ ոՀեհրամեչւո ե. րավա- 
րս։ր ււրսյմաններ սիսսէեմի գործակիցների տերմիններով։
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