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МАТЕМАТИКА

Л1. М. Джрбашян

О разложении аналитических функций в ряд 
по рациональным функциям с заданным мно­

жеством полюсов

В настоящей работе для данного ограниченного замкнутого кон­
тинуума К строится система рациональных функций (Afrt(z)j с задан­
ным множеством полюсов. При определенных ограничениях, нала 
гаемых на область D и на множество полюсов расположенных 
вне области D, доказывается, что любая аналитическая н I) и непре­

рывная в D функция /(<) разлагается в ряд вида
ОО

ք (շ) = V «/ЛЬ (г),
П-0

равномерно сходящийся внутри области /).
Построенные здесь рациональные функции являются естествен­

ными обобщениями полиномов Фабера.
1 . Пусть /< ограниченный замкнутый континуум, содержащий 

более одной точки, и G„ ■ та из смежных с ним Областей, которая 
•.•одержит точку z <х>. Область односвязна, и ее граница /

Пусть функция

«՛ - - Ф (z), Ф (со) —со, Ф'(оо) > О (1)

конформно отображает область О’в на внешнюю область единичного 
круга a z—Ф(да)- обратная функция.

Пусть (£ = 0, 1, 2,-• ■) последовательность комплексных 
чисел, среди которых могут быть и равные, образы которых принад­
лежа։ области G։r и нумерованы так. что

1Ф(*о)|> |Ф(<’>։)|> ••• >,Փ(«կ)|>--* (2)

Отметим при этом, что не исключается случаи, когда в последова­
тельности <% = ս>յ = • • • l'>,v = ос», Ос-Հ Д’я^СО.

Рассмотрим последовательность функций

I
Ф (‘%) — Ф < ֊
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[Фйп' .Ь>*!£>. п >,. (3)
ф(сип) Ф(с) 11 Ф(г) —ф(ю*)

л—о

каждая из которых голоморфно в обдаст О’е. кроме конечного числа 
точек, где они имеют полюсы. Если «**..... <»Լ суть образы чисел 

<՛•<>» • ■•шл на плоскости z и рп. ру, , рп кратное и этих точек. то функ­
ция ?րւ|Փ(շ)յ голоморфна в Ge, кроме точек «•’. . ••>'„. ։де она имеет 
полюсы порядков р,„ рх, р» соответственно.

Отметим, что и частном случае, когда »»Q = «»։ ■ ■ = •»„ = ос,
из (1) и (3) следует

?-|Փ(2)]-[ՓԱՀ. (Л 0,1,2...). (4)

Обозначим через /Ип (;) главную часть функции у„(Ф(г»|. Очевид­
но, что Af„(z) рациональная функция вида

Л1.(г)-, Р,(г) . (л =0. 1.2, ■). (5>

П (г—«•*)
* -о

։де Рл(г) некоторый полином степени и.
Заметим также, что в случае, когда ш*=оо, (к 0, 1,2, •), из 

(4) следует, что .Ия(г) нужно определить как совокупность членов с 
неотрицательными степенями ֊ в лора новом разложении функций 
[Ф (z)]". Иначе говоря, в этом случае /Wa(z) представляет собой л-н 
полином Фабера, порожденный континуумом К. Поэтому собственно 
вобщем случае называть jAle(z)} (п =0, 1.2.- J системой рациональных 
функций, порожденной континуумом К и последовательностью խ*|.

Для данного значения л>0 замкнутую спрямляемую жордано­
вую кривую /„, лежащую в области выберем так, чтобы об­
разы чисел ft>s, т. е. точки <»J. w*։, •■«%,, принадлежали
внешней части Очевидно, что, если граница L континуума К 
представляет собой замкнутую спрямляемую кривую Жордана, то з։ 
/„ можно взять просто кривую

Покажем, что при таком выборе кривой Л. если точка z лежит 
внутри In, имеет место интегральное представление

In

Действительно, функция ?Я|Ф(;)) /И ДО голоморфна к области 
(Հ, а н бесконечно удаленной точке ;«*<>• имеет нуль не ниж 
первого порядка. Поэтому

,0, (7

если точка z лежит внутри 1П.
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Но функция ,И։։(;} голоморфна в замкнутой области օւ раничен- 
ной кривой /л: поэтому если z лежит внутри го

в силу формулы (7).
2°. Пусть односвязная область D ограничена замкнутой спрям­

ляемой кривой Жордана Л. Пусть система рациональных функции 
..Ип(г)| порождена континуумом K-D^L и последовательностью 
комплексных чисел {«՝,.!. образы которых лежат в дополнительной к 
I) области G3 и нумерованы как выше.

Ниже, при некоторых дополнительных ограничениях, нала­
гаемых на последовательность точек {••»„} и на кривую L. будет 
установлено, что система рациональных функций образует
базис в пространстве функции аналитических на континууме К.

Докажем теперь две предварительные леммы:
Пусть, как и в пункте I , функция z Мц«0. Ф( ) — х . '1"(х>)>0 

конформно отображает область | и՛՛|>! на внешнюю часть кривой /. 
I. е. на область бх.

Функция

при .тюбом фиксированном z հ D голоморфна в области | при 
31 ом հ(օ>, 0. Отсюда следует, что при z - I) справедливо разло­
жение

(8)
л -о

где խ։(?)) •• вполне определенные функции о. z и области /J. 
Из (У) следует, что функция

‘ х(у ). (Ю)

при /յ, голоморфна в круге ի’|<Հ Լ
Условимся говорить, что кривая Լ принадлежит к классу 1! (ко­

ротко Z է Ս), если

lim sup I ) -՛մ» <Հ 4- ос .
'֊•։+<’ J

Лемма 1. [гели граница. L области Г) принадлежит к классу 
Г. то функция հ}(հ, z) принадлежит к классу Рисса д единич­
ном круге |; j < I

Доказательство. Пусть !)\ обозначим

inf|r г,,; = ^(г„)>0:
/(.•Z
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тогда очевидно, что

|Ч'։К‘) г„։'>г/(гп) при к՛ = I.
Отсюда л из гою. что Լ с. следует

Inn sup I ’7 {re". zh).=r/։i
•' 1 ՛՛ J 

V
Sr.

liin Mip I վ ՛-%. (11)
л “Л, I r .i о J

и

Далее, из определения (10) функции /։(Հ г։ получим, что. при 
0<у<1,

•Jr.

откуда и из (И) следует, что
*4₽

11ՈԼ sup ՅԽյ<+ ос. (!Й

II
Ио. как указывалось выше, ври любом с/-О функция /л(Х- г) голо­
морфна в круге Г. <1: поэтом)’ (12) означает, что /.,{'• ")$/Л в круге 
'|<Հ1, при z^D. Лемма доказана.

Пусть [а*}> (* ՜ 0. 1-2. •) некоторая последовательность ком­
плексных чисел, лежащих в круге |ч’<Д. нумерованных в порядке

Составим систему рациональных функций

Ф0(С) с0(1- }%’<•’ 1

* -
ФЛ., . ri’֊--։у . (И -.2. .).

1 »»•

с полюсами на последовательности !^гг Հ. где Դ. • г любая последе՛ 

вательность комплексных чисел, для которых jej |ւ, !=■ =1.
Известно |1|. ЧТО система функций (« 0, 1, 2, ...•), ой 

тогоиэльна на единичной окружности Г.I — 1, причем

ք । а """• |
. 2я, т и.

Лем к и 2. Пусть граница I аб.гости /) принадлежит к клас 
су Ս\ если 

<с
Y (1 |«ei) 4-у-,
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то сприиеа.шво разложение

X (да. г) -=У Дя (?)'>„ (да), (15)

г»-и

<’Ժէ*
4„(^)=-1-;фл( (16)

Խ \ IV >

•‘’«(г)—Z(w. гЯ„(К')|Лс|, (л 0,1.2,- >. (17)

|Նւ-ւ
< среднем сходящееся, на окружности да| 1. при этом равномерно 

относительно z Լ 7Հ CD.
Доказательство. Известно |1|, что при условии (14) система 

полна в классе функций /72. Поэтому, так как по лемме 1 
функция Х։(” г) принадлежит-к классу /7-.. в круге К 1 при г է D, 
то для коэффициентов Фурье функции
Լ л»(г) = 4-г| 0»)

1Г.-1

справедливо равенство Парсеввля 
50
У <։,(?)(=, Հ-l՛ /l(r, Х-1Л _.И(г)< ». (19)

Из определения (10) функции /Д՜., z) и из формул 118). (16) и 
(17։ следует, что

а„(г) ֊ ЛПЯ (// = 0, 1,2. ..). (20)
Действительно.

an(z) = _j- I ^7Гг)Ф«(7) <#] =
’* V 

IH-1

: յ՜ Լ-Հ Z )Ф„(/) I di =1- («71 к՛. 2)ф„( -' I </к-.

''■Г' С _____
. Հ х(дал 2)фд(да) б/да^л„(г). (// 0,1.2.-.).

” Uri-I

Из (19) 1 (20) и из юго очевидною факта, чю интеграл

J 7.гл֊»2^ 

щ’-.

являйся непрерывном функцией о։ z в облает /). но юореме Дини

заключаем, что <in(z}|' равномерно сходится внутри области D- 
м-п

Отсюда и из очевидного тождсста
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следуе։ утверждение леммы.
Наконец, отметим, что в силу (16) для коэффициентов ;Л„(г); 

будем иметь также следующее выражение:

Лй(г) 1 I •/(«•, 20„(w)rfw. (я 0,1, •). 
2՜։ ,!

|®i-J

(1Ո

3 . Если последовательность комплексных чисел [ю*; (А--=-0, 1,2, յ 
лежит в области G* и функция к՛ - Փ(րւ имеет прежний смысл, г. е՛, 
конформно отображает область (]■ на ձ՚՛' > I при нормировке (I). 
։о последовательность чисел

1

Ф (<»*■>
|£=й. 1. 2. <20',|

лежит внутри единичного круга Հ <Հ1.
Теперь в определении (131 ортогональной системы ;Փռ(Հյ;. (н - 

= 0.1.2, ), выберем числа согласно (20); тогда при соответ­
ствующем подборе фигурирующих гам. постоянных . |G|== I. (я

0. 1....Լ будем иметь

Փ.-Ք) ?«('•). (21)

где функции ;$«(■;) были определены выше по формуле (3). 
Поэтому, если z£D> то при

7;.
1

Ф(<М
<А* = 0. 1. 2. ...)

из формул (17'), (21) и (8) будем иметь

«՝•, z)»n (w)^x1 —

(я = 0. 1. 2, ..).

Но по формуле (6), дающей интегральное представление для фун:՛. 
ций .Ип (z) р/ 0. 1, --), порожденных континуумом К имеем
также

,И,,(-’/= <" -О, 1,2....):
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поэтому
AM(z) ЛЦ-Դ (« 0,1,2,...). (22)

Таким образом, из (22), а также из сказанного выше, следует, 
«по лемму 2 ложно сформулировать и таким образом:

.7 г и и а 2'. Пусть граница ! области D принадлежит к классу 
Г. Пусть (//-0, I, 2,- • ) — последовательность рациональ­
ных функций. порожденная континуумом К — D -|- / и последова­
тельностью комплексных чисел ’••>„ (п 0. 1, 2,.. ).

Если
ОО.
£(|Ф((“Я)| I =4-00, (23)

и-О

тогда справедливо разложение

= yjw„(z)%(®-). (24)
I I IC! I — Z

в среднем сходящееся на окружности | «”i 1. при этом равномерно

относительно z "- Т)х С,Е), где

■ ճП —, („ = 0. .,2,...).

1 — Ф(«>„№ Л_* 1 — Ф(юЛ)ЗД
(251

Наконец, сформулируем н докажем основной результат данной 
статьи.

Теорема. Пусть граница L области I) принадлежит к классу 
f •'!. Пусть ! М,. (г)’ (// = 0. I, ■. •) — последовательность рациональных 

функций, порожденная континуумом К = D-\-L и последователь­
ностью комплексных чисел >„}, (//= 0, 1,-• •), удовлетворяющих 
условию

х
У(|.ф(м„)|_|) +от.

Л»-0

Если функция f (г) голоморфна внутри области L) и непрерывна 

л Լ) то имеет место разложение
Об

/(г) = £<-,,№(?}.

«"•О

| Ր
6'/r = — f I ՝F (w)| 6Й =

ձ-ւ J

խ;)0„(Փ(5)]Փ'(=)</=. W ֊ 0. 1,2. ), 

'l.

(26)

(27)

равно черно сходящееся внутри области I).
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Доказательство. Если z Г), то имеем

Ж) « = 5֊ 17 IШ1 /. (՝) ֊ 

laa^i .

I '՝ ( n
- — I / [ ‘П W)) | / ( »<’> Z) V. Vf Հ.(2) -Jf: (W) j da- ••֊

2“Zj * —
h

n 
+ v (28

Հ-.0

I Io имеем очевидную оценку

—==■ niax|/(;) И i /(w.z) V-Ш (2)l«‘) |'|<ta’| j.
I 2֊ 5gL ’ J

jwi-1 k~n 1

откуда по лемме 3
Um Ji"‘=0, (29)

Ո — QC

мри этом равномерно огиосшелыю z внутри области I).
Из тождества (28) и из (29) следует утверждение теоремы.
Вопрос о юм. единственно ли разложение (26) в общем случае, 

когда полюсы !<•>*•; сгущаются к границе / области, пока остается՛ 
открытым.

Ереванский Государственный уннверсите.
нм. В. М. Молотова Поступило 13X11956

W. О'. 5>Ր|--ւշ.։ան

ՍւՆԱԼՒՏԽԿ ՖՈՒՆԿՑԻԱՆԵՐԻ' ԸՍՏ ԲԷՎ-եՈ֊ՆեՐՒ ՏՎԱԾ ԲԱԶՄՈՒԹՅՈՒՆՆ 
ՈՒՆԵՑՈՂ. ՌԱՑԻՈՆԱԼ ՖՈՒՆԿՑԻԱՆԵՐԻ ՇԱՐՔԻ ՎեԸԱԾՍԱՆ ՄԱՍԻՆ

ԱՄՓՈՓՈՒՄ

^"4 քՀ.ն ^.նի մեկի,, աւքեւի Ijl.m պաքւու.նա!րւէ/ փակ ււա til անափակ 
կւՀետ/ւնուոէ-ւք I իււկ ւ/երջինխւ կքւրք այն սւ/ւյւռւյթր, ււր/ւ պէպւաւնսք
կո։.մ կ Z կեւոր։ (/’Հ. աի/տւ ifJfi /уу/ւն/ւ միս/կապ ե '1է(>ա ե։{րր' է՛ /Հէ

Ւ):.ղ

W = Ф(г); Ф(оо ) = сю, Փ'( ba)J>0

"ււկւյիան (jx սփրսէ յ թ ր կռնկրքւ րւէ՛ ա ր чин 14 iti սւ կ1. ր /< «՚ 1 J£/։-
Նււնի արտաքին մա"ի '//’“i It P"'/ Z ~ 'I (12՛) ՝ի"լնկւյիայի հա-
կ>ւ>4 hiրձ էիու նկցիան։

հաււքէնք, ււր / կրւրր սրս <ււ կ in’ll и I tf Լ Լ ւ/սւււին (կարճ՝ Լ~ I ), h/ill-
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НГИ S4p I ’Г (Гс’’’) — х»
л4>.1 Л

V

^"Ч |ш«|> (А* ~ U, 1. I քինի կաք llffh րս քքվերի հսւք էւրդակտն ri I թ յսլն . 
սրՀեւյ պատկերները ընկած են (է-, տիրույթ tn լք հ որոնք ՛» ա if ա put կա /ւ/ шА 
7ւՆ օ*)Նհ^/ււ<. յւր ւսեցի ունի 2) պայմանը Ն«/«Նհ». որ ր nr д աո if ч-ւ ծ U, նաև

% "'յ ՜ • ‘"A = X , 0 • Л' - X (••• I

<1հպրը>
'իիա Ulfilpii >1' ենր , ф| " | | , !ի»ւնկր]իանե ը ի .7 < '-ա •} ո րղ ական ու //jut Ն^> 

/Zji| •'/>»•< ^'կ’ք իտն երից յա րարսՀհտյու րր ՜ա քոմ որ !ի Լ (j . lit ի ր ГП J fl It է if, րացա֊ 
ւաւթյւսմր վերքավէւր /S'/"’/ կետերի. ••րոնցոէ մ 7.рн«Ъ^» րեեէէներ անեն 

նշանակենք «///<'”"/"/'
(տ! դեպքում, երր \ — յշ (1)~Ւց ‘^>‘141 1րււնԼՆ4էնր ք -4) հսււ/nt-

Ուսըու ք.1 յՈէնր. »րի;ւ ր/ււու >1 I որ iifjif rfl/ti/piutf . 1յ ՜ - ր կյի՚հի էհարերի 
K’P»/ ր ու ւրք Ill’ll 4 turf ր՝ q րված A կոն <«< ին ու m մ ի ՜ւ iinfnipi Այ՛/ Այ чип ti in и и if Լ / 

/, ր'է, րր, ut’l, ա ր qlnt/pm if .1} (j) (Հ/ 0, I , ■) ան»/ ան I. / Jtilt g իէւն ui j
ֆունկցիաների ււիսւււեւք' in it ւս ու ւ/ւււծ /\ կււն tn ին ո« .րA ե ւ..»,»; հսւ^ււրդ ու-
կէսնոլ f,l Jin'll մ ի 9 it g inf i

Ներկա 111*քսւսւ1էանրի ՜. իԱե ական ա Ji If յուն ր՚հ Լ հհսւևյաք ք11.ււրեէք fl.
I Թող i) tn|i|iiii յ|»|։ /. 1պ|)աղ|ւծ|ւ պսւա1|ւս1՝փ I ղսաիհ. խւ1|

|խ՝փ ոսւյ|խւ(սւ>( ֆւււ (il|j]|nu(il>p|i ւփստևւՐ աոսւջւսցած /Հ D т I. 1|ւ։1ու։|ւքւ։։«- 
ււ։մ|ւ b 1|1ւ։1'ւղ|1ւ|ւս pi|bp|i 1 Kuwnpquil|UiGtn pjiuG մի«սցւո|. npp pu։»| uipui 

*
pnuf I. У(|ф(шг,) I) - 4՜ jC պաjJiul։|։G:

Я-0

bpit f (Z) ֆո« lilipfiiuli է)ո|ոմ՜պ)ֆ I. Լ)֊ւ\ւմ li uHipliqtiuiui I. /J-ուժ. нищи 
u։hi|}։ ndi|i (26)—(27) i]bp| nt A in pjnt Gp. npp Htut| uniiupui; mi|i «լոս quid'll in I- 
/J ui|ipmjp|i (tbpuiiitT:
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