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непараметрические аналоги т-критерия и е-критерия 
и их применение в медико-биологических 

исследованиях

Т. Г. ОГАНЯН, Г. X. КОДКИНД

Приводятся статистики, позволяющие получать новые непараметрпческие критерии 
для анализа многоуровневых и многофакторных медико-биологических эксперимен­
тов. Предлагаемые методы позволяют проводить анализ, если даже результаты опы­
тов оказываются «испорченными», т. е. когда известные статистические методы приме­
нить невозможно.

С помощью предложенных методов решается задача по исследованию чувстви­
тельности титрования вирусов гриппа стабилизированными эритроцитами, которая не 
могла быть решена традиционными методами.

Непараметрпческие методы применяются в случае нарушения ис­
ходных предпосылок дисперсионного и регрессионного анализа (нор­
мальности распределения отклика, однородности дисперсий и т. п.). Не- 
параметрическпе критерии позволяют проводить анализ с использова­
нием не только количественных определений, но и качественных.

Свободные от распределения, или непараметрические методы, осно­
ванные на ранговых критериях, не требуют знания законов распреде­
ления, поэтому обладают более широкими возможностями для приме­
нения. Их эффективность при проверке гипотез не намного ниже соот­
ветствующих параметрических критериев, в случае же «плохих» усло­
вий, когда некоторые предпосылки параметрических методов не выпол­
няются, непараметрические критерии имеют ряд преимуществ, благо­
даря чему эти методы в последние годы получают все большее примене­
ние в медико-биологических исследованиях [4, 6, 10, 12, 13].

Пусть имеется многоуровневый факторный план для р-уровневого 
фактора в с блоках. Значения выходного показателя уь ранжируют­
ся в порядке возрастания непосредственно в каждом блоке. Затем зна­
чение уь, стоящего в ранжированном ряду на К-том месте, заменяется 
некоторой меткой (R.,), которую можно задать одним из двух спо­
собов:

1. ах-(К.) = Е., где — ранг наблюдения,
2. аК։ (R,} = Е [R,, КГ], где Е [R,. Х’։] - так называемая нормаль­

ная метка, являющаяся математическим ожиданием R,-той порядко­
вой статистики выборки объема X: из нормальной совокупности 

(0, 1) [5].
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Рассмотрим следующую статистику:
с Р

U-У ^W?saNi(R։j.Vn։j, (1)
1=1 j=l

где
niJ

aN. (R։, 1 — У aN (Rip) -сумма меток в i-том блоке при j-том уровне 
= 1

фактора,
р

Nj = У пГ] — число наблюдении в i-том блоке, 
j=i

Nj = y ni; —число наблюдений для J-того уровня фактора, 
Z=1

ср С р
N=V У п;. = У Nj = у Nj — общее число наблюдений,

i=l j-i i=l j=l
пн֊֊ число параллельных наблюдений для ]-того уровня фактора в 

i-том блоке,
к — порядок тренда.

В зависимости от постановки задачи W^s может быть задана одним 
из трех способов:

1. Rf. —априорными рангами [7]. Например, для четырехуров-
невого фактора эги ранги равны:

к ֊֊ 1 Ru - 1 2 3 4

к = 2 R'jj= 1,5 3,5 3,5 1,5
к = 3 Raj — 1,5 3,5 1,5 3,5

или

к= 1 R"i- 4 3 2 1
к = 2 Rij- 3,5 1,5 1,5 3,5
к = 3 R.4 = 3,5 1,5 3,5 1,5.

Два вида априорных рангов и Кк]. необходимы для того, что­
бы проверить гипотезы о наличии составляющих как положительного, 
так и отрицательного знака.

2. (_)к; —ортогональными полиномами к-того порядка, которые с 
точностью до констант соответствуют априорным рангам [7]. Значе­
ния ортогональных полиномов задаются в виде:

©kj — я 4֊ pXj+YXj + •••-*- ,

где х =0, 1, 2,..., (р-1); к=1, 2,..., (р֊1), константы а, р, у,..., т] опреде­
ляются из условий ортогональности:

vHkj = 0; y(֊).jOkj = 0;• • •; £Ук_ь . ykj = 0.
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3. Т? [3, 6], где՜
I 1> если рассматривается з-тый уровень фактора, 
I 0— в других случаях.

Статистики типа Ц. имеют асимптотически нормальное распреде-. 
ление [8, 10]. Выражения математического ожидания и дисперсии ста­
тистики Ьк в общем виде запишутся следующим образом:

М{и}= (2)
1 = 1 1 = 1

О {и} = 2 и =
|-1 Ь-1 1

2 (^)2 О {амЛКчЖН-
1-1 |_ ]=1

-+ 2 2 Wէ^ соу (Ки.)/пн ; ан, (Ки)/пн}

Известно, [2, 9], что;
И {1^յյ./Ոյյ } = (И, — Пр )(М; + 1)/12Ոյյ , 
СОУ {₽1յ,/Ո!յ ; Кн/П1т.} = — (И1 + 1)/12,

/ кт.__ _ \ р ПИ
И (Е [R., Ы1]/пи } = и) շ շ (Е [р;л> Ы։])2>

(М; —1)пц

соу {Е[Ки_, И,]/пц; Е [Ки, րփ]/ոս) =
1 Р ">1

Имеем также
М (Е[Ен., И1]/пп} = 0,

р
2 0к1=о,

1=1

2 2 Wյks
Р \2 Р

2 иТ “2
1=1 / յ-1

/2.

(3)

(4)
(5)

(6)

(7)

(8)

(9)

(Ю)

При наличии связанных рангов выражение (4) принимает следую­
щий вид:

□ 'R- /я I֊ (Ы«-П^+1). Տ(է' -1, 
и ։Ки./пи| ֊ 1շո._ 12(1Հ._ւ)Ոյյ (II)

где г—число групп с совпавшими наблюдениями, а 1, —число совпа­
дений в группах.
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Подставляя (4—11) в (2) и (3), после преобразований получаем 
значения математических ожиданий и дисперсии статистики при 
каждом способе ранжирования:

I способ ранжирования
Р _ с

MIUI = УЛ^м^и./п,,! = 

) =1 1=1

Р _ с
2 1^2 (\, + 1)/2 - р (р + 1) (М+с)/4,
5=1 >=1

Р с
М[ьк) = V ек,ум |ки./пи1 — о, 

1՜ =1 1=1

р с с

М [Ьзи! = 2,Т’ V м !Ки./пи| =2 (4 + 1)/2, 
)'“] 1=1 1=1

с у (/?- о 1 „ -

0{ь1к}=2 21222 --------
"1֊ 12 12(4-1). 2, Пи

— (Ы -Ь с) (р + 1)2р=/48,

II способ ранжирования

М(М = М|Ь2к)-М|Ь3к) = 0,
с , Р пи

0 !Ь1х! =2֊-—֊2 УЖ, 4])2 <
1֊1 4(4-1)“, ֊

4 2 — р- (р 4֊ 1)2/4 >
1=>

О 2 1 У <-*к, 2 (Е , 4 )7пп,
1=1 1/) = ]

с (Ы1֊п.) Р
»։и։ = 3щ4^ 2 ад՝- 

1=1 ՝ 7 18 )=1 * = 1
Следует отметить, что статистика Ьк является непараметрическим 

аналогом 1-критерия Стьюдента. Проверка гипотез сводится к вычис­
лению значений

у Ьк М (Ьк}
/■к — -----------------

[О {ьк)Г
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и сравнению их с критическим значением стандартного нормального 
распределения для выбранного уровня значимости.

Для получения непараметрического аналога Е'-критерия рассмот­
рим случайную величину

(Ни-)/п1Г

имеющую асимптотически нормальное распределение со средним

М (Т) | =

и дисперсией

где

Ж + с
’ при

О, 2 при а^, (R,) -- Е [R.., Ь1| ]

Тогда статистика

имеет асимптотически распределение у2 с (Р՜!) степенями свободы. 
Статистика Ф является непараметрическим аналогом Е-критерия.

Проверка гипотез сводится к вычислению значений Ф—статистики֊ 
и сравнению их с критическим значением %2—распределения для вы­
бранного уровня значимости.

Использование преобразования XV = 0к) позволяет проводить ана­
лиз многоуровневых факторных планов с неравным числом наблюдений 
для каждой комбинации уровней факторов.

Рассмотрим полный многоуровневый факторный план типа Р[ХР2Х... 
ХР //№, включающий все Р1ХР2Х...Р п =И возможные комбинации 
уровней факторов. Для оценки значимости я-того фактора с Р5 уров­
нями рассчитываются статистики Ф и ЬксР=Р։, с ՜ М/Р., (т. е. ком­
бинации уровней остальных факторов рассматриваются как блоки). С. 
помощью статистики Ф определяется значимость фактора, затем по 1.к 
(при XX՛'ф — ) проверяются гипотезы о наличии линейного, квадра­
тичного и т. д. тренда и, наконец, по Ц(при И7к՝ = Тр оценивается 
достоверность различий отдельных уровней данного фактора.

Проверка взаимодействий факторов Х|Х}-• •Х8_1Х|5+1 • • ■ Хга прово­
дится аналогично. При этом

Р --= Р;Р] • • -Р^Рз г ■ -Р
СД-Х/Р,
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Для планов главных эффектов и неполноблочных сбалансирован­
ных схем анализ проводится также поочередно по каждому фактору 
так. как для однофакторной классификации (с==1) с предварительной 
(до ранжирования) корректировкой наблюдений на эффекты осталь­
ных факторов или блоков [4].

При использовании ах, (R,) = Е [R,, \՜; ] асимптотическая от­
носительная эффективность (АОЭ) рассмотренных критериев:

АОЭ -» 1, когда М -* оо.
При а.х; (R..) = R-,, АОЭ зависит от значений р и с и колеблется в пре­
делах от (р+1) л/4 р до (р4֊1)л/3р [10].

Отметим, что предложенные статистики Ь к и Ф в зависимости от 
значений р, с, п^., А’к\ к, ах, (R ) можно свести к известным кри­
териям, а также получить новые. Рассмотрим наиболее интересные 
частные случаи, получающиеся из статистик Ц и Ф.

а) При \А)Ь = РЬ]- и XV5" = получаются статистики, позволяю­
щие проверять гипотезу случайности против альтернатив тренда про 
извольного порядка, которые впервые были предложены в работе 
Оганяна. Кодкинд [7].

Если имеем один блок с=1 и = Акц то
М[М = М{Е2к) = 0,

(Ы1) —■ ~ 1') р А2
п (I ՛ - ■ ' ' _ '=2_______ У —У ,1 1к| |_ 12 12Ы(П-1)]Й

О !Ьи! - ֊ — £ (Е [йь
'Л 1У-1 ֊, = 1

б) При Ей = Ьп-, ах;(Р0 = Р > к = 1, Ек] = ] I,случается статисти­

ка, позволяющая проверять гипотезу случайности против альтернати­
вы линейного тренда, которая быта рассмотрена в работе Гетмаишпер- 
гера [10]. Параметры распределения этой статистики следующие:

М {Е±[ = р(р 1)(П + с)/4,

Г) [ [ 1 — X’ + 1 ) / кт. 4^1 __ Р~ (р ~1~ 1 )՜ 1Й 12 | ‘Йпн 4 |

Если результаты представлены одинаковым числом параллельных 
наблюдений, т. е. п =п, получим

М (Ех) = ср (р + 1) (пр+1)/4,
О [Ег[ =ср (р’-р) (пр + 1)/144.

в) При с=1, ах;(Е<) = R,, пь-=1, р = X статистика Ек пре­
вращается в ранговый коэффициент корреляции [1].
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г)Прии-^[?к;, а>н(К)—,։ п..= 1( с>3, р>3> к^1 ста­
тистика Ьк эквивалентна критерию Пейджа [11].

■") ПРИ ) = Т,, р=2, с—-1 получаем двухвыборочный критерий 
сдвига, причем при I способе ранжирования имеем критерий Вилкоксо- 
на, а при II -критерий нормальных меток [1].

е) При 1 ), р > 3 статистика Ек может применяться для 
проверки гипотез о существенности уровней фактора [3, 6].

ж) При р>3, с= 1 статистика Ф превращается в статистику, исполь­
зуемую при однофакторном дисперсионном анализе. Когда а^ (R,) —R.,, 
получаем критерий Крускала-Уоллиса, а при а^ (1<,)--֊Е[Р , К,] имеем 
критерий типа нормальных меток [1, 4].

з) При р. -3, Пц=1 статистика Ф соответствует статистике критерия 
^ля анализа двухфакторных классификаций.

Когда ах| (R„I =К„, получаем критерий Фридмана, а при ац,- (R,) = 
= Е | R,, М, ] имеем критерий нормальных меток для планов типа слу­
чайных блоков [1, 4].

Рассмотрим пример применения предложенных методов при иссле­
довании чувствительности титрования вирусов гриппа стабилизирован­
ными эритроцитами в реакции прямой гемагглютинации [6].

При изучении влияния изменения рецепторной структуры стабили­
зированных эритроцитов на их способность к гемагглютинации был ре­
ализован полный многоуровневый факторный план 6Х6Х4//144. В ка­
честве выходного показателя был использован титр вируса гриппа А1 
в реакции гемагглютинации. Изучалось влияние следующих факто­
ров: X]—вид ингибитора на 6-ти уровнях (физиологический раствор, 
глюкоза, маноза, фруктоза, лецитин, кефалин), Х2—тип фермента на 
6֊ти уровнях (необработанные, трипсин, рибонуклеаза, гиалуронидаза, 
коллагеназа, лизоцим), Х3—способ стабилизации эритроцитов на 4-х 
уровнях (нативные (НЭ), акролеинизпрованпые (АЭ), глютаризиро- 
ванные (ГЭ), формалинизированные (ФЭ)) (табл. 1).

В эксперименте в 48-ми из 144-х опытов результат нельзя было 
представить количественно из-за имевшего место гемолиза эритроцитов 
пли спонтанной агглютинации. Поскольку эти явления свидетельству­
ют о нестабильности реакции и связаны с действием исследуемых фак­
торов, их необходимо учитывать при анализе. Однако результаты та­
кого эксперимента не поддаются анализу известными методами. Поэ­
тому анализ результатов многоуровневого факторного плана, представ­
ленного в табл. 1, был проведен с помощью предложенных статистик, 
которые позволяют обрабатывать не только количественные результа­
ты опытов, но также полуколичественные и качественные, если сущест­
вует возможность как-то их упорядочить.

При ранжировании титров гемолиз эритроцитов и спонтанная аг­
глютинация оценивались как наихудшие показатели. Поскольку все 
факторы качественные, анализ проводился с помощью статистик Ф и 
Ьзь . При решении задачи применялся I способ ранжирования.
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Таблица 1
Результаты эксперимента 6X6X4 по титрованию вируса гриппа 

стабилизированными эритроцитами морской свинки
А1

X 1 Т)

Х,Х3
1 2 3 4 5 6 (Х3Х3)

1 1
1 2
I 3
1 4
2 1
2 2
2 3
2 4
3 1
3 2
3 3
3 4
4 I
4 2
4 3
4 4
5 1
5 2
5 3
5 4
6 1
6 2
6 3
6 4

8,3 
9
9.7 
7
8,3 
8
7,3 
7,3

г
с
с

9,3
9

с
с 

9,3
г

8,7 
с

8
9
8 
8,7 
7

8
0
0
7,7 
8,7 
8.7

10
7,7 
г
с 
с

9
9 
с 
с 
с 
г

9,3 
с

8
9
8.3

10
8

8,7 
8
3,3 
7 
9
8 
9
7.7 

г 
с 
с

9
8,3 

с 
с 
с 
г

9 
с

7,7
8,7 
8
8,7 
7,3

8.3 
3,3 
8,3 
7,7 
9,3 
9,3 
8
8
г 
с 
с

11
9 
с 
с 
с 
г

5,7
6,9 
8,3 
9,3 
9,3

10
8,3

г
3,3 

10
9 
г
8,3 
8,7 
8,3 
г 
с 
с
8,7 
г 
с 
с 
с 
г

0
0 
0

10,3 
9,3 
8,7

г
9
8,3
7,3 

г
8
7,7
/

г
с

9
. 8 

г
8,7
8
8

г
8,3
8,3
9 

г
8,3
7.7
7.3

71
90,5 
99,5 
71,5
83
97 
99,5 
71.5 
13
37
53

122,5 
82
51 
44,5 
62 
13

102,5 
57.5 
91
86,5

107
116,5 
77,5

П (хр 79 87,5 76 ■ 101,5 80,5 76,5

Примечание: г—гемолиз эритроцитов, с--спонтанная агглютинация.

При проверке существенности эффекта фактора Х1 имеем 

агДД) - Д-, и; = 6, п^ — 1, Р1 = 6, Д = 24, 
Расчетные значения статистики

приведены в табл. 1.
Затем вычислялись среднее и дисперсия

М {Т,(Х1)} = (М + с1)/2=84, 
с' Ч- Г 1 13 {Т,- (Х։)} = V —Д  1= Д =84.

Далее находилось значение Ф-статистики:
2р

Ф (Д) = 2 2 ~84 /84= [(79-84)’+ (87,5—84)2+ 

+ (76-84)2+ (101,5-84)2+ (80,5-84)=+ (79,5-84)2]/84=5,24.
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Поскольку расчетное значение Ф-статистики меньше критического 

Ф(х։)=5,24< х2 05 (6-1) = 11,07;
то нулевая гипотеза не отвергается, т. е. эффект фактора Х1 не оказы­
вает существенного влияния на результативный признак.

При проверке эффекта взаимодействия Х2Х3 имеем аЛ,- (Рц) =
/

Ы,=24, 4=1, с23=6. В табл. 1 приведены расчетные значения ста­
тистики:

Т,(Х2Х։)=2^.1—1
Для среднего и дисперсии получаются следующие значения:

М [ТДХ2Х3)) = (М + с23/2=75,

Э [Т, (Х2Х3)} = 2 ֊^1֊ 1 _ —2-----
!-1 (Ы! ֊0 Ы, — 1

= 300.

Далее имеем:

Ф(Х2Х3) -֊ [(71 -75)4 (90,5-75)4 (99,5-75)4 ■ • • 
• • • + (116,5-75)4 (77,5-75)2]/300 = 60,45.

Поскольку

Ф(Х2Х3) =60,45 > х’0, (24-1) =41,64,

то нулевая гипотеза отвергается, т. е. эффект взаимодействия Х2 Х3 су­
щественно влияет на величину титров.

Аналогично был проведен анализ по остальным факторам и взаи­
модействиям:

Ф(Х2)=7,96<х205(6- 1)=11,07, 

ф (Х3) =5,94 < у.2 05 (4-1) =7,82, 

ф (Х։Х2) =51,5>х205(36—1) =49,80, 

Ф (Х2Х3) =35,9 > у.2О5 (24-1) =35,20.

Для выявленных существенных эффектов проводился более деталь­
ный анализ. С помощью предложенной статистики Ь3к проводилась 
проверка значимости эффектов сочетаний уровней факторов. Резуль­
таты анализа приведены в табл. 2.

При анализе все парные взаимодействия оказались значимыми, а 
это означает, что при разных способах стабилизации эритроциты по-раз­
ному реагируют на обработку ферментами и ингибиторами.

Таким образом, несмотря на отсутствие количественных показате­
лей в части опытов, применение свободных от распределения статистик
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Таблица 2
Результаты непараметрического анализа плана 6X6X4

Уровни
X
X Уровни

(СХ։Х
) Z Уровни

СТ 
X
X
N

Фруктоза—коллагеназа 
Фруктоза трипсин 
Глюкоза— коллагеназа 
Маноза рибонуклеаза 
Лецитин—рибонуклеаза

3,21
2,20
2,18

—2,00
—2.75

Лецитин—НЭ 
Кефалин—НЭ

-3,68
-3,68

Лизоцим—ФЭ 
Коллагеназа— АЭ 
Коллагеназа—Г?) 
Лизоцим—НЭ
Лизоцим—АЭ 
Гиалуронидаза—НЭ

2.79
1.99
2,43

—3.68
֊2.24
— 3,68

позволило провести анализ и получит! информацию о влиянии факто­
ров.

Институт эпидемиологии, вирусологии
। медицинской паразитологии им. Л. Б. Алексаняна, 
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ւ-ՉԱՓԱՆԻօւ՛ 1;֊1. ր֊ՁԱՓԱՆԻՇԻ (И» ՊԱՐԱՄհՏՐԻԿ Л.ИТ1.Ыч,|,ЬР1! 
ԵՎ ՆՐԱՆՑ ԿԻՐԱ1ՒՈհՄԸ ՐԺՇԿԱ֊ԿեՆՍԱՐԱՆԱԿԱՆ

2ԵՏԱԶՈՏՈԻԹՅՈԻՆՆԵՐՈԻԱ

Տ. Դ. 0ՀՍ.Ն5ԱՆ, Դ. Խ. ԿՈԴԿԻՆԴ

1-ր)ջկա֊կևնսսւբանական փորձերի բ ա ղմ ա մ ա կա րդա կա յին և բազմագոր- 
ծոնային վերլուծության համար առաջարկվում են նոր, ոչ ւգ արամետրի կ մե­
թոդներ, որոնք հիմնված են բաշխ ում իր աղատ չափանիշների վրա:

Առաջարկված մեթոդների օգնությամբ լուծւէոււ! է կրիտրոցիտներով կա­
յունացված (ստաբիլիգացված) գրիպի վիրուսների տիտրացիայի զգայնու­
թյան ուսումնասիրության իւնգիրր, որը չի յուծւէում հայտնի մեթողներուէ։

NONPARAMETRIC ANALOGUES 01՝ T—CRITERION 
AND F—CRITERION AND THEIR APPLICATION TO 

MEDICO-BIOLOGICAL INVESTIGATIONS
T. G. OGANYAN, G. Ch. KODKIND

Nonparametric methods of analysis of some multifactory design 
ype meant for experimentation under heterogeneity conditions have 
been suggested. An example of their application to biological investiga­
tions has been given.
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