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ДИНАМИКА РОСТА МИКРОБНОЙ ПОПУЛЯЦИИ 

И СТРУКТУРНЫЕ РЯДЫ

В статье производится алгебраизация кривой роста микробной популяции. Разрабо­тан .математический аппарат для описания возможных путей увеличения численности микробной популяции. Приведена формула, описывающая связь между интервалом измерения численности популяции, численностью популяции и точностью прибора, оп­ределяющего численность популяции.
Говоря об универсальности микроорганизмов как модели для изу­

чения многих биологических процессов и их практическом значении, не­
обходимо указать на трудности анализа получаемых эксперименталь­
ных данных, связанных с их, обычно, большой численностью и неодно­
родностью структуры клеточной популяции.

Мощным средством для анализа процессов, происходящих в попу­
ляция, являются математические модели.

Кривая динамики численности вбирает в себя в некоторой обобщен­
ной форме информацию о тех или иных внутренних перестройках попу­
ляционной структуры, будь то генетическая, возрастная, половая, тер­
риториальная или иная структура [11.

Динамику численности клеточных популяций можно описать моде­
лями двух типов: детерминированными и стохастическими.

Детерминированные модели не учитывают случайного характера 
явлений [2]. Поэтому, например, в дискретной модели возрастной 
структуры [3] коэффициенты рождаемости и выживаемости берутся 
как постоянные величины.

Стохастические модели роста учитывают сложный характер про­
цесса. При этом обычно считают, что Рг—вероятность превращения 
частицы в г новых частиц не зависит от абсолютного времени, возраста 
частицы в момент ее превращения и числа других существующих час­
тиц [4]. Вероятности Рг задают нам случайный процесс, описываю­
щий динамику популяции.

В обоих типах моделей вынужденно делаются допущения, которые 
не всегда могут быть оправданы. Коэффициенты рождаемости, выжи­
ваемости и Рг даже в пределах одного возрастного класса не всегда 
устойчивы, так как зависят от многих факторов. Поэтому дальнейшая 
разработка математических 'моделей должна идти в сторону допущения 
некоторого распределения во времени в пределах одного класса [5].

Экспериментальное определение параметров усложняется тем, что 
возникает ряд трудностей [6]: некорректность—возможность больших 
ошибок в определении параметров при малых ошибках определения ве-
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личин; доступными для измерения могут оказаться лишь некоторые 
возрастные группы или, например, суммарная численность каких-либо 
возрастных групп; возможность определения только части возрастных 
групп, доступных наблюдению.

Как видим, возникают ситуации, при которых необходимо в неко­
тором смысле восстанавливать динамику роста популяции, численность 
возрастных групп, взаимосвязь поколений и т. д.

Предположим, имеется развивающаяся клеточная популяция, у ко­
торой невозможно осуществить возрастное распределение. Коэффици­
енты рождаемости и выживаемости этой популяции также невозможно 
определить. Имеется лишь возможность определить численность попу­
ляции с погрешностью ±z клеток. При этом принимается, что погреш­
ность прибора ±z клеток постоянна и не зависит от концентрации кле­
ток N(t), где t—время. Фактически имеется минимальная эксперимен­
тальная информация о популяции. Назовем такие популяции «черными 
популяциями»—«black populations».

Анализ этих популяций чрезвычайно сложен из-за перечисленных 
трудностей. Прежде всего, необходимо восстановить возможные пути 
увеличения численности популяции (ВПУЧП), ибо прибор с погреш­
ностью ±z клеток не позволяет фиксировать изменения численности

2 
популяции с необходимой погрешностью ± — клеток.к

Целью данной работы является описание математического аппара­
та восстановления ВПУЧП.

Исходные предположения:
а) все клетки популяции, независимо от возраста, имеют возмож­

ность делиться в моменты времени хш1п, тт!п + Дт, тт.п 4֊ 2Дх, • ■ -, тт1п+ 
4֊ тДх = гтах, но деление не обязательно; первый момент времени 
после появления клетки в ю, после которого клетка имеет возможность 
делиться; тга։х — Tni!n 4֊ тДг — момент времени, после которого клетка 
теряет возможность делиться; гибель клеток исключается. Ат выбира­
ется, исходя из морфометрического признака микроорганизма;

б) экспериментально возможная погрешность измерения числеи-
„ z .ности популяции равна ±z клеток, необходимая же ± — »к

в) At—минимальный промежуток времени, через который необхо­
димо наблюдать за численностью развивающейся популяции при исход-

z
ной численности N (t) и погрешности прибора, равной ± — клеток; име- 

k
ется з виду несинхронная популяция:

At = А—Z 
k-N (t)

Группа клеток численностью — является единицей исчисления по- 
k
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пуляции (ЕИП), т. е. дальнейшее раздробление группы в— клеток в

Ы(0-к „ыгг 
подгруппы исключается. В 14(1) имеется ---- - -----г. и и.

Учитывая эти условия, необходимо восстановить ВП^ЧП с по­

грешностью ± —клеток на базе показаний прибора с погрешностью 

±г клеток. Один из восстановленных путей должен совпадать с пока- 
ъ

заниями прибора с погрешностью ± — клеток, если бы измерение 14 (() 
к

производилось с его помощью (рис. 1).

сл *Рис. 1. ВПУЧП, построенные на базе 1показаний прибора с точностью ±г при 14(1,) = 3г и Ы ((, Ч-А1)=-6х. Один из ВПУЧП совпадает с пока-
. г Дт2занием прибора, имеющего точность изменения + клеток, А1 = '

Структурные ряды. Перейдем к описанию математического аппа­
рата восстановления ВПУЧП. Предположим, в (0 момент времени име­
ется группа клеток в одну ЕИП. Опишем ВПУЧП в момент Ь (рис. 2). 
Во всех строках диаграммы, расположенных против (о, й, (г, (з моментов 
времени, под числом подразумеваются численности популяции в ЕИП. 
имеющие свою специфическую динамику роста. Строки диаграммы 
состоят из двух частей: а) предыдущей строки; б) ряда чисел, отсут­
ствующих у предшествующей строки. Поэтому в последней строке (3 
момента времени описаны все предшествующие строки диаграммы. 
Ставя запятые в последней строке после рядов цифр, которые содержат 
числа строк 1о, (1 и (г моментов, получим следующий вид строки диа­
граммы (3 момента времени: 53 = 1,2, 2’3՜ 4,2’3 + 3՜4'5՜Ь‘4՜5՜6 7'8; на­
зовем ее структурным рядом (3 момента. Чтобы отделить численности по­
пуляций структурного ряда, после каждой величины численности по­
пуляции ставится точка сверху, за исключением случая, когда после 
числа ставится запятая, к-ая запятая 5„ структурного ряда располо­
жена после ряда чисел, которые находились бы в диаграмме ВПУЧП 
в 1к_г Между к-ой и к+1-ой запятыми структурного ряда 5П имеет-
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Рис. 2. Диаграмма ВПУЧП и ордеревья увеличения численности популя­ции. а) диаграмма ВПУЧП в 1։, 12 и моменты времени; б) возможные ордеревья динамики увеличения численности популяции микроорганизмов за △!, 2Ас и ЗД1.
ся ряд чисел, которым отличается строка {к_1 момента времени от 
строки 1к момента или Зк от Зк_։ структурного ряда. Индекс п при 
5 означает, что структурный ряд соответствует ВПУЧП, которые могут 
возникнуть в 1п при одной ЕИП в Тр. С помощью Зп возможно восстано­
вить динамику роста любсй популяции структурного ряда Зп. В слу-

г ,чае, когда — = 1, популяция является семейством, так как имеет одно- 
к

го предка (одну клетку) в 10. Можно также принять, что в ЕИП вхо-

дят — клеток с одинаковой генетической структурой, одинакового воз- 
к

раста и одного и того же поколения.
ВПУЧП—фактически ордеревья (связанные графы, у которых все 

дуги направлены от корня), эти ордеревья называются растущими из 
корня [7] или выходящими деревьями [8], или еще корневыми деревь­
ями [9] (рис. 2 а).

Приведем определения Зп структурного ряда, подсемейства 5(Х^, 
1М) и приращения ДЗп-ь
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Определение I. Структурный ряд 5 „ = 1,2.2’3՜4,-2П—1 2՞— 

последовательность, в которой собраны все популяции или семейства с со­
ответствующими историями или ВПУЧП, возникшие из ЕИП или одной 
клетки 1о момента времени. Предполагается, что один элемент в состоя­
нии воспроизводить два элемента, но не больше. Удвоение возможно 
только в 1։, („֊։, 1п (рис. 26 и 3).

О Л 3d

Рис. 4. Семейство 8(4At) численностью 8 клеток или ЕИП. Семейство 8(4At) момента времени с подсемейством 4(Xq, 2At). 231 момента времени, где At = t։— t, = t։ - Ц = t3 - t3 = t4 —1։.Примечание: Вероятность появления популяции определенной численности, возрастное распределение, взаимосвязь между -потомками и предками не обсуждаются. Эти вопросы будут рассмотрены в наших последующих работах.
Определение //. Подсемейство gCX^, lit) семейства Q(jAtJ при 

jAt момента времени (j>i)—группа клеток, имеющих общего предка 
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Х'(1 (одну клетку) в момент времени, т. е. ордерево, у которого все 
дуги направлены от Х„ корня (рис. 4).

Определение Ш. Приращение Л5 п_։ — ряд чисел, в котором 5П 
отличается от 5п-1 структурного ряда Д5П = 5П — 5п-ь Зная Д5п-2, 
можно построить Д5П_1. Если Д5п-2 = 2'3’4՛ ■ • .цт, то Д5п-1 = 
= 2'3-4-3՜4՜5՜6' + 1) ---(2ч —1)-2ч г(г+ I)--•-(2г—1)- 2г.

Количество чисел (популяций), входящих в Д5п-ь равно
К (ДБп—1) = (2+ 1)4՜ (3+1) + • • • + (ч 4-1) + (г + 1).

Построение структурных рядов и восстановление динамики роста 
популяции с их помощью. Для построения 5П структурного ряда необ­
ходимо построить приращение △5П_1, так как 5 п состоит из ряда при­
ращений 5П = 1, Д5(|, Д5։, Д5,,-՛-, Л5п-2, Д5П-։; а из Д5п-1 прираще­
ния возможно выделить приращения от Д80 до Д5п-г включительно. 
Обозначим разницу между приращениями Д5П_։ — Д5П_2 через еп_։.

Зная еп_1, можно построить еп; таким образом возможно построить 
все г, — разницы приращений от г։ до гп включительно или е1-»е8—»■ 
—*8з՜-» *$п-2 —Зп—1- Получили рекуррентную формулу построения 
приращения Д5п-1 = г0, еп_։:

п
Количество чисел, входящих в еп, равно К(еп)= 2 Р (е,), где 

1-1
Р($|) — сумма чисел е։.

п

Количество чисел, входящих в Д5П равно К (Д5П) - 1+2К(8|).

Количество чисел структурного ряда 5П или ВПУЧП равно 
п—I

Кп = 1+2 р(3։), где Е (51) —сумма чисел, входящих в 51.

Количество чисел структурного ряда 5П можно найти и по фор- 
11—1

муле: Кп = 1 +2 К (ДЭ1).
1-0

Если сравнить количество чисел, входящих в структурный ряд 5п , 
с количеством чисел диаграммы и количеством чисел, входящих в стро­
ки типа Г2’3’---г' <2 (если все ВПУЧП изобразить с их помощью), 
то получится следующее соотношение:

Кп —количество чисел, входящих в структурный ряд 5П.
Оп—количество чисел, входящих в диаграмму в момент 1П, равно 

п— 1
□п = Кп 4 2 К1 = Кп + ОП-Г, (п + 1) Кп — количество чисел, входящих 

1 -з
во все строки типа Г2'3‘---г‘Р или 1—2->3-֊> • ■ ■ — г -֊> (^, описываю­
щие все ВПУЧП в момент 1п (рис. 5).

Следовательно, структурный ряд 5П, являясь удобным средством 
анализа ВПУЧП, имеет и более приемлемый вид записи этого показа­
теля. так как содержит значительно меньше чисел, чем диаграммы и
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, Л 4 ■ • • • -те 0^։ 0 ^-к **-*■> 2 л՜/*Рис. 5. Схема восстановления динамики роста популяции численностью (}. находящейся под номером Ырп в Зп. 1 (1„ Ц,֊--, 1п_к)-’2(։п_к+1) — ->3(։п֊к+։)-*-------р (1П)—динамика роста популяции. Разъ­яснение схемы см. в тексте.
строки типа 1С2’3’---Г (Э. И это преимущество структурного ряда 5Г՛ 
возрастает с увеличением ВПУЧП.

Восстановление динамики роста популяции <2 структурного ряда Эп .. 
Предположим, необходимо восстановить динамику роста популяции (2, 
находящейся под номером М^п в структурном ряде 5П (отсчет ведет­
ся от первого числа 5П). Прежде всего необходимо найти в каком 
приращении А5Х находится (^. При возможности определить количест­
во чисел, входящих в Зп, можно найти ряд Ко, Кь Кг,—, К, '-количество 
чисел, входящих соответственно в 50, 3։, Бг,..., Бп. Далее необходимо 
найти х, удовлетворяющий условию Кх< <Кх+1, т. е. К'^п распо­
ложено в приращении Д5Х структурного ряда 8П. (2 находится в 
ДБх под номером 14$5х = М3п — Кх, где 0 -< х п — 1 (отсчет ведет­
ся от первого числа Д5Х). Зная приращение Д5Х_։, необходимо найти 
у, удовлетворяющее К (еу) < М^3х < К (еу+1)» откуда следует, что

находится в еу+р где 0<у<х—1. М“х — К(.еу)=Ы£у+։—номер <2 
в 8у+։ (отсчет ведется от первого числа еу+1). Далее необходимо най­
ти М *$+։» удовлетворяющее: (3+1)4------- Ь (ч + 1) <МрУ+։ ֊< (3 + 1) +
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• • • (q+1) + (ր+1), где г—число, принадлежащее sy и лающее в 

। ряд чисел г (г 4-!)•••• (2 г—1 )՛ 2г, в котором и находится иско­
мое Q. Число г находятся ПОД N®n И JMCpOM в структурном ряде Sn; 
N®n = Кх_։ ֊ - К (г, _։) ], где 1 соответствует номеру числа г в sv ря­
да чисел. Таким образом, на ценi численность популяции г момента 
է,|-1, предшествующая популяции Q էո момента времени, находящая­
ся под номером N'» в структурном ряде Sn. По тому принципу воз­
можно восстановить весь (единственный) путь роста динамики попу­
ляции, находящейся под номером N$n в структурном ряде S,,. Если 
Q расположено в ASk, т. е. между (к + 1)-ой и (к+2)-ой запятыми в 
S„ (ASk — приращение, которое появляется в момент ն+i при перехо­
де Sk в Sk+i ~Sk-HASK), то in — численность предшествующей попу­
ляции Q за рМ промежуток времени находится в ASk-P приращении 
ряда Sn, ASk-p заключено между к—р-f-l и к—р+2 запятыми. Так 
как Q —популяция момента tn, то in является популяцией tn-p мо­
мента. Восстановление динамики роста популяции Q иллюстрируется 
на диаграмме (рис. 5). От ta до tn-k исходная численность в ЕИП не 
увеличилась, а в момент tn_K4.i удвоилась и в 1л_к+շ достигла 3 ЕИП. 
Популяция tn-k i-v момента времени находится в ASv, т. е. заключена 
между v+1 и v+2 запятыми ряда Sn.

Принцип отбора из широкого спектра ВПУЧП путей, близких к 
реальным, будет обсуждаться в других наших работах.Ереванский государственный университет, кафедра высшей математики Поступило 24.1 1977 г.1, II. W.ԱՐՅԱՆ, Դ. Ա. ՏՈՆՈՅԱՆ

ՄԱՐԼ-ՆևՐԻ ՊՈՊՈՒԼՅԱՑԻԱՅԻ ԱՃԻ ԴԻՆԱՄԻԿԱՆ ԵՎ 
ԿԱՌՈՒՑՎԱԾՔԱՅԻՆ ՇԱՐՔԵՐԸ

Ամփոփում

Հոդվածում կատարված է մանրէների պոպուլյացիայի աճի կորի հան֊ 
րահաշվացում ( ա լգե բրա իգա ց իա )։

Մշակվել է մաթեմատիկական ապարատ մանրէների պոպուլյացիայի քա­
նակի ավելացման հնարավոր ուղիների նկարագրման համար։ Բերված է պո֊ 
պուլյացիայի քանակի չափման միջակայքի, պոպուլյացիայի քանակի և պււ- 
պուլյա ց իա յի քանակը որոշող ճշգրտության կապը նկարագրող բանաձև։

Առաջարկվում է պոպուլյացիայի քանակը որոշող սարքի ոչ բավարար 
ճշգրտություն ունեցող ցուցմունքների հիման վրա հնարավոր հետագծերի 
ընտանիքի որոշման սկզբունք։
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