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ОБ ОДНОЙ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ ПРИРОДНОГО 
МЕХАНИЗМА, РЕГУЛИРУЮЩЕГО СООТНОШЕНИЕ ПОЛОВ

В статье предлагается «итерационная система уравнений, моделирующая динамику 
■ численности самцов и самок в природной популяции с учетом следующего предполо­
жения: вероятность рождения самца в данном цикле воспроизводства возрастает с 
ростом численности самок и убывает с ростом численности самцов. Доказывается, 
что отношение численностей (соотношение полов) со временем стабилизируется. Длч 
предельного соотношения полов получена простая формула зависимости от коэффи­
циентов смертности сампов и самок.

Механизм, регулирующий соотношение- полов, является интересней­
шим природным гомеостатическим механизмом. Проводимые с давних 
пор исследования половой дифференциации организмов выявили удиви­
тельную стабильность соотношения полов при рождении (так называе­
мое, вторичное соотношение полов) во всех тех случаях, ։когда естествен­
ное соотношение полов среди взрослых особей (третичное соотношение 
полов) не нарушается какими-либо причинами, являющимися внешними 
по отношению к экологической системе, в которую входит данная популя­
ция (такой внешней причиной может явиться, например, вмешательство 
в естественный процесс воспроизводства человека). Если же естественно 
сложившееся третичное соотношение полов по какой-либо причине на 
рушается, вторичное соотношение также изменяется, причем в противо­
положном направлении, т. е. таким образом, чтобы со временем компен­
сировать первоначальное нарушение равновесия. Это позволяет сде­
лать вывод о том, что существует механизм отрицательной обратной 
связи, регулирующий соотношение полов при рождении в зависимости 
от соотношения полов среди взрослых, способных к размножению осо­
бей, а вся популяция в целом, представляет собой гомеостатическую 
систему, стремящуюся удержать свои существенные параметры (соот­
ношение полов) на постоянном уровне при неблагоприятных внешних 
условиях [1].

Исследование проблемы половой дифференциации организмов 
представляет большой теоретический и практический интерес, посколь­
ку в теоретическом плане здесь имеется достойный внимания случай 
регуляторной связи от целой популяции к части этой популяции—от­
дельному организму, а на практике овладение методом целенаправ­
ленного регулирования полов позволит выбирать их оптимальное соот­
ношение в сельском хозяйстве [2—5].

В настоящей работе сделана попытка построения математической 
■модели упомянутого природного гомеостатичесокго механизма регули­
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рования полов и, по возможности, подробного анализа этой модели, 
которая при своей простоте достаточно адекватно описывает, на наш 
взгляд, исследуемый механизм при некоторых логически обоснованных 
допущениях.

Рассмотрим динамику роста популяции животных. Обозначим ко­
личество самцов в данном цикле воспроизводства через уп, количество 
самок—через гп. Допустим, что вероятность рождения самца в дан­
ном цикле воспроизводства в среднем по популяции равна рп, тогда 
вероятность рождения самки (будет 1—рп. Допускаем, что в каждом 
цикле воспроизводства каждая самка имеет по одному новорожденно­
му; это допущение не является принципиальным, оно лишь позволяет 
избавиться в математической модели от излишних коэффициентов. Как 
видно из обозначения, величина рп также принята переменной,' что 
представляется вполне естественным, ибо именно в переменности р 
проявляется механизм регулирования полов. Зависимость вероятности 
рождения самцов от соотношения полов в популяции хорошо изучена: 
известно, что она возрастает с увеличением количества самок и убыва­
ет с ростом количества самцов [1, 3]. Исходя ив этой 'зависимости и 
учитывая, что рп как вероятность должна находится в интервале [0,1], 
выберем для нее следующее выражение:

- кгп
Р՞ —; : ’

кгп +уп 
где к характеризует скорость измерения рп.

Введем коэффициенты смертности самцов—р и самок—V, определя­
ющие ту часть самцов и самок, которые погибают в течение каждого 
цикла воспроизводства. Вообще говоря, коэффициенты р и V также 
должны быть переменными и зависеть от общего количества самцов и 
самок, а также от их соотношения, но чтобы не очень усложнять мате­
матическую модель, примем их постоянными, учитывая то обстоятель­
ство, что в 'механизме регуляции полов это не имеет первостепенного 
значения, хотя существенно влияет на динамику роста популяции.

Отметим также, что в предлагаемой ниже математической модели 
всевозможные факторы, могущие повлиять па третичное соотношение 
полов, отнесены к пеконкретизпруемым внешним воздействиям, сум­
марное влияние которых отражается на начальных условиях, которые 
представляют, по существу, состояние популяции в какой-то момент 
времени после воздействия каких-то (неважно каких) неблагоприятных 
внешних факторов.

Итак, состояние популяции в какой-то п-|-1-ый момент времени 
можно описать следующей системой нелинейных разностных уравнений:

Уп+1 = (1 — У) Уп + Рп2п

гп+1= (1—*) гп + (1—Рп)гп

г„ 
Рп — ; ՛

2п + /п

(1>
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Коэффициент к, характеризующий скорость изменения рп, принят для 
простоты равным 1.

Решение этой системы уравнений, если оно вообще возможно, со­
пряжено с очень большими трудностями, поэтому ограничимся вначале 
анализом интересующего нас отношения уп/гп, которое обозначим че­
рез <?п:

т _ Уп®п =-----
гп

Из (1) получим
1 1 

р" — V “11 'I । Уц 14՜ <Рп 
гп

Разделив в системе (1) первое уравнение на второе, получим:

Допустим, что существует такое р*, .к которому сходится рп. Тогда 
1—р*существует и такое ср* =---- — • к которому сходится фп. Значит можно

р* 
написать:

®*= —1 —®* 4-------- .
2—V — р* ' 2 — V — р*

1—р* = 1 — Р Ь^р* Р*
р* 2 — V — р* р* 2 — V — р* 

Откуда
1—у4-|1 „ 1 —р* IПь = --------— и <Р* = -----— - --------------
2—у4֊Р р* 1-7-1- [1

Следовательно, если рп и фп сходятся, то они сходятся соответственно 
к р* и ф*.

Докажем сходимость р„, чем будет доказана сходимость и <рп. 
Ограниченность рп очевидна:

0<рп-———<1, гп>0, Уп>0, 
2п4-Уп

2п41 (2 * Рп)------------------ —----------------------------------------------------------- ,
гп+14- Уп+1 (2 — 7— рп)гп4- (1 — р) Уп -|-рп2п 

2 — 7 — рп
Ри-1 = :--------;----- ■ , гРп-

I — р4 рп (1 — * + р)
Рассмотрим
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Рп + 1 Рп — Ри
2 — У — Рп

1 — р + Рп (1֊* + р)
_ 1—у |-р—Рп(2-у+р) = (2 —у + р) (р* —Рп)

1— Р + Рп(1— * + I1) 1 — р + Рп (1— * -4- р)
Знаменатель этого выражения больше ноля; выражение 2—также 
всегда больше ноля. Следовательно, рп+1 — рп>0, если Р*—РП>0. т-е- 
рп<р* и рп+1 — рп <0, если р* —рП<0, т. е. рп > р*.

Таким образом, в промежутке [0, р*] рп возрастает, а в промежут­
ке [р*. 1]—убывает, ио поскольку рп дискретная функция, не исключе­
на возможность «перескока» рп через р* и обратно, причем характер ее 
поведения в этом случае пока еще не ясен, так что вопрос о сходимости 
остается открытым. Для его окончательного решения необходимо 
доказать, что ‘

Рп+1֊ Р*<Р*֊ Рп, Т. в. Рп+1 + р„ < 2 р*, 
когда рп < р", и

р* — рн+1<Рп — р*. Т. е. рп+1 + рп>2р*.
когда рп>р”.

рп+1 ”1՜ Рп — Рп
2 - у — р„

1 —н+рп(1 — * + р)
_ 3—у — р + рп (р — у) --  Рп 'и

1— Р + Рп (1 — у4- р) 
Исследуем выражение

Продифференцируем Т(рп).

(Рп) =

3—у —р + рп(р —у) 
1—р + рп(1 — у + р)

= ЧРп)-

3—у —р + рп(р — у) + 
1—р + Рп(1—у + р)

, „ (р — у) [1 — р 4֊Рп (1— у + р)] — (1—у4֊р) [3—у—р4-рп (р—у)] I Рп ' ------------ --- -- — --- ’
[1—р + Рп(1 — у + р)Г

1 РпО-Н-р) + 2 Рп (р-у) (1—р) 4֊ (3-у—р) (1—р)
Рп} 11-р + рп(1֊у + р)Г ■

Знаменатель этого выражения не может быть отрицательным.
Если ц>у, то и числитель также больше ноля, т. е. Г'(рп) >0 для всех рп.

Если же ц<у, то Г (рп) приобретает вид:

„ , » (3—у—р) (1—р) — р® О—Р)(1—у4֊р)—2рп(у—р) (1—р)
1 1Рп>-------------------------- г:-------- ;----- ;------------- -г;--------------------- - >

|1—Р + Рп(1—у + р)]*
> (3-у-р) (1~р) - рп(у—Р)(1֊У -г р) — 2рп (У — р) (1—р) =

[1— р4-рп(1— у + р)]2
= (3-у-р) [(1- р) —рп(у-.р)] .

[1-р + Рп(1-у + р)Г ■
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При |* = ■»
г(Рп) = (з^±о^)>0.

1 — Н + р.1
Поскольку Г(РП)>^ ПРН л1°бых ц и V, Г(рп) является возрастаю­

щей функцией от рп.
Возрастание I(рп) означает, что

ря+1 + Рп > р* + Р* = 2 Р*. если рп > р*. и
Рп+! 4- рп < р* + Р* = 2 Р*. если рп < р*, 

что и требовалось доказать.
Итак, рп сходится к р* во всех случаях независимо от начальных 

условий, и, следовательно, фп сходится к «р*.
Таким образом, каково бы ни было первоначальное соотношение 

полов <ро> с течением времени оно стремится к постоянной величине 
<?* = 1— .

1—*+1л
Как видно, эта величина зависит только от коэффициентов ц и V и 

может находится в пределах 1/2—оо.
Вернемся к системе уравнений (1). Представим ее в виде

I уп+1 = (1 — |л) уп .4- р* гп + (рп — р*) гп, 
I гП4-։ = (2 — V) гп — р* гп — (рп — р*) гп.

Анализ показывает (из-за сложности и большого объема он здесь 
не приводится), что скорость сходимости рпк р* такова, что выражения 

(р* — рп) г„—>0 при п ֊* со, из чего следует, что при достаточно боль­
ших п процесс достаточно точно описывается линейной системой урав­
нений. .

( Уп+1 = (1 — р.)Уп + р*г„, 
| гп+։ = (2 — ?)гп — р*гп.

Решая эту систему методом преобразования Лапласа для дис­
кретных функций, получим:

гп = 20 (2 — V — р*)п,

Уп -■= ув(1 — ^)п + р*г0.
1 4՜ Р — * — Р

Очевидно, что г0 и у0 не начальные значения уп и 2п, а их значения в 
тот мо-мент времени пи։ начиная с которого система рассматривается 
как линейная, т. е. когда рп достаточно близко к р*.

Уп = У» (1 - н)" 4- -2"7-го<1-11)П = (1- и)п (Уо--гоГ) + 2пф*.
1 4֊Н —V
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у0/г0 = ф0— это значение ?п в такой момент времени п0, когда рп до­
статочно близко к р*, следовательно, ®0 достаточно близко к <р*.

Кроме того, — ---- —-<1 при любых՜ ри*, так что

•при п -» «з и фп -♦ ?*. как и должно было быть.
Итак, для достаточно больших п имеем право писать

Уп = zn?\
z0(2 —* —р*)п

У п = —:------- ;---------’1 _ v -|- р,

zn = z0(2 —V —р )п.
Тогда

<Ь = -^-Н- = =2 — V — pe = 2 — v-----—2 +.!*• ,
Уп zn 2 — * +1*

1 = ^3,И,+ Р4-3
2 —v + p

zc։x 1 У п4՜ 1 Zp^-j ,Из выражения (2) следует, что ф = - ------= -------- = 1, если
Уп z;1

*s — 2 * — Р* + 1 = О, 
б^>1, если vs—2v—pv֊4-l>0, и

О 1, если V2 — 2 v — pv + 1 0.

Отсюда видно, что уп и zn могут возрастать, убывать пли оставаться 
неизмененными в зависимости от коэффициентов ц и v.

Поскольку в природе в конце концов все приходит в равновесное 
состояние, очевидно, что величина ф не может быть постоянно больше 
пли меньше единицы; со временем она должна стабилизироваться 
очень близко у единицы (при условии, конечно, что данная популяция 
выживает). Стабилизация величины ф достигается в периоде, по-види- 
мому, за счет переменности .коэффициентов ц и v, которые возрастают 
с увеличением уп и zn и убывают с их уменьшением.

В настоящее время проводится исследование модели, учитываю­
щей переменность коэффициентов смертности ц и v, что существенно 
обогащает ее, но создает значительные трудности для анализа.

АрмНИИ научно-технической информации
•и технико-экономических исследований Поступило 20.VI 1975 г.
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Գ. Գ. ԱՓ113ԱՆ

ՍԱՌԵՐԻ ^ԱՐԱՐԵՐԱԿՑՈԻԹՅՈԻՆԸ ԿԱՐԳԱՎՈՐՈՂ ԲՆԱԿԱՆ 
ՄԵԽԱՆԻԶՄԻ ՄԱԹԵՄԱՏԻԿԱԿԱՆ ՄԻ ՄՈԴԵԼԻ ՄԱՍԻՆԱմփոփում

Սեռերի հարաբերակցությունը կարգավորող բնական մեխանիզմի հետա­
զոտություն՛ը մեծ Հետաքրքրություն է ներկայաց՛նում, քան,ի որ այս ասս/արե- 
ղում ստացված արդյունքները կարող են ունենալ ինչպես տեսավորն, այնպես 
վլ դործնավա՛ն մե՛ծ արժեք։

Հողվածք նվիրված է ՛նշված մեխ՛անիզմի մ՛ի հնարավոր մո՛դելի մշակմանը 
ու նրա մ ան բա կրկիտ հետազոտմանը։

Մո՛դելի հետազոտությունը ցույց է տվել, որ որոշ, ոչ շատ մեծ սւահմանա֊ 
փակումների դեպքում առաջարկված մոդելը բավական ճշտությամբ նկարա­
գրում է բնությս/՚ն մեջ տեղի ունեցող երևույթները։
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