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Արաբյան Մ․Հ.  

Պտտման թաղանթի տատանումների խնդրի ընդհանրացված տատանումների ձևի ողորկությունը՝ 
կախված որոշ ոչ հանրագումարելի գործակիցներից 

Աշխատանքում ուսումնասիրվում է պտտման թաղանթի տատանումների խնդիրը որոշ ոչ 
հանրագումարելի գործակիցներով։ Գործակիցների վրա դրված որոշակի պայմանների դեպքում 
ապացուցվում է ընդհանրացված տատանումների ձևի ողորկությունը ներմուծված կշռային 
տարածություններում։ Ցույց է տրվում, որ տատանումների ձևի ողորկությունը էապես կախված է 
թաղանթը բնութագրող այնպիսի գործակիցներից, ինչպիսիք են՝ հաստությունն ու ձևը։ 

Arabyan M.H.  
The smoothness of generalized waveforms for the problem of rotation of the shell oscillations depending on 

certain nonsummable coefficients 
In the paper we consider a problem of oscillations of rotation with certain nonsummable coefficients. Under 

certain conditions on the coefficients the smoothness of generalized waveforms in the introduced special weight 
spaces is proved. It is shown that the smoothness of waveforms are closely related to such factors characterizing the 
membrane, like thickness and shape. 
 

В работе рассмотрена задача на собственные значения для дифференциальной системы с переменными 
коэффициентами, некоторые из которых имеют несуммируемую особенность. При некоторых 
предположениях изучаемая задача физически представляет задачу собственных колебаний оболочки 
вращения. При определённых условиях на коэффициенты доказана гладкость обобщённых решений краевой 
задачи, а также гладкость обобщённых форм колебаний в введённых специальных весовых пространствах. 
А это даёт возможность сделать дальнейшие исследования, в частности получить оценки скорости 
сходимости для приближённых решений. Показывается, что гладкость форм колебаний тесно связана с 
такими коэффициентами, характеризующими оболочку, как толщина и форма. 
 

Введение.  Задачи оптимального управления играют все более важную роль в 
науке и технике, имеют различные области приложения. Эффективные численные 
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методы [1–3] имеют решающие значения для успешного применения оптимального 
управления в практических областях. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Огромное влияние на развитие теории оптимальных систем оказало стремление 

создать устройства, обладающие наилучшими характеристиками. Важными 
характеристиками конструкции являются вес и собственные частоты колебаний. 
Наиболее типичными в теории оптимального проектирования сжатых конструкций 
являются задачи максимизации критического значения 0 , где 0 – минимальное из 
собственных значений при заданном весе конструкций и задачи минимального веса 
при ограничений 0   , где – заданное число [4–7].  

Оптимизационные задачи (1.1)–(1.5), (1.1)–(1.3), (1.6), (1.7) мало изучены. 
Сложность решения этих задач заключается в том, что некоторые коэффициенты 
уравнений имеют несуммируемую особенность. 

1. Постановка задачи. В предлагаемой работе рассматривается следующая задача 
на собственные значения. При некоторых предположениях колебаний оболочки 
вращения описываются следующей системой уравнений  [8]: 

   DrDW D W f rh W
r

                 
, (1.1) 

  0aar a f W
r

          
 

, (1.2) 

где  0,r b  – радиус оболочки,  W r – амплитуда перемещения точек срединной 

поверхности оболочки в нормальном направлении,  r – функция усилий, 

характеризующая тангенциальное перемещение,  f r  – функция, определяющая 

форму срединной поверхности оболочки вращения,  h r – толщина, а  r  – 
удельный вес материала оболочки, 

   
 

3

212 1
Eh r

D r 


,      
1a r
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 , 
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где E  – модуль Юнга,  – коэффициент Пуассона, краевые условия для закреплённой 
оболочки имеют вид: 

 

   

0
0

0

1 0,

0 .

r r b r b
r

r r b

DW rDW D W W W
r r

a r a r

  


 

                   

        

    (1.3) 

Здесь 2   – минимальное собственное число задачи (1.1)–(1.3). С этой задачей 
связаны различные задачи оптимального управления. 
Одной из важнейших задач является минимизация веса оболочки 

  2

0

2 1 inf
b

J f rh f dr       (1.4) 

при условии 
 2 2

0f      ,    0f   . (1.5) 

Задача оптимизации заключается в отыскании функции  f r , доставляющей 

минимум функционалу (1.4) и удовлетворящей условиям (1.5).  
Заметим, что число рассматриваемых функционалов и накладываемых 

ограничениий, которые предполагаются непротиворечивыми, может быть, в 
принципе, сколь угодно большим. Оптимизируемый функционал (критерий качества 
конструкции) в каждой конкретной задаче только один. Так, например, при изгибе 
балки переменной толщины могут быть поставлены задачи в минимизации веса балки 
при ограничении на прогибы или минимизации максимального прогиба при заданном 
весе. Однако, задача одновременной минимизации двух функционалов веса балки и 
максимального прогиба не имеет смысла.  

Оболочки и пластины являются механическими конструкциями, которые широко 
используются в технике. 

Вес – одна из основных характеристик конструкции, и поэтому в большинстве 
работ по оптимальному проектированию этот функционал либо рассматривается в 
качестве оптимизируемого критерия качества, либо фигурирует среди других 
принимаемых ограничений. Вес конструкции характеризует как расход материалов, 
так и некоторые её эксплуатационные свойства. 
Также рассматривается задача максимизации минимального собственного числа 

 2 supf      (1.6) 
при заданном весе оболочки 
  0J f J  ,   0f   . (1.7) 

Такого типа задачи рассмотрены различными авторами. Известны монография 
Малкова В.П. и Угодчикова А.Г. [6 ] и журнальная статья Братуся А.С. и Сейраняна 
А.П. [15] . 
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Во всех перечисленных работах, в основном, рассматриваются задачи, в которых 
управлением  является  толщина пластины. Нам известна лишь работа [12], в которой 
рассматривается оболочка и проводится  оптимизация как по толщине, так и по 
профилю оболочки.  
Для изучения задачи колебаний сначала нужно изучить краевую задачу: 
  11Lu f  (1.8) 

  22Lu f  (1.9) 

с фиксированным управлением    p r f r  при краевых условиях (1.3), где 

 ,u W  . Первый вопрос, который возникает при исследовании задачи (1.1)–(1.5), 

это – как понимать решение задачи (1.1)–(1.3) при фиксированном управлении  .p r  
Дело в том, что некоторые коэффициенты уравнений имеют при 0r   

несуммируемую особенность. Поэтому введём следующие весовые пространства. 
 

2. Весовые пространства и обобщённое решение 

Исследование таких краевых задач для уравнений, имеющих несуммируемую 
особенность, оказывается, лучше всего вести в некоторых специальных весовых 
пространствах.  

Введём весовые гильбертовы пространства  1 0,rH b ,  2 0,rH b  со скалярными 
произведениями соответственно [9]: 

1

0

,
r

b

H

uvu v ru v dr
r

    
  , 

2

0

,
r

b

H

u vu v ru v uv dr
r
      

  , 

и нормами: 

 1 1

1/ 2
,

r rH Hu u u ,    2 2

1/ 2
,

r rH Hu u u . 

Обозначим через V  следующее линейное подпространство пространства 2 1
r rH H : 

    2 1
1 1: , 0r rV v v H H v b v b     . 

В пространстве V  рассмотрим билинейную форму: 

    

 

1 1
1 1 2 1

0

2 2
2 2 1 2 2 2 0

,

,

b

b

u vB u v rDu v D D r pu v
r

u varu v a a r pu v dr a u v
r

 
        

         


 

порождённой дифференциальным оператором и краевыми условиями задачи (1.1)–
(1.3). 

Далее, при некоторых условиях на коэффициенты доказывается положительная 
определённость и ограниченность билинейной формы  ,B u v , а именно [9]: 
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  2,
V

B u v v  ,   v V   (2.1) 

 ,
V V

B u v M u v v V   (2.2) 

где   и M – положительные постоянные и не зависят от u  и v . 
Также доказывается [9] существование обобщённого решения задачи (1.3), (1.8), 

(1.9), т.е. существование такого u V , для которого верно соотношение: 
 

2 21 1 2 2, , ,
L L

B u v f v f v   ,  v V  .       (2.3) 

Возьмём любое  2 0,L b . Тогда условие 

 
2

1, ,
L

B u v rh v   ,  v V  , 

полученное из (2.3) при 
0

rhf
  

  
 

, определяет функцию u V . Тем самым, 

определён оператор  2: 0,G L b u G V    , причём верна оценка: 

2 1 2 1
22

1
1

r r r rH H H H LL
u G rh c

 
        . (2.4) 

Далее доказывается, что оператор  1 1F rh G    , как оператор, отображающий 

   2 20, 0,L b L b  – компактный и самосопряжённый [9]. 
 

3. Гладкость обобщённого решения краевой задачи.  
Энергетические оценки 

Перейдём к изучению дифференциальных свойств решения задачи (2.3). Нам 
понадобятся ранее введённые [9] весовые гильбертовы пространства 3

rH , 2
rH  со 

скалярными произведениями соответственно: 

2 2
0

,
r

b

H

uvu v ru v u v dr
r

       
  ,   3 2

0

,
r

b

H

u vu v ru v u v uv dr
r
         

  , 

и нормами:  

 2 2

1/2
,

r rH H
u u u  ,    3 3

1/2
,

r rH H
u u u . 

Справедлива 
Теорема 3.1. Пусть      2, 0,D r a r H b ,    1 0,p r H b ,  1 2,f f f ,  1 2 0,f L b , 

 2
2 0,f L b

r
 ,  2 0,f C b ,   0 0D r D  ,   0 0a r a  ,     1 0D r D r D    , 

0 const 1    . Тогда решение задачи (2.3) 
       3 2

1 2, r ru u r u r u r H H      
и справедлива оценка: 
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 
3 2

2
2

2
2 1 20,

max
r rH H L b

L

fu c f f
r

 
    

 
 . (3.1) 

Решение удовлетворяет условиям: 
     
   

1 1 1

2 2 2 20

0 0,

0.
r r b

u u b u b

a ru u a ru u
 

   

     
 (3.2) 

Причём, краевые условия (3.2) выполняются в классическом смысле, а уравнение (1.2) 
– почти всюду. 
Доказательство. Разобьём отрезок  0,b  на N  равных частей точками: 

0 1 10 ,i i Nr r r r r b          
1i ir r h   ,  b Nh . 

Напишем разностную схему для задачи (1.3), (1.8), (1.9). Имеем: 

    1, 1, 2. 1.1
i

rr rr i r i r i r i i ii
i

DrD u D u p u f
r

  
              

,  1, 2i N   (3.3) 

     2,
2, 1 1, 2.

i
r r i i i r i i r i ii

i

u
ar u a r a p u f

r         ,  1, 1i N   (3.4) 

  

     

1
1,0 1 1,1 1,0 1, 1,1

1 1

2,0 2,0 2,0 2, 2,

1 0, 0

0 0 0, 0; 0,

r rr r r N r N

r r N N

DrD u D u u u u
r r

a u u u a b b u u

  
                

       ò.å.

 (3.5) 

где 

1

1, 1
1 i

i

r

i
r

f f dr
h



  , 
1

2, 2
1 i

i

r

i
r

f f dr
h



  ,  i iD D r ,  i iD D r  ,  i ia a r ,  i ip p r . 

Введём следующие весовые дискретные пространства 1
,r NH , 2

,r NH , 2
,r NH , 3

,r NH  с 
нормами соответственно: 

 1
,

21
2 2

1 1
r N

N N
i

i r iH
i i i

vv r v h h
r



 

    , 

   
2
,

21
2 2 2

1
0 1 0

r N

N N N
r i

i rr i iH
i i ii

v
v r v h h v h

r




  


      , 

   2
,

2 21 1
2 2 2

2
1 1 11

r N

N N N
i i

rr i r iH
i i ii i

r vv v h v h h
r r

 

  

       , 

     
3
,

221 1
2 2 2 2

2
1 0 1 01

r N

N N N N
r ii

rrr i rr i iH
i i i ii i

vrv v h v h h v h
r r

 

   


         . 

Рассмотрим следующее подпространство hV  пространства 2 1
, ,r N r NH H : 
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 2 1
, , 1,0 1, 1, 2,0: , 0h r N r N r r N NV v v H H v v v v         . 

Умножим (3.3) на 1,iv , а (3.4) на 2,iv  и просуммируем первое по i  от 1  до 2N  , а 

второе – от 1  до 1N  . Пользуясь разностным аналогом формулы интегрирования по 
частям, краевыми условиями (3.5), получим: 

    
2 1

1, 1, 2, 2,
1 1

,
N N

i i i iN N
i i

a u v f v h f v h
 

 

   ,   hN
v V  , (3.6) 

где       1 2,
N N N

u u u ,    1 1, 1 1,0 1,, , , NN
u u u u  ,    2 2,0 2,, , NN

u u u  , 

        
1 1

1, 1,
1, 1,1

0 1
,

N N
r i r i

rr i rr i i i iiN N
i i i

u v
a u v rD u v h D vD r h

r

 


 

 
        

 
1 1

2, 1, 2, 2,
1 1

N N

i i r i r i r ir
i i

p u v h ar u v h
 

 

        

 
1 1

2, 2,
1 1, 2, 2, 2,

1 1

N N
i i

i i r i i r i i N N N
i ii

u v
a r a h p u v h a u v

r

 


 

        . 

Аналогично (2.1) можно доказать, что 

       2 1
, ,

2

1,
r N r N

N N N H H
a v v v


  ,    hN

v V  , 

где 1  не зависит ни от ,h  ни от N . Отсюда и из (3.6) следует 

     2 1
, ,

1/22 12 2
1 1,i 2,i

1 1r N r N

N N

N H H
i i

v M f h f h
 


 

 
  

 
  . (3.7) 

Аналогично задаче (2.3) [9] можно доказать существование, а из оценки (3.7) 
единственность решения задачи (3.6).  

Наша задача состоит в том, чтобы для решения задачи (3.3)–(3.5) получить 
следующие оценки: 

       3
,

2
12 2 22,i

1 2 1,i 2,i2
1

max
r N

N

N H ii i

f
u M f h f

r





  
    
  

  
 , (3.8) 

     2
,

2 12 2 2
2 2 1,i 2,i

1 1r N

N N

N H
i i

u M f h f h
 

 

   
 
  , (3.9) 

где 

 
 

 
 

 
 

 

 2 2 1

2 2 0, 0, 0, 0,

2

max , max , max , max

, , .

b b b b

H H H

M M a r a r D r p

M a D p

    
 


 (3.10) 

Для получения оценки (3.9) сначала умножим разностное уравнение (3.4) на 
2,i

i

u
h

r


, просуммируем по i  от 1  до 1N   и проинтегрируем по частям некие его 

члены. В результате получим: 
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       
2

1 2 12 2 22,
2, 2 1,i 2,i2

1 1 1 1

N N N N
i

r i
i i i ii

u
h u h M f h f h

r

  

   

     
 

    , 

где 2M – из (3.10). Во второй раз умножим (3.4) на ir , продифференцируем в раз-

ностном смысле по ir , умножим на 2,r i

i

u
h

r


 и просуммируем по i  от 2  до  1N  , 

снова применим формулу интегрирования по частям к членам высших производных, 
и, где нужно, учтём краевые условия (3.5). В результате получается оценка (3.9). 
Аналогично можно получить оценку (3.8). Далее, пусть    1 1, 1 1,0 1,, , , NN

u u u u   и 

   2 2,0 2,1 2,, , , NN
u u u u  – решение системы (3.3)–(3.5). Построим функции 

   1 1, 1,
1

N
h

i i
i

u r u r


   ,     2 2, 2,
0

N
h

i i
i

u r u r


   , (3.11) 

где 
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

 


  
 
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 


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    
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    
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  
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
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
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 (3.12) 

 

 

   

     

 

3
2

2 13

3 3
11

13

3 3
2, 1 1

13

3
2

1 23

, ,
6

2
, ,

6
2

, ,
6

, ,
6

0, .

i
i i

i ii
i i

i i i i
i i

i
i i

r r
r r r

h
r r r rr r r r r

h h
r r r r r r r
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
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


 



 

 
 


      

     

  

 
  

 

  (3.13) 

Из (3.11) для  2
hu r  получим 
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 
     
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 


   

   


  


  

     
 
  
 
     


  

 
Аналогично  2

hu r , с помошью (3.11) и (3.12) можно получить  1
hu r . 

В силу краевых условий (3.5) имеем 1,0 2,0 0r u u   , а значит, 

     1 20 0 0h hu u   . Нетрудно доказать, что     3 2
1 2( ), ( )h h h

r ru r u r u r H H     и 
справедливы оценки 

 3 3
,

1 3 1
r r N

h
NH H

u M u , (3.14) 

 2 2
,

2 4 2
r r N

h
NH H

u M u  . (3.15) 

Далее, в силу (3.6) имеем: 

         
2 2

1 1 2 2, , , , ,h h
L L N N

B u v f v f v B u v a u v      

2 1

1 1 1, 1, 2 2 2, 2,
1 10 0

b bN N

i i i i
i i

f v dr f v h f v dr f v h
 

 

   
       
   

    (3.16) 

 
2 1

2
2

1/22
5 1 20,

max
r rL H Hb

L

fM f f v h
r 

 
    

 
,  v V  , 

где 5M  не зависит от h . 
В силу оценок (3.8), (3.9), (3.14), (3.15) и в силу того, что 

 
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1

2
1 12 2

1, 1 12
1 1

1 i

i

rN N

i L
i i r

f h f dr h f
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

 
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 
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 
2

2 21
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N
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i Li

f fh
rr





 ,  
 2, 20,

max maxii b
f f , 

имеем 

  
 3 2 2

2

2
2 2 22 2 2

3 4 2 2 1 20,
max

r r

h
LH H b

L

fu M M M M f f R
r

 
       

 
 . 
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Так как шар в 3 2
r rH H   является слабо компактным, то из множества  hu  при 0h   

можно выделить такую последовательность     3 2
11

nh
n r rnn

u u H H
 


    , что nu u  

слабо в 3 2
r rH H  , причём,   3 2

1 2, r ru u u H H     и верна оценка 

 
3 2

2
2

2
2 2 22

3 1 20,
max

r rH H L b
L

fu c f f
r

 
    

 
 . (3.17) 

В силу лемм 4 и 6 [9], из последовательности   1n nu 

  можно выделить такую 

подпоследовательность  
1kn k

u



, что 

2 1 0
k m

r r
n n H H

u u


     при ,k m  .                                                                         

Но тогда, поскольку в силу леммы 2  [9] пространство 2 1
r rH H – полное, то имеем 

2 1 0
k

r r
n H H

u u


    при k   .    

                            (3.18) 
Докажем, что  1 2,u u u  является решением задачи (2.3). В самом деле, в силу оценок 
(2.2), (3.16), (3.18) имеем: 

   
2 2

1 1 2 2, , , ,
knL L

B u v f v f v B u u v      

  2 12 12 21 1 2 2, , ,
k k r rr r

n nL L H HH H
B u v f v f v M u u v


        

 
2 1

2
2

1/22
5 1 20,

max 0
r rL H Hb

L

fM f f v h
r 

 
     

 
,  v V  , 

при 0h  . Отсюда 
 

2 21 1 2 2, , ,
L L

B u v f v f v  , v V  . 

Аналогично, пользуясь оценками теорем вложения 2, 4 [9], можно доказать, что 
u V ,    2 2 2 20

0
r r b

a ru u a ru u
 

      . 

Таким образом, u – решение задачи (2.3) и для него справедлива оценка (3.17), из 
которой следует оценка (3.1). Выполнение условий      1 1 10 0u u b u b      в 
классическом смысле следует из теоремы вложения 2 [9], которая выглядит так: 
Теорема 3.2 [9]. Любая функция  2 0,rv H b   может быть отождествлена с 
функцией, имеющей непрерывную производную, причём 

 
     2

0,
max

rHb
v r v r c v   ,  0 0v   . 

Установим, что уравнение (1.2) выполняется почти всюду. Из (2.3) при 

2

0
v

v
 

  
 

  с учётом (1.3) имеем: 
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 

2 2 2 2 1 2 2 2 2 20 0
0

2 2 1 2 2
0

0

.

b
bb

b r

b

aaru v a u v pu v dr a u v f v dr
r

aa u a u pu f d v dr

                 

                    

 

 
 (3.19) 

Можно убедиться, что 

   1
2 2 2 1 2

0

0,
r z

r
b

av a u a u pu f d dz H b
                

  . 

Но тогда из (3.19) получим: 

  2
2 2 1 2 0

b

r

aa u a u pu f d
               
 ,  0,r b  . 

А это значит, что уравнение (1.2) выполняется почти всюду. 
 
Теорема 3.1 доказана. 
 

4. Гладкость обобщённых форм колебаний в задаче  колебаний 
оболочки вращения 

Определение. Функции ,u V  0u   и число   назовём обобщённой формой 
колебаний и собственным числом задачи (1.1)-(1.3), если выполняется следующее 
равенство: 

 
21 1, ,

L
B u v rh u v   ,  v V  . (4.1) 

В работе [9] при определённых условиях на коэффициенты доказано существование 
решения задачи на собственные значения (4.1). Справедлива следующая 
Теорема 4.1. Допустим выполнены условия теоремы 3.1, тогда обобщённые формы 
колебаний задачи (4.1) 

3 2
k r ru H H   . 

Доказательство. Поскольку  1 1F rh G   – компактный и самосопряжен-

ный [9], то оператор 1F  имеет собственные значения и собственные функции [10],  

1F   .  (4.2)  
Справедлива следующая лемма. 
Лемма 4.1. Если   – собственное число, а  – соответствующая собственная 

функция задачи (4.2), то 
1

 


  и u G   являются собственным числом и 

обобщённой формой колебаний задачи (4.1) [9].  
Осталось доказать, что при выполнении условий теоремы 

3 2
k r ru H H   . 

Это следует из теоремы 3.1 и приведённой леммы, а из  (2.4) следует 
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3 2 3 2
22

1
1 .

r r r rH H H H LL
u G rh c

 
          

Теорема 4.1 доказана. 
Заключение. Большую роль при выборе  модели и формулировке задачи играет  

априорная  информация о свойствах искомого решения. Информация  о модели и 
знание принципиальных свойств её решения  позволяют при постановке задачи 
оптимизации выделить существенные ограничения и отбросить «второстепенные» и 
тем самым привести задачу к такому виду, что её можно решить имеющимися 
численными или даже аналитическими методами.  
В настоящей работе, введя весовые функциональные пространства, показываются 
свойства форм колебаний, а именно, что гладкость форм колебаний тесно связана, а 
вернее, непрерывно зависит от  коэффициентов, характеризующих оболочку,  
толщины и формы.  
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