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Զաքարյան Տ.Վ. 
Օրթոտրոպ սալերի սեփական տատանումները առաձգականության տեսության առաջին եզրային 

խնդրի դեպքում, երբ առկա է մածուցիկ դիմադրություն 
 

ՈՒսումնասիրված են օրթոտրոպ սալերի սեփական տատանումները, երբ առկա է ներքին 
մածուցիկ դիմադրություն, որը համեմատական է միջավայրի կետերի արագությանը: Լուծված է 
առաձգականության տեսության առաջին դինամիկական տարածական եզրային խնդիրը: 
Ասիմպտոտիկ մեթոդով արտածված են հաճախությունների որոշման հավասարումները: 
Ապացուցված է, որ հնարավոր են սալի երկայնական և երկու տիպի սահքային սեփական 
տատանումներ: 
 

Zakaryan T.V. 
About the natural oscillations of orthotropic plate in the value problem of elasticity theory with viscous 

resistance  
 

Natural spatial vibrations of orthotropic plates are considered, taking into account the internal viscous 
resistance, which is proportional to velocity of points of medium. First dynamic homogeneous boundary value 
problem of the elasticity theory is solved. The equations for frequencies are obtained by the asymptotic method. 
It’s shown that longitudinal and two types of shear natural vibrations are possible. 
 
 

Рассмотрены собственные пространственные колебания ортотропных пластин при наличии 
внутреннего вязкого сопротивления, которое пропорционально скорости точек среды. Решена 
соответствующая первая динамическая однородная краевая задача теории упругости. Асимптотическим 
методом выведены уравнения частот. Показано, что возможны продольные и два типа сдвиговых 
собственных колебаний. 

 
    Введение. Учитывая геометрическую специфику тонких тел типа балок, пластин и 
оболочек, для определения их напряжённо-деформированных состояний широко 
используется асимптотический метод решения сингулярно возмущённых 
дифференциальных уравнений [1-3].  Метод оказался эффективным как для решения 
статических, так и динамических задач балок, пластин и оболочек на основе 
уравнений теории упругости. Помимо классических краевых задач тонких тел (на 
лицевых поверхностях заданы условия первой краевой задачи) рассмотрены также 
неклассические краевые задачи в смысле классической теории пластин и оболочек– 
на лицевых поверхностях заданы условия второй и смешанной краевых задач теории 
упругости. Для последнего класса задач была найдена принципиально новая 
асимптотика для компонент тензора напряжений и вектора перемещения [2,4]. Эта 
асимптотика оказалась справедливой и в статических, и в динамических задачах 
[5,6]. Она применима также для слоистых пластин и оболочек [7,8]. Первая 
динамическая пространственная краевая задача для ортотропной прямоугольной 
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пластинки решена в [9], а с учётом вязкого сопротивления – в [10]. Настоящая работа 
посвящена исследованию собственных колебаний ортотропных пластин с учётом 
вязкого сопротивления. 

1. Постановка задачи, основные уравнения и соотношения. Ставится цель 
найти значения частот собственных колебаний ортотропной пластины 

( ){ , , : 0 , 0 ,D x y z x a y b= ≤ ≤ ≤ ≤ }, , min( , )z h h l l a b≤ << = , когда имеется 
внутреннее вязкое сопротивление (трение),  пропорциональное скорости точек 
среды. Для этого необходимо найти решение динамических уравнений 
пространственной задачи теории упругости: 

уравнения движения 
2
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               соотношения упругости  
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где k – коэффициент сопротивления, ρ – плотность  при следующих граничных 
условиях на лицевых поверхностях z h= ±  пластинки: 

( ), , , 0, , ,z x y h t x y zασ ± = α =                                                         (1.3) 
и условиях на боковой поверхности, которые пока не будем конкретизировать.  

2. Общий интеграл внутренней задачи. Решение сформулированной задачи 
будем искать в виде:  

( ) ( ) ( ), , , , , sin , , cos , , , , , , 1, 2,3jkI jkIIx y z t x y z t x y z t x y z j kαβσ =σ ω +σ ω α β= =
 

( , , , ) ( , , ) sin ( , , ) cos ,

v( , , , ) ( , , ) sin ( , , ) cos ,

( , , , ) ( , , ) sin ( , , ) cos ,

xI xII

yI yII

zI zII

u x y z t u x y z t u x y z t
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                                        (2.1) 

здесьω– неизвестная пока частота собственных колебаний. 
Перейдём к безразмерным координатам и безразмерным перемещениям: 

/ , / , / , / , / ,
/ , / , / , /

I xI II xII

I yI II yII I zI II zII

x l y l z h U u l U u l
V u l V u l W u l W u l
ξ = η = ζ = = =

= = = =
        (2.2) 

В результате получим сингулярно-возмущённую малым параметром h lε =  
систему: 



40 
 

1 2 2 21311 12

1 2 2 21311 12

,

,

II I
II I

IIII II
I II

kl U l U

kl U l U

−

−

∂σ∂σ ∂σ
+ + ε + ω = −ρω

∂ξ ∂η ∂ζ
∂σ∂σ ∂σ

+ + ε − ω = −ρω
∂ξ ∂η ∂ζ

 

1 2 2 22312 22

1 2 2 22312 22

,

,

II I
II I

IIII II
I II

kl V l V

kl V l V

−

−

∂σ∂σ ∂σ
+ + ε + ω = −ρω

∂ξ ∂η ∂ζ
∂σ∂σ ∂σ

+ + ε − ω = −ρω
∂ξ ∂η ∂ζ

 

1 2 2 213 23 33

1 2 2 213 23 33

11 11 12 22 13 33 11 11 12 22 13 33

,

,

, ,

I I I
II I

II II II
I II

I II
I I I II II II

kl W l W

kl W l W

U U
a a a a a a

−

−

∂σ ∂σ ∂σ
+ + ε + ω = −ρω

∂ξ ∂η ∂ζ
∂σ ∂σ ∂σ

+ + ε − ω = −ρω
∂ξ ∂η ∂ζ

∂ ∂
= σ + σ + σ = σ + σ + σ

∂ξ ∂ξ

    (2.3) 

12 11 22 22 23 33 12 11 22 22 23 33, ,I II
I I I II II II

V V
a a a a a a

∂ ∂
= σ + σ + σ = σ + σ + σ

∂η ∂η
 

1 1
13 11 23 22 33 33 13 11 23 22 33 33

1
66 12 66 12 55 13

, ,

, , ,

I II
I I I II II II

I I II II I I
I II I

W W
a a a a a a

V U V U W U
a a a

− −

−

∂ ∂
ε = σ + σ + σ ε = σ + σ + σ

∂ζ ∂ζ
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

+ = σ + = σ + ε = σ
∂ξ ∂η ∂ξ ∂η ∂ξ ∂ζ

 

1 1 1
55 13 44 23 44 23, , ,II II I I II II

II I II
W U W V W V

a a a− − −∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ ε = σ + ε = σ + ε = σ

∂ξ ∂ζ ∂η ∂ζ ∂η ∂ζ
 

Введя обозначения 

, 2 khh K∗ω = ω ρ =
ρ

,                                                          (2.4) 

решение системы (2.3) будем искать в виде 
int 1 ( )

int int int ( ) ( ) ( )
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Подставив (2.5) в (2.3),  применив правило Коши умножения рядов, для определения 
неизвестных коэффициентов ( ) ( ) ( ) ( ), , ,s s s s

jkr r r rU V Wσ  получим систему: 
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Из системы (2.6) все компоненты тензора напряжений можно выразить через 
компоненты вектора перемещения по формулам  
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где 
2 2

11 11 22 12 12 12 33 23 13 13 11 23 13 12 22 22 33 23

2
23 13 22 12 23 33 11 33 13 11 22 12 12 13 23

, , , ,

, , ,

A a a a A a a a a A a a a a A a a a

A a a a a A a a a a A a A a A

= − = − = − = −

= − = − ∆ = − −
    (2.8) 

Подставив значения ( )
13

s
rσ  из (2.7) в первые два уравнения (2.6), для определения 
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Если подставить значения ( )
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Подставив значения ( )
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определения ( ) ( ),s s
I IIW W  получим систему: 
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Определив из систем (2.9), (2.10), (2.11) функции ( ) ( ) ( ), , , ( , )s s s
I I IU V W I II , по 

формулам (2.7) определим напряжения, что позволит удовлетворить граничным 
условиям (1.3). 

Рассмотрим приближение 0s = . Считая, что 0K ≠ , из системы (2.9) можно 
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а для определения  (0)
IU  получим уравнение 
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Решением уравнения (2.13) является 
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Учитывая, что 
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3 3 , 3 3 ,

u u u u u u u u u u

u u u u u u u u u u

′′′ ′′′Φ = γ γ − δ Φ − δ γ − δ Φ Φ = γ γ − δ Φ + δ γ − δ Φ

′′′ ′′′Φ = γ γ − δ Φ + δ γ − δ Φ Φ = γ γ − δ Φ − δ γ − δ Φ
 

используя формулы (2.7), (2.12), (2.14)-(2.16),  будем иметь: 
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( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

(0) (0) (0) (0) (0)
2 1 1 2 4 3 3 4

(0) (0) (0)
13 4 3 1 3 4 2

55

(0) (0)
2 1 3 1 2 4

(0) (0) (0)
13 3 4 1 4 3 2

55

(0) (0)
1 2 3 2 1 4

,
1

,

1

,

II

I u u u u

u u u u

II u u u u

u u u u

U C C C C

C C
a

C C

C C
a

C C

= Φ −Φ −Φ +Φ

σ = γ Φ − δ Φ + γ Φ + δ Φ +

+ γ Φ + δ Φ + γ Φ − δ Φ 

σ = γ Φ + δ Φ − γ Φ − δ Φ −

− γ Φ − δ Φ + γ Φ + δ Φ 

         (2.17) 

Из системы (2.10) (0)
IIV  выражается через (0)

IV  
2 (0)

(0) 2 (0)
44 02

0 44

1 ,
2

I
II I

V
V a V

K a ∗
∗

 ∂
= − + ω ω ∂ζ 

                                               (2.18) 

а для определения  (0)
IV  получим уравнение  

4 (0) 2 (0)
2 2 2 2 2 (0)

44 0 44 0 04 22 ( 4 ) 0.I I
I

V V
a a K V∗ ∗ ∗

∂ ∂
+ ω + ω + ω =

∂ζ ∂ζ
 (2.19) 

Решением уравнения (2.19) является 
(0) (0) (0) (0) (0)

1 1 2 2 3 3 4 4( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ,IV D D D D= ξ η Φ + ξ η Φ + ξ η Φ + ξ η Φ             (2.20) 

где iΦ  определяются по формулам (2.15),  если вместо ,u uγ δ  взять v v,γ δ  

2 244 0
v 0 0

2 244 0
v 0 0

4
2

4
2

a
K

a
K

∗
∗ ∗

∗
∗ ∗

ω
γ = ω + −ω

ω
δ = ω + + ω

        (2.21) 

Согласно (2.7), (2.18), (2.20),  имеем: 
 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

(0) (0) (0) (0) (0)
2 1 1 2 4 3 3 4

(0) (0) (0)
23 v 4 v 3 1 v 3 v 4 2

44

(0) (0)
v 2 v 1 3 v 1 v 2 4

(0) (0) (0)
23 v 3 v 4 1 v 4 v 3 2

44

(0) (0)
v 1 v 2 3 v 2 v 1 4

,
1

,

1

.

II

I

II

V D D D D

D D
a

D D

D D
a

D D

= Φ −Φ −Φ +Φ

σ = γ Φ − δ Φ + γ Φ + δ Φ +

+ γ Φ + δ Φ + γ Φ − δ Φ 

σ = γ Φ + δ Φ − γ Φ − δ Φ −

− γ Φ − δ Φ + γ Φ + δ Φ 

       (2.22) 

Из системы (2.11) (0)
IIW  выражается через (0)

IW  
2 (0)

(0) 2 (0)
11 02

0

1 ,
2

I
II I

W
W A W

K ∗
∗

 ∂
= − + ∆ω ω ∆ ∂ζ 

         (2.23) 
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а для определения  (0)
IW  получим уравнение 

2 2 2 24 (0) 2 (0)
(0)0 0 0

4 2 2
11 11

2 ( 4 )
0.I I

I
KW W

W
A A

∗ ∗ ∗ω ω + ω∂ ∂
+ + =

∂ζ ∂ζ
 (2.24) 

Решением уравнения (2.24) является 
 (0) (0) (0) (0) (0)

1 1 2 2 3 3 4 4( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ,IW F F F F= ξ η Φ + ξ η Φ + ξ η Φ + ξ η Φ          (2.25) 

где iΦ  определяются по формулам (2.15),  если ,u uγ δ заменить на ,w wγ δ  

2 20
0 0

11

2 20
0 0

11

4
2

4
2

w

w

K
A

K
A

∗
∗ ∗

∗
∗ ∗

∆ω
γ = ω + −ω

∆ω
δ = ω + + ω

                      (2.26) 

Повторив аналогичные действия,  получим 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

(0) (0) (0) (0) (0)
2 1 1 2 4 3 3 4

(0) (0) (0)11
33 4 3 1 3 4 2

(0) (0)
2 1 3 1 2 4

(0) (0) (0)11
33 3 4 1 4 3 2

(0) (0)
1 2 3 2 1 4

,

,

,

II

I w w w w

w w w w

II w w w w

w w w w

W F F F F
A

F F

F F

A
F F

F F

= Φ −Φ −Φ +Φ

σ = γ Φ − δ Φ + γ Φ + δ Φ +∆
+ γ Φ + δ Φ + γ Φ − δ Φ 

σ = γ Φ + δ Φ − γ Φ − δ Φ −∆
− γ Φ − δ Φ + γ Φ + δ Φ 

 (2.27) 

 
Граничные условия (1.3)  при 0s =  примут вид: 

( ) ( ) ( )(0) (0) (0)
13 23 33, , 1 0, , , 1 0, , , 1 0,σ ξ η ± = σ ξ η ± = σ ξ η ± =            (2.28) 

Используя формулы (2.17),  удовлетворив условиям (2.28) относительно (0)
13σ , 

получим систему: 
 

(0) (0) (0) (0)
1 1 2 2 3 3 4 4

(0) (0) (0) (0)
1 1 2 2 3 3 4 4

(0) (0) (0) (0)
2 1 1 2 4 3 3 4

(0) (0) (0) (0)
2 1 1 2 4 3 3 4

0,

0,

0,

0,

b C b C b C b C

b C b C b C b C

b C b C b C b C

b C b C b C b C

+ + + =

− − + + =

− − + =

− + − + =

         (2.29) 

где   

1 4 3 2 3 4 3 2 1 4 1 2, , ,u u u u u u u ub b b b= γ Φ − δ Φ = γ Φ + δ Φ = γ Φ + δ Φ = γ Φ − δ Φ ,

( 1)i iΦ = Φ ζ =  
 
Система (2.29) равнозначна следующим двум системам: 

(0) (0) (0) (0)
1 1 2 2 2 1 1 20, 0,b C b C b C b C+ = − =          (2.30) 

(0) (0) (0) (0)
3 3 4 4 4 3 3 40, 0,b C b C b C b C+ = − =          (2.31) 

Из условия существования ненулевого решения системы (2.30) следует 
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ch2 cos 2 0,u uγ − δ =          (2.32) 

откуда определяется 0
I
∗ω . Из системы (2.30) (0)

2C  можно выразить через (0)
1C ,  

одновременно следует (0) (0)
3 4 0C C= = .  Следовательно, будем иметь: 

(0) (0) 2
1 1 2

1

,I
bU C
b

 
= Φ + Φ 

 
   (2.33) 

которому соответствуют симметричные собственные сдвиговые колебания с 
частотами 0

I
∗ω . 

Из системы (2.31) вытекает уравнение 
cos 2 ch2 0,u uδ + γ =          (2.34) 

откуда определяется 0
II
∗ω . Для этого случая (0) (0)

1 2 0C C= = , поскольку корни 
уравнений (2.32), (2.34) разные и имеем решение 

(0) (0) 4
3 3 4

3

,I
b

U C
b

 
= Φ + Φ 

 
 (2.35) 

которому соответствуют несиметричные (изгибные) сдвиговые собственные 
колебания с частотами 0

II
∗ω . 

    Аналогичным образом из формул (2.33), (2.35) формальной заменой 55a  на 44a  

выписываются решения, соответствующие граничным условиям (0)
23 ( , , 1) 0σ ξ η ± = . 

    Удовлетворим условиям (2.28) относительно (0)
33σ . Получим системы 

алгебраических уравнений 
 

(0) (0) (0) (0)
1 1 2 2 2 1 1 20, 0,b F b F b F b F+ = − =          (2.36) 

(0) (0) (0) (0)
3 3 4 4 4 3 3 40, 0.b F b F b F b F+ = − =          (2.37) 

 
Из системы (2.36) следует следующее уравнение частот: 
ch2 cos 2 0,w wγ − δ =          (2.38) 
и решение 

(0) (0) 2
1 1 2

1
I

bW F
b

 
= Φ + Φ 

 
         (2.39) 

Из системы (2.37) следует  
cos 2 ch2 0w wδ + γ =          (2.40) 
и решение 

(0) (0) 4
3 3 4

3

,I
bW F
b

 
= Φ + Φ 

 
         (2.41) 

которым  соответствуют продольные симметричные и несимметричные колебания с 
частотами 0 0,V VI

∗ ∗ω ω . 
    Найдём корни уравнений (2.32), (2.34). Уравнение (2.32) представим в виде 
cos 2 cos 2 0,u ui γ − δ =   (2.42) 
откуда следуют два независимых уравнения 
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а)  sin( ) 0,u uiδ + γ =        б)  sin( ) 0,u ui−δ + γ =  (2.43) 
которым соответствуют решения 

2 2
0 55

2 2
0 55

) ( ) , ,

) ( ) , .

а ik n a k n N

б ik n a k n N

∗

∗

ω = − ± π − ∈

ω = ± π − ∈
  (2.44) 

Анологичным образом представив левую часть уравнения (2.34) в виде 
cos 2 cos 2u uiδ + γ , соответствующее уравнение будет иметь корни: 

 
2 2

0 55

2 2
0 55

) ( (2 1)) 4 , ,

) ( (2 1)) 4 , .

а ik n a k n N

б ik n a k n N

∗

∗

ω = − ± π + − ∈

ω = ± π + − ∈
        (2.45) 

Для остальных случаев необходимо в формулах (2.44), (2.45) вместо 55a  подставить 

44a  и 11A∆ . 
    При 1s ≥  необходимо рассматривать системы неоднородных уравнений (2.9)-
(2.11). Можно показать [11], что 1 0∗ω = , а 2 0∗ω ≠ , т.е. вклад последующих 

приближений будет порядка ( )2O ε , что в практических приложениях вряд ли 

представит особый интерес. 
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