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Пусть тривиальное решение однородной линейном системы
i = A.v (I)

с постоянной матрицей .4 асимптотически А .’-устойчиво при ! > гх, 
тогда эта система экспоненциально устойчива, г е. каждое ее решение 
экспоненциально устойчи во

Действительно, как известно {3|. для асимптотической А'х- 
устойчивости и асимптотическом устойчивости по Ляпунову тривиального 
решения уравнения (1) необходимые и достаточные условия совпадают. 
Этим условием являйся отрицательноеп. всех действительных частей 
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характеристических корней матрицы .4. Но при этих условиях HI 
тривиальное решение уравнения I Г| экспоненциально устойчиво при 
/ -> +оо.

Таким образом при асимптотической А''./-устойчивое гл тривиального 

решения уравнения (I) существуют две положительные постоянные (? и 
р, не зависящие от выбора решения х(/ )=x(/:f0,л՜,,) х 0 этого уравнения 

и такие, что для любого решения х(/) х(/;/0.х|։) выполняется 

неравенство
ЮТ*(?|Jx(^SexP(- М' -А.)) 0 >'o) <2)

где начальный момент .'0 произволен.

А для любого другого решения с {/ ) линейной однородной системы (1) 

в силу гого, что разность х(/)-ц (/) также является решением этой 

системы, будет выполняться неравенство
|| 4)-<(<) || ^ (? 4,) ֊ 4«) |ехр(- р(/ - С)) (3)

Таким образом, получили, что если линейная однородная система (1) 

асимптотически Л'д'-устойчива го каждое ее решение экспоненциально 
устойчиво.

Для линейной системы с переменными коэффициентами из 
асимптотической устойчивости вс Ляпунов՝. се тривиального решения, 
вообще (оворя. не следует экспоненциальная устойчивость. Так как из 

А'/-устойчивости иевозмущенного процесса всегда следует ее ус­
тойчивость по Ляпунову |3|. поэтому для линейной ihcipmu с 
переменными коэффициентами из «к и.мпготнчш кой К',/-устойчивости ее 
тривиального решения также вообще говоря, не следует ее 
экспоненциальная устойчивость.

11усть уравнение возмущенного процесса имеет вид
X .V(/.x). А’(/.0) = 0 (4)

где
x(/.x)eс£-°(з; х9?;) и з; ={« < t <*>} (s>

Рассмотрим теперь случай, когда для тривиальною решения 
неавтономной системы (4) одновременно имеет место и асимптотическая 

А 7-устойчивость, и экспоненциальная устойчивое i ь при ! —> '-г. .
Для этого докажем следующее утверждение при <4) 2 1 £ [Аг00)*

Теорема 1. Если в области |5) существует положительно опр«‘деленная 
эрмитова форма

Г(х)=(Вх.х) |6)

<՛ постоянно^ мсприней В. производная которой I (х) по времени в 

силу системы I Ц в обл«։։ ти (5| является отрицателыи» определенной эрми­
товой формой 
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K(x)<-(AZv.x)-W-(a')<0. И* 0 (7)

с постоянной матрице»'։ Л/, го тривиальное решение системы (4) И •: 

невозмущенный процесс! одновременно и асимптотически К"-устойчиво, 
и экспоненциально устойчиво.

Доказательство. Пусть существует форма (6| со свойством (7) и 
w(/)a I на ро»00)- Тогда по лемме в |1| положительно определенную 

матрицу В представим в виде
в-к՜* к՝' (К=К}-К„)

где К, (/ = 1...... «)• столбцы матрицы К имеют одинаковую эрмитову

норму

‘Зр/Г* -«>0 1«)
При этом матрица G = а 1К принадлежит классу Кд - и х п-матриц 

над полем комплексных чисел а функция
К|(х)=(б-|л.С |х)=а2(к’|х,К ՛*)= <гГ(х) |9|

будет удовлетворять всем условиям георемы об асимптотической Кд-ус- 

тойчивости (I) (из а{1)-const. (y(Z)sJ следует «(/)/«(/„)-to(/)(O(/J|. 

По так как при из асимптотической А-устойчивое!и всегда

следует асимптотическая К"-устойчивость, то тривиальное решение 

системы (-1) асимптотически К '^-устойчиво при / —> +оо
При данных условиях экспоненциальную устойчивость при ! > +*• 

тривиального решения системы (4) доказал Красовский Н. Н |1) Не будет 
лишним, если мы это сделаем, используя при этом результаты получен­
ные в |2]

Так как матрица М положительно определенная, то ио лемме |1|, 
аналогично формуле (8). будем иметь

7« '.^.«՜' -// П<>1
С учетом и |10) для собственных значении матриц В и М по 

формуле 11.13) в |2| будем иметь
и а ' ,(В\&па‘пГ2 (/ = !.......и) (II)

п '/У '2 *А пр 'т'22 (/»!.......п) (12)

где положи тельные числа mt и т, определяю гея по формуле |1 19) в [2| 
следующим образом:

п г
/?f. =(v/w|"-1. /н 1

Вейлу неравенств (И) и |12) соответственно имеем

п~‘‘а : !|х||" sV(a)s на 2т}՜՜ |'ра|" (131
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п 'р ||л|25-и'(л>иДЛ«;2 ||х|Г

С учетом (7) из неравенства (1-4) имеем

п 'Д :^2<-— *пР "»*22И’

Из (13) имеем неравенство
ж2/։՜’ а -2У(х) < ||л{2 £ па 2 к’(х)

в силу которого следует неравенство

֊ па 2 У(х)< х 4 £ - т{п 1 а 2У(х)

Учитывая это, из (15) получим

-----£----- 5֊^---- 7^
V п-а^р2

III)

И5|

(16)

(17)

Интегрируя неравенство (17), при I г/() будем иметь
Г(х(/))5Г(л(^))ехр[-7Г2а՜2 р 2т[ (г-/о)]

С учетом Последнего неравенства из (16) получаем
(д(г£ па2У(л-(/։,))схр[-п 2а 2 Р 2т2 (/-г0)] при I г/п 

или так как из (13| следует

И(х(г0))« па 2т;2 ||л'0:!՜ 

то можем записать
1|л-(/)||'£/г« Ъ«,- |л(г^схр[-/Г2а'2Д ■//։,•(;-/„)]

Откуда при имеем

1Н'Iй <֊> |;4п)к։хр[- р(/ /0)] (М

ца ‘ ,м|2 II / \н
'До () =------- , р= - —-֊. а — достаточно мала.

Ж| 2п~а~р~
Выполнение неравенства (18) означает эксионснциалг.ная усюй'швость 

|р>!виальпого решения системы |-1|.
Теорема доказана.
1.1КИМ образом, когди «?(/)&! на при выполнении условии. |6) и 

|7| гривиальпое решение неавтономной системы |4| |г е. невозмущенный 

процесс) одновременно и асимптотически Кд-устойчиво, и экспоненци­
ально устойчиво при / —> тСС.

Следующая теорема показывает, когда из асимптотической Кд- 
усгоичивости тривиального решения неавтономной системы (4) следует ее 
экспоненциальная устойчивость.

Георема 2. Если в области (5) функция А’(/.х) обладает ограничен­

ными частными производными по координатам вектора V, гривиальйое 
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решение уравнения (4'1 асимптотически -устойчиво при / > -֊оо и 

существует функция Ляпунова Р’(г.х), удовлетворяющая всем условиям 

теоремы об асимптотической К՝'-устойчивости [1], го тривиальное 
решение этого уравнения экспоненциально устойчиво при f —> +*х. -

Доказательство. Пусть условия теоремы выполнены т. с», в уравнении 
(4) функция А'(/,х) обладает ограниченным частным производным но 

координатам вектора х в области (5) и существует положительно 
определенная эрмитова форма

г(/,х)=(я(/Хх) (4)-с "(»Jg-'M) из, 

где
П '1 SpB • ’ (/)»(У 2 (/) £ < <*> на [/0. со )

полная производная которой ио времени /, составленная в силу 
уравнения (4), является отрицательно определенной эрмитовой формой r 
области (5)

֊—I =(я(/)х.л)+( grad V, Д') (20|
1 Д12.1)

В |2| при Г [/г(.г/>) Доказаны неравенства

п ՛1 w(l2Mi՜s'z(A'v)s n2 M” (211

|22i

Так как grdd i -2B(l ),v . то в силу (22) имеем

l| grad Г |< 2н c>2tn 21|x||. / e ) C23I

Поскольку из ограниченности частных производных функции 

по координатам вектора Д' в следует выполнение условия Хнппища

Г ,г(/..г)֊А-(/..г).< Лф-У.[. л-,>>е!)Г;

то при у = () с учетом А*(/,0)«0 имеем на

И-Ф А/?֊,|

Из неравенств (231 и (241 соответственно следует, что на (б?.эр) 

выполняются неравенства

-^<^-114 х,(/.х)<«Н 0-1,2,..,») (25)
сх, т'

Для первого слагаемого в правой части (20) имеем ни 

неравенство

(«(')) н: 2 (в(/ )՝■, X )< Лгои (/?(' )||х|Г 126)
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где Ят։п(Л(/)) и Ятах(-в(/)) —соответственно минимальные и 

максимальные характеристические корни матрицы /?(/) в точке 
/ ё |/0.оо) С учетом неравенства (25) и (26), из |20) в области (5) получаем 

неравенство
г0’л')(з.2.1) - ки>х (Я(/))+ (27)

Так как функция I (/.х) в области (5) удовлетворяет всем условиям 

теоремы об асимптотической К £ -устойчивости, а именно — функция 

(Лл')(3 2.1) отрицательно определенная то из (27) в области (5) следует 

неравенство

^О’Дил) --Ф1Г (0<С = СО1Ы ) (28)

т. е.

ИЛИ

+ /е [г0.=о) (29)

В силу неравенств (21) (23) и (28) тривиальное решение уравнения (4) 
(ненозмущенный процесс) экспоненциально устойчиво при / >+со, 
потому чю, как известно [ 1), если функция Л'(/..г) непрерывна по / и X, 

имеем непрерывные и ограниченные частные производные по 
координатам вектора X г> для гущес1вования функции !'(/..\), 

удовлетворяющей условиям (21), (23). (28). необходимо и достаточно, 
чтобы тривиальное решение уравнения (4) Гт о. яевозмушенный црбцесс) 
было экспоненциально устойчиво. Теорема доказана.

Заметим, что дуя выполнения неравенства (28) на [л.|.'Х՛) достаточно, 

чтобы на р0-,9р) выполнялось неравенство (29), т. е. все собственный 

значения .матрицы /?(/) были меньше некоторою отрицательного числа на 
р1Г х). т. е.

X /(#(/))< (с- + 2л4У,ри <1/ I (/ = 1,2,»..4?) (30|

11։ (30) следует, что на |/,֊։,«-) выполняется неравенство

ВрВ(() < н (с + 2л "гу(; т ' М) (31)

хотя из (31), вообще говоря, нс следует |30) Интегрируя неравенство (31) 
в пределах [/Г|./] (/ £ р0.®)). получим

(32) 
/_/11 ГН՜ )

1’аким образом, полумили, что если от асимптотической Кд- 
устойчивосчи тривиального решения уравнения (4) следует его 
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экспоненциальная устойчивость при / —> -Ко, то след матрицы и\1) 
функции Ляпунова этого уравнения на ро-00) удовлетворяет соотноше­

нию (32). Этот факт можно считать свойством матрицы функции 
Ляпунова в данном случае

Затем неравенство (32) можем записать в форме

^рВ^-^рВМ , 2 2 2

ИЛИ

аг(/)-й>2(г0) /' 2пга>1Ъ I V т « 1’/
Г~‘о

Если функция й>(/) дифференцируема на р1(.со), ю по теореме Лаг­

ранжа:

——֊ * - 2(0(1Х)(о (/,). г0 < ։х <։

‘-'о
с учетом которого имеем

2су(/։)л/ (/] )< -(с + 2н:т )

В силу произвольности интервала [/,։?/) на [/0.<я) имеем

л/(/)<- 1

М)
2^д/

нГ

Из неравенства 0 < <у(/) з й>и < ос на [/0,оо) имеем

2й?0 2(0(1)
откуда

_1_
2а(()

■' 2п^0 л/
<• +-----~М <-

/?Г

1
2®„

С учетом последнего неравенства можем записать

6?’(0<֊ 1

2^>
с 4- М <0 на руЛо) 

,н-
(33)

Из (33) следует, что положительная функция й>(/) на |/о,о՜-) монотонно 

убывает.
Таким образом, получили, что если из асмнмптотической -устойчи­

вости невозмущенного процесса следует его экспоненциа.льная 
устойчивость, то положительная функция л>(/) убывает на [/у.1»), т.е. 

монотонное убывание функции й>(/) на необходимо, но не 
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достаточно, чтобы из асимптотической К\ -устойчивости невозущенного 
процесса следовала его экспоненциальная устойчивость
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