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Ա U. UbipnnS|ui(i
Պիեգոէ|նկս>րսւկաԱ միջավայրում կիսասւնվերջ ճարի րփ(1ամ|ւկակաԱ 

պարածումր հաստատում արսպարյսւմբ
Ք-վակի1փպերբո|ակաէւ սոււոսմորուրյւսմր ուսումնասիրված Լ սփէպոէւեկսւրակաէւ ւփջավսւ|րամ 

էփսաահվերջ ճարի htuuuiuiinntti ւսրաւ|հւր|ամբ դինամիկական -.ււարածման խւպիրր ՝1.իմևր-Հւա(.ֆի 
մերովփ կիոաոմամբ խնւփրր [ածված է փակ ձևով: (հսում1ւսւսի|ւփսծ 1.ե [ւսրոաէւե|ւ|> I. 1.(էւկւո|>ակսւև էրււ/սվւ 
ինդոէկւ|]ւաք|ւ իետեևս|ւվարւսւ(1 <|ործւսկիւ|ևևրի կսփւվածար]Ու<յԱե[ւր ճտքի տարածսւոճ uipuiqnipjniG{ii| 1> 
էփկտրամ 1փաւ{փկսւկսւև կտպի գործակցիդ; 11պասուսվսւծ I. որ Երբ ճարի տարաճման սւրսպէււրրււււր 
и գտա մ է Րլւուսւոէփ1ւ-(1 ալյաԼի մակերև1ււ|թւս|ին ափրի տարածման արագաթյաէկԼ րսրւււսճևրի 
|iliinbliuiiQnipjiuti ւ|ործա1լխ|[1 ձգտում I. գրուի Ցայգ I. արված Սաև Լ[եկսւրամէփււսԱիկս1ւկա1ւ կապի 
գործակգի կարևոր աւր|ևգուրյրււևր մևխսւԱիկակաև է.6երւ|իսւև էյևկտրակաևի փպ սակերաւ1ւաւ վրա 
Ր-ևրվաս եէւ թվային ուււււա1աաիրուր]ուսեեր

Л. Տ. Mclkuiriviin
|)յ nainiv propapatinn of a svml-inllnitc crack with txinManl 

speed in pitziH'ki tric medium
In i|W№i-Iiy]>i*ibi>li՛ ..|ijj;oxinnilli>n Ihc problem <d Т.п.nine prajintjaii'iii ՛։ н m։iih twluulr 

crack with consl.uii speed in piezwtr.clnc nK'diinn u. mvt'sdq.ilcd Xdnpling tin- Wii-шт Hopf 
incllb'iJ Ilie problem is ■.nlvcsl tn closed k>iin I • jxnidcm t'S uf Ihc dyn.ihiii sin.՛-» mlessbily kn k>i 
■mil Ilie dynamic electric (IfeptaCCriK'iit udvnsll. tn՛ I'll Ф craik |llo|MI|dll(>n Sjw'ed .trill Oli 
e|e< tiniiK'th.iii։r.d couplino < <h'IIici< ;i( are invt՝stit[.jl<-d il ь p:<»v։՝d ih>։| when the t rack 
piopagniwm speed lends ki the Bieustelri imly.iyev xurlace wave .-.peed, the dyn.iinu ч!ггю 
idterisdy lactor tends Io zero The miporlanl imp.։< I ot Ilie ek-clrunie« hnirkol conphnij cootln ieni 
on the Ir.uislm,notion ul inisli.tnic.il • ա՚ր՚ր, to е|е< triad ni-- is <d՝-o shown Niirueri< .d analysis is 
presented

В КВд.ППЧШ1?рО1ЛПЧ«ч КОМ 11рибЛ»«СНЦ11 ИС< лед<>1шц.| յ<Լ.\Ա՚ր.ն \1Ч1<|М11Чесю։м 
p.K.lljKk I p.lllii'llllfl .՚11՚ձ'?0՚՛ h-illv‘llll.'ll Г|1'.'1||111П.1 Г !1<ւ- 1ЧМ111ИШ I. к։? I JOCII.io В ,11.1'30 lAf'I I pH4fl ЮМ 
иросграистве. Применением метила Нипёра-Хопф.. рошен.» е jaMMiy-o.n .|и.|»ме
Изучены залнеимаггн ко.м|н||шт1чгпч1 ւրււ՚ւ՝ւ՝ււ՛ пиноли н.трчжскич и >лем[шчс<юш 
индукции OI СKtipocnt pit։:il|l0<?']p<UICHlHI 1|> !ЦИШ4 II QJ КОЗффиЦ)1е1ПО ..AIM J po iex.lllivieci- >11 
CM iit Докатит, tiv когда cKnpot и. рж 11|>и т[ынен1гя треицшы стремится к скорости 
распространения иояерхтк-пгон водны Влтсгейна-Гулпош», коэффициент iirnvm hi«i>j< hi 
млпряжений стреми п ч к нули I (иказано гакже нажип» влияние ко ирфицнеп i.։ 
■»лекзрэмеханцческой связи на ирсопра нтанне мехчииш ской энергии и элег.. грн՛-« > ՛, |о 
Приведены численные исследования

1. Задачи динамического распространения трещин tпредставляют 
особый интерес. Плоские и антиилоские задачи о распространении 
трещин в разных структурах, в том числе при наличии внешних полей, 
анизотропии и неоднородности, были рассмотрен».: в работах |1|-խ1 
данной работе рассматривается задача динамического распространения 
полубесконечной грешнны в пьезоэлектрическом пространстве с 
постоянной скоростью в квазигинерболическом прибл1ркении.

Рассмотрим пьезоэлектрическое пространство класса бппп 
гексагональной симметрии с осью симметрии кри< талла 07. в декартовой 
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системе координат OA'YZ . В пьезоэлектрическом пространстве имеется 
полубескопечная трещина, расположенная в полуплоскости 
у=0. Л‘<0, - X: < z < ^, которая в момент времени Х=0 начинает 
распространяться < постоянной скоростью v Причиной для начала 
распространения трещины могут служить как полны дифрагируемые 
вершиной трещины, гак и разные статические силовые воздействия.

Скорость распространения трещины будем считать меньшим скорости 
распространения поверхностной волны Блю<.тейна-1 уляева.

Воспользуемся квази гиперболическим приближением для антиплоской 
задачи пьезоэлектрического материале класса бшт, при котором имеем 
представления (7|

li =(0.0,м'(л\ у,/)) |1)

&
(2)

следующую систему уравнений:

<)‘И’ <՛! “IV Д-^-0
(3)

дх՛ су

сГ1//

с; ct՝

4^ о
l‘t|

дх՝ ду2 с; ct՜
а гакже соотношения

_ СИ’ су//• _֊֊ 4» »/ ____ 15)с С U • *15 -jох дх

=
֊ д»/

с‘։ (Ь)

=м
дх сх

)7)

=м
су оу

<8)

где
с' -л ' 1/\М'||Д ֊ скорость распространения акустическом волны,

с Л՜1 - //’-скорость распространения «лекгрической волны,

А с|։ /(лцСдд) - коэффициеш электромеханической связи при 

квази» иперболяческом приближении, 
да лес
С, = с՝/(с: с;). Си = си +(<';,/£,,), ■ С,։Г|-(1-С,)е;։/(с„г„)]

и введено функция
V/ (х. у, /) = (р (л\ у. /) ֊ ц,( ; ; и՛ (л\ у. /) (9)

|.<»н։рая рцфространяст известное обозначение Блюстейна на случай 
квази» иперболичегкого приближения
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Исходя из линейности задачи и считая, что соответствующей задача 
МЯ нераспространяющейся трещины уже решена имеем, что достаточно 
решить задачу динамического распространения трещины, на берегах 
которой в каждый момент времени I > 0 на открывшийся учас гок 
трещины у = (> хё(0,Уг] действуют заданные напряжения А(х), как 

показано на фиг. I.
Таким образом, задача « водится к решению уравнений (ЗНО со 

следующими граничными условиями:
(х, +0, /) = (т.. (х,-0,/) = - А (х) Н (х) // (г/ - х) при х < VI (10) 

и (х, +0,/) - и-(х, -0.1) - 0 при х > VI (III

/;у(х,4-0,/) = П (х,-0,/) (12)

^(х,+0,/) = ^(х,-0,/) |13|

где Н (/) —известная функция Хевисайда

А Г

՛ V
։ Мг) ' г

•0®0©о®-------՛------- -------------*--------- ►
® 0 0 0 0 0 £ у

Фиг. I

С целые работать с функциями, которые равны нумо в положительной 
или отрицательной полуосях {для того, чтобы в дальнейшем был применим 
метод Винера-Хопфа). и (3)-(13| сделаем замену переменной по закону

£ = Х-\1 (И)
в результате чего система уравнений |3|-|1| преобразуется к виду

Производя замену переменной по закону (14) в coin ношениях (5Ы9| и 
в условиях контакта (10)-(13|, после чего производя одностороннее 
преобразование Лапласа по времени и двухстороннее преобразование 
Лапласа по координате х согласно формулам

дс' ду' д£д! дг
1161

где введены функции
= и'(> + г/, yj) = и(х,у,/) (17)

-^(c±vi.yd) у/(х,у,/) (18)

л (՝,)=7|-1,х (19)

/\(г)= 71-',гл; 120)
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(2H

2zr; ՝
/■(<•₽)"/*/ (£.p)e^dx (23)

f'(£-p) = ~[. '' f'^ip)eft;ds 1241
2/П J՝" **

после некоторых упрощений будем ил։етъ следующую систему 
прсоора зова н н ых ура в i юн и й:

~4" ~ f)Z I< ~ (v)ц2! w՛ =0 (25)

<*Г

=о (26)

со следующими условиями контакта на плоскости у - 0:

«'(ц,।о,р)-и (с-о./?) = и.(ср) (2В|

Ф (C^p)-Ф (£• °-/?) -֊<?' (C/;) 129)

du
(30)

0՛ .-■4. .֊ 4»

где введена функция

Л(;)= Гл(и)е’“</н (32)

являющаяся преобразованием Лапласа функции Л (л ) представляющая 
напряжения, действующие на берегах распространяющейся трещины

Решая уравнения (25) - г'26), удовлетворяя условиям уходящей волны и 
пользуясь симметрией задачи, получаем

Sgn(У) Л(<)с (33)

ф (^,у\р) = sgn(у)в«)с’ “ (34)

где введены следующие ф>т1кции:

= v՛ V ’ 2v\’< ֊ h; (v)C |35)

? «(<) V'.՝\2v.v\" Л;'(|)г (36)
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Однозначная ветвь функции с/(сГ) определяется разрезами 1т..' -0.

1<С< >-------- и 1т<С 0, Иед՜ < и значением </(0)=л\
с, + V ' с, - V

Аналогично, однозначная ветвь функции е(ф) определяется

разрезами 1т£ (). 1<ец >—-— и 1т -0 Ие2’<------ -— и
сг + г с - V

значением е(0) = л (фиг. 2). При данных определениях выполняются 
условия

1371

1?е[<?(У)]>0

Из (35) и (36) также следует что

138։

40=0 < 2ь
да

2г

I ՛ < г՛
П01

Фиг. 2. Точки ветвления и разрезы в комплексной пли։ кости

Подставляя выражения (33). (34| в преоиразовчнные граничные 
условия (27)-(31), получаем выражения

= 1421
^11 2

а также следующее? уравнение Вйнерн-Хопфа |8|

У.1 07՛' 1 НЗ)
2 р\՝ V

где обозначено
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1
1«(<)

(44|

Для того, чтобы с помощью интегралов типа Коши факторизовать 
функцию (44). перейдем от функции Л'(с) к новой функции /(<С) 

согласно следующему равенству

9
/«) 145)

где

С.
\-к*

■-- г-г <С
■-< х;

(46»

представляет • обо»'։ скорость распространения поверхностной волны 
(■люстои на-Гуляева в । вазнгиперболичестом приближении

Важно отмстить что новая функция /(<Г) ” ^'ичме от (функции

в комплексной пл։ккогти |М ։ре.мми 1п1ц (».

1<с. <=
֊— 1 и 1(П^ и. КСце

♦ 1'
нулей нс

имее ।
I помощью интогрален» типа К» ши Г»1 фактор и <ируя функцию /(и), 

которая согласно |44| и (45) имеет вид

147»

получаем следующие выражения для /.(-') и / (•» )

/,(<;г) = схр [ апЗап А * (48)

/ (Г;у) = ехр 1 г .
-1., ..лсип <

Л 
(1гг

о »

(49|
ь -V) \։сг (с ту) (1<т

л \1{с. -՝) Хг) -°՜

где скорость распространения трещины г является параметром.
I 1з равенств 

функции А (и)
(45) (48» и |49) получаем следующую факторизацию

А'(<Г) = М<Н «) (50)

глс

М<) = (51)
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152)

Производя замену переменных интегрирования 
(49) по формулам

в выражениях |48) и

п Ч
СТ=а—и а = —— (53)

1-1'7 1+1'7
соответственно, после некоторых преобразований получаем следующие 
более простые выражения для / (<”; г) и /_ (^Л') :

, \ ' I Г . 1 ,։у!г-5՛] 1 <*'/
/.и;г) = ехр — агечап к \ ------ —г------- (54|

/_(С;у) = схр -
К

г/7/

Подставляя результат факторизации (50), 
уравнение Винера-Хопфа (43) и устраняя простой
уравнения, приходим к уравнению

- к-Ь К «р (0—-Р-

155)

(51)-(52). (54)-(55) в
полюс в правой части

Л (р/г) 1____________1_

ру (<֊г’,)Л\(г ’к

Л(/>/у) 1/1 1 V ^Л^Р)
(56)

из которого следует, что
и (Ср) Л(г'г) ГУ I - У'-Уч- 1_______________3________

!■■■ \l-rs, /. [у՜1) с,, /) -к;1> \ Г <֊г |К (£)<(<)

^ЛСр)
л(/>л՛) 1 ,

(53)

Подставляя (57| в (11|-(42). (33)-(31) и обращая двухстороннее 
преобразование Лапласа по 4 согласно формуле обращения (24;, получим

*(у)5&п(у) А(р/г) 1 ри՛,*

"с„[ь(֊к*ь,)4՝ р ы

е։. АА^п(у) Л(р՜*) 1 р _

-к^Ь/^у р 2т;--' .'-г'Л՜ «)<■• (2)

(59)

(60)

где введена функция

(61)
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После обращения преобразований Лапласа по времени в полученных 
выражениях (59| и (60) окончательно имеем

c44i'ô k:b,\/v 

A(v)Ç

[(.v vl,y,i fj;v)(hj (62)

44
(63)

где введены следующие функции:

S°nW
’Г

1 ГЛ .*4«

2/Ti ,гр

sgn(j)
?Я1 У»*

е' "dp (64)

q„(ç№)=l-;..,
Sgn(y)

2яч*

2/Т/ М'

՝£"(}') f- 

2лг/

■У:
v.-

t 
F(l)-f\(x)dx

165)

1661
о

В выражениях (64) и (65) I, -оператор обратного 

преобразования \апла< о по / определеннып выражением (22)

y/(.v.v./) = -

в №

2. Перейдем к исследованию коаффициенюв интенсивное т 

нлнряжоний и электрической индукции Ия полученных нрсдставлснин 

(59) и |6О| дч.ч функций и'(^у,р) и </>' />) после соотнетсгвующих

вычислений получаем следующее выражение для интенсипности 

напряжений:

('•՝’) = Т„(« ).<?(гО (67)

и следующее выражение лая ингенсивности электрической индукции:

Оз)=т֊тЧг /•;> (1^» 

где

; 1 ՛) (69)

VI -V*, /,11՛ I
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-■ У.У,

1+Л;

5(Л) (1Х (71)

т

Обозначая отношение скоростей акустической я элек։рической волн и

пьезоэлектрике через р,

Р ֊С/С 1?2.1

после соответствующих вычти чений получаем, что

(73)

(7-1)

(75)

Далее из (72)- (75։ (54.1 — (55.1 и (69) —(70| приходим к заключению, что 

величины и определенные выше, завися։ о՛։ грех основных 

безразмерных величин дайной задачи

• отношение скорости распространения трещины к одному из 

скоростей распространения волн в пьезоэлектрическим

пространстве (то есть отношение скорости распространения 

трещины к скорости распространения акустической,

электрической или поверх постной волны).

• коэффициент электромеханичск кои связи,

• Отношение скоростей распространения двух волн и 

пьезоэлектрическом пространстве.

то есть
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(76)г.

F,.. = Г,. —лЛ1%. '■
Из (67), (68) и (76), (77) следует, что как интенсивность напряжений, 

так и интенсивность электрической индукции имеют следующую 

пруктуру. каждый из них является произведением двух функций, первая 

из которых зависит от скорости распространения трещины и от свойств 

пьезоэлектрика и не зависит от сил. действующих па берегах трещины п 

01 расстояния г/, пройденного вершиной трещины. а вторая функция, 

наоборбэ зависит только от расстояния VI, пройденного вершиной 

трещины, и от сил Л (л՜), действующих на берегах трещины.

Долее. из выражений (67)-(71) получаются следующие предельные 

равенства характеризующие интенсивность напряжении

lim Z-; (г) = Jf-гл; (78)

liin/-;(v)=l (79)
I -*|>

lim Frt(v)-0 (80)

и следующие- предельные равенства, характеризующие интенсивность

электрической индукции.

liinF„(v) = l (82)

.. . ,, 11 -с/ Iй- k. j+c?, (%)(%- (%֊),
• ”"U՜ ЛЫТЧХ 2'1 + *-։

Равенства (78) (81), представляющие слушай, когда коэффициент 

электромеханической связи стремится к нулю, и выражения (67), (68), 

восстанавливают результат, полученный ранее Костровым |.‘5| для 

динамического распространения трещины в чисто упругом толе.
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Равенства (79} и (82). полученные, когда ։ —> 0 представляют случай, 

когда трещина распространяется с бесконечно малой скоростью. В этом 

случае как вся задача, так и выражения коэффициентов интенсивности 

напряжений и электрической индукции намного упрощаются

Последние предельные равенства (80) и (83) показывают, что когда 

скорость распространения трещины приближается к скорости 

поверхностной волны Блюстейна-Гуляева, коэффициент интенсивности 

напряжений стремится к нулю, а коэффициент интенсивности 

электрической индукции имеет конечный предел, отличный от нуля. Это 

обстоятельство можно объяснить трансформацией акустической энергии 

в электрическую энергию.

Приведем теперь численные расчеты, показывающие зависимо« ти 

коэффициентов интенсивностей от отношений г/сл 11 01

коэффициента электромеханической связи к |фиг 3 фиг. 9)

Во время численных расчетов, следуя [.( |10] принималось

Фиг. 3
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Фиг. 7



Фиг. 8

к

Фиг. 9

11:։ графиков на фиг. 7 и фиг. 9 следует, что с увеличением 

коэффициента электромеханической связи А, функция

определяющая Коэффициент интенсивности напряжений, уменьшается, а 
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функция K։//S(vl), определяющая коэффициент интенсивности 

электрической индукции. увеличивается. Это обстоятельс гно указывает на 

то. что с увеличением коэффициента электромеханической связи 

увеличивается преобразование энергии из механической в 

электрическую. Заметим также. что когда кг, монотонно увеличиваясь, 

стремится к значению, при котором (A. )-У. из фиг. 7 и фиг. 9 

следует, что функция, определяющая интенсивность напряжений, 

монотонно уменьшаясь, стремится к нулю, а функция, определяющая 

интенсивность электрической индукции, монотонно увеличиваясь, 

стремится к некоторому конечному значению.

В предельном случае, когда скорость распространения электрической 

волны стремится к бесконечности, из приведенных здесь результатов 

получаются соответствующие результаты для квазистатической 

постановки задачи Частный квазистата чес кий случай исследованной 

здесь задачи был рассмотрен Ли и Матага в работе |11|. где имеются 

количественные и качественные противоречия с приведенными здесь 

результатами Доказательство того что результаты Ли и Матага [И] 

являются неправильными а также соответствующие правильные 

результаты, опубликованы я работе 112]
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