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R.A.Gbazaryun
Non- llotnngcncou» Slit Waves in л System nf Two Elastic Half-Spaces with Superconducting Films

N։n -in m^gvi'.eeusslit waves pitipiigaiion problem is studied in .i system of two elastic IwH-.spjccv divided 
by slit. Half-space surface: are covered by supetcoiiducung current -carrying films with electrical current In 
the caw ՜՝է plane deformalion the dispersions equations are obtained for surface waves phase velocity Duc tn 
i Icciinni.-.gnctie inte-'action the possibility .Հtwo u-uplcd surface waves c.vstcntx ••• Shown.

i'accMiitpfiitacru'Ji ш.шча распространении неоднородных чеясрхлостных шстсимх ноли и 
системе двчх упругих полу врос транс гв. разделенных тенью I Кшсрхнос: в гпиупространсти 
искры bi гонких- cBcpxBpono;vBH.HM слоем но которым 1ечст тлекгрическвй гон В случаи 
titovxoii ^‘формации 1о.|\чеиы характеристические ураяиеии.ч отвостельно фаюшФ 
-.Kopociii поверхностных воли Покатано: *по вследствие mcki романтики о взаимпдейст пня 
возможно сущест вование двух (.вязанпих м.н нитоупруг их поверхвпстных нолн

Вопросы распространения щелевых ноли в системе двух идеально 
проводящих полупространств, разделенных вакуумной щелью при наличии 
внешнего постоянного магнитного поля, изучены в работе [I]. Для системы 
пьезоэлектрических сред с ше;пло аналогичные исследования приводя i ся в 
|2|. Щелевые сдвиговые волны и вопросы туннелирования ма։ нитоупругих 
волн я ма։ нигстрнкпиоиных средах исследованы 8 |3-5].

Здесь рассматривается задача распространения неоднородных 
поверхностных щелевых волн в системе двух полупространств, разделенных 
щелью толщиной 2d. Поверхности полупространств покрыты юнкпм 
сверхпроводящим слоем, по которым течет »лектрический ток. 
Электромагнитные свойства среды в области щели отождествляются со 
свойствами вакуума. Полупространства являются упругими изотропными 
средами.

Выберем прямоугольную декартовую систему координа։ гак. чтобы 
координатная плоскость (х., л? ) была расположена в середине щели. Ось 

д , направлена в сторону верхней среды, которую отметим индексом (.s I).
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Нижнюю среду отметим индексом (6՜ 2). Начальное распределение 

электрического тока (вектор плотное»и j )и магнитною поля (вектор/7 ) 
определяются на основе уравнений Лондонов [6].

— 4 л՜ - - 4 zrz' - •
rot/7 = —j, div 11 0. -----— rotj+H = 0։ (fjds=J{i (I)

c c J
В (I) с -электродинамическая постоянная, л - лондоновская глубина 

проникновения../, заданная линейная iuioiiiocti. сверх гока.

Из симметрии задачи ясно, что Н и нс зависят о։ переменных х։ и 

х,. а также , что

Нп| ~ = Jui “ Л».х "
Учитывая это. получим следующие исходные уравнения для определения 

распределения тока и магнитного ноля:
• _ * и _ м
/01՜. J ’ I .՝ -2 П02 ~и

4л- и.\\ ах. /.

‘ + CJV . Л;1 =—■* 
4яЦ

В области (л = |) должно быть (Д'1 = (I. а в области (у = 2) - £'[՝1 • О

Из условия полною линейною тока

р^,=7„ (3)
J -X

определим неизвестные коэффициенты и. подставляя их в предыдущие 
равенства, получим следующие выражения, определяющие начальные 
распределения гока и магнитного поля:

гг(Н 4/Т . .(в I 7՜՛ .
«К=—т« 4 х^։1

с Л
//£’=֊j£'= |Л՜' (4)

с л
В области щели имеем

4 .т/
Hin =------ ь = const (5)

с
Из (4, 5) следует, что как гок. так и магнитное поле, распределены в 

гонких приповерхностных слоях толщины 2<кЛ (эффект Мейснера֊ 
Оксенфсльла (6| ). Практически, для всех известных сверхпроводников 
2 - 10 ՛ см и в пределе при z —> 0 имеем . что магнитное поле нс проникает 
в упругие среды.

В дальнейшем примем, что = 0. В сил> отсутсгвия в упругих 

средах магшггиого поля на поверхностях полупространств .г, = ±d 
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действуй! начальная магнитная нагрузка. обусловленная разрывом тензора 
Максвелла / [3,7] .

Л ֊ ֊М («=։-2)
4л՜ , 2 У »л*

при л. = ±(/ (6)
(’читая напряженное состояние в упругих средах одномерным, получим 

(0’1 _ Н<!1
8лг

Вопрос распространения упругих волн изучим с учетом начального 
напряжения п1.1?1. Рассмотрим случай плоской деформации, когда упругие 

перемещения нс завися! от координаты хг. Будем исходить из следующих 
линеаризированных динамических уравнений и граничных условий теории 
упругое՛! и с учетом начальною напряженного состояния ст" |3. 7|

л ֊1.2; 6г,н=0. М'' 6;;։)=^՛ (л?-г-.)
В (7. 8) а}/ есть компоненты юнзора упругих напряжений. С՛','1- 

. . ю дупруше перемещения, р,- плотность материалов сред. вектор 

внешне։։ нормали к недеформпровалным поверхностям сред. 7,- тензор 

Максвелла в области шели. 7*мь1- тензор Максвелла в упругих средах. В сил) 

тою. что в упругой среде II՝.'' «0. имеем 71'1 ֊0.

Ген юр Максвелла выражается через компоненты векторов магнитных 

полей возмущенного состояния // и начального состояния 77,, следующим 
образом | 3, 7]:

гЛ=֊-(//Д<։+я„.А, ■ 3>Д/„ л) 
4я (9)

Л։- -֊//,.Л. г,, = ֊н„./1։ 
4 л 4 л

Примем . что в области шели |-^|<(/ вектор возмущенною магнитного 

поля удовлеюоряс! стаиионарным уравнениям Максвелла! 7|
roi h = 0. div/? = 0 (10)

На поверхностях .г, = ±d имеем следующие граничные условия 

непроиикновения магнитного поля в толщу՛ сверхпроводника | 7] :



(^+/?)•»' = О (II)

где л՜ есть вектор нормали к возмущенной поверхности

п = ёгаб (и. - х.) = ֊֊ х.. - х֊_ 
дх2 ‘

Напишем (II) в более подробном виде 
(ди 4

(/У0,х, + Л,х, + /;։х,) ■ —— х2 - л\ = 0

(12)

ОХ, дх2

П - - ,Пренебрегая членом п,. как малым оолее высокого порядка.

получим линеаризированное граничное условие при х.

К = (13)
(-•Л •>

Уравнения и граничные условия (7, 8. 10. 13) вместе с законом Гука
<<։=2//'Ч+Л,Л. ^“+^՜ ('•/"-2՛3֊

где р‘ 1 и а1՛1 есть постоянные Ламе, полное। ыо определяю։ поставленную 
задачу.

Приступим к решению задачи. Представим перемещения 6' и вектор 11 в 
виде плоской неоднородной монохроматической волны

С1՝՛-(7<՝>(х.).схр/(Ах2 ля); И Л.:'|'!(х3) ихр/(Ь1 - ол) (15)

Имеем следующие решения для компонент вектора возмущенного 
магнитного ноля И:

Л,=0 (16)

*. (</) +(’")) ՝ехр-(Ч ֊»<)
\ О|1Л<4 VII Ли 2

С|’ /7 ' (^1»(^) + Ь'1„(-//))1с5Хр'(*А’2 ֊
2 к яЬ к(1 сЬ кс! I

При х5 = ±г/ для компонент тензора Максвелла имеем

7՝п(</)^֊32((С',.-,(«/) 1.:г, (-</)) с|Н А</ + (Г0,(</) + С'01( </)(11 Лс/))ехр ։(кх. -о/)

у-1՜ Р(Ц,։(</)-€',|}(֊</))с։11 Ач/֊(/՛,„(</)’ СЛ,.,(֊</))Щ Ас/ схр /(Ах, -ш/) 
аЯ и

/Д’/-/"
^(^) = —^^}(£/)ехр/(Лх2֊с9/) (17)
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ЛJ (-d) = —--1 о, (-d) exp i (h-. ֊ co/)
4

В дальнейшем удобно выразить вектор U через скалярные потенциалы
П - / х

U = grad Ф' ' + rot (ц։!՛ х։) (18)

Для определения скалярных потенциалов получаются волновые 
уравнения

2/?։> 4 г?'1 - 1ЛФ(։> = р. Ф"’: ֊֊^ ՛ = р. /РН (19)
‘ 8д , ,А) । 8я 14

Как известно, в сверхпроводниках значения магнитных полей ограничены
определенными пределами, зависящими от материалов сверхпроводника. 
Здесь мы примем

з//Д

8/Т
«//. //֊ « 4пЕ

3(14Г)
(20)

1? силу принятого ограничения, в (19) нс будем учитывать 
соответствующие слагаемые. Решение уравнений (19) будем искать в виде

Ф1'1 ֊ ф' ’(т. )схр /(Ад. йМ):Ч'1'' =/ЛР[1';(л-,)ехр /(Ах.-лх) (21)

Подставляя (21) в (19), получим следующие обыкновенные диффсрен-
циалъные у равнения:

—А'Ч'2Ф\’’։ = 0: 
dx;

./■' ч/(՛}
±2ju֊^X'=0 (22)<Zr;

а՜ (I

а,

и) 
а = —

к
Из общих решений уравнений (22) выберем только те. 

соответствует уменьшение амплитуды при л՜., -* ±» . Точнее.
Ф!,"(.ч)= /11ехр(֊А\'։1л-1); Thi(t;) = В,ехр(-Лу„а)

= Л;ехр(<л,1.,х1): 'ViV’fa) = #?схр(Ал'.2л.)

которым

(23)

где (i = I. 2)-произвольные постоянные, подлежащие определению.

Удовлетворяя граничным условиям (8) с учетом (17.18), получим 
однородную алгебраическую систему уравнений относительно постоянных 
Л(, . Приравнял к нулю определитель этой системы, получим следующее

дисперсионное уравнение:
(л, p,ih ы)(я, p2cthw)+(fi. p,cth *</)(«. -fi.thW)-0 (24)

Здесь приняты обозначения
гт՝ Л/2

₽,=֊% ■ Рг=т֊22^ Д=д О - ^ )• А=(। - <)4лр,Ц| 4лр2а,2
^^ = (1 + ^)՜ ֊4к.д;г ^ = (l + <)2-4W2
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При /7։|, = О уравнение (23) разделится на два отдельных уравнения 

/?։ =0 и R, =0. совпадающими с уравнением для поверхностных волн 
Рэлея.

При кс! » 1 также имеем дна раздельных уравнения.
(/?,֊₽. )(/?,-₽>)= о (25)

Последнее уравнение также разделится на два отдельных уравнения, 
определяющие поверхностные волны в средах

/?։֊р( =0; Я,-р2 -0.
Гак как принято о|-раничсние. что р։«1. то в этом случае, хак 

показывает анализ, влияние малого магнитного поля несу шест вен но .
В случае тонкой трещины, когда кй < 1. влияние малого магнитного поля 

может быть существенным.
Подробно исследуем случай, когда материалы сред идентичны. В пом

случае имеем, что /?, = R . = R: |3
Из (24) получим следующее уравнение:
(R - /Ьапй Ы)(R - Дсо1Ь = 0

или ГХг)-/^)» 0,
гдеТ.ЩфЛ] ֊•’.|1։֊^,|1։֊4-<х.,|^Л^ »1=1.2 (26)

1 V а> \ \ (1>

а. - Д, 1апй к(1. а, = Д, соШ кс! . ~ . д = —
■Ьхра; к

Установим необходимое и достаточное условие существования 
поверхностной волны. Исследование проведем для уравнения 
А„,(г) - 0 (ш - I. 2) на основе метода, развитого в работе [8].

Функция Гт(з) в комплексной плоскости представляет собой 

многозначную функцию переменной г. С целью униформизации построим 
соответствующую поверхность Римана. Для этою проведем купюры между 
точками разветвления ± и,, ± ц . Разрезы проведем между точками + а1 

и-«,. а точки ±а соединим по действительной оси через бесконечно
удаленную точку. Исследование проведем на первом листе Римана, па 

котором выражения радикалов ^1-" Л?,՜ и при г - 0

положительны.
Проведем полуокружность в нижней полу плоское г и достаточно 

большого радиуса. Эта полуокружность с вещественной осью определяет 
замкнутую область, изучение которой является достаточным, так как в этой 
области на первом листе Римана имеем

1т(с>) <0. Ис >0
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Разлагая функцию /•'„(-) по степеням , для малых вещественных 

значений z имеем

^(г)=-2?|^֊±|<о
Будем двигаться вдоль вещественной оси справа налево и следить за 

изменением аргумента функции Л,,, (с).
При г > а( Е,„(с) = /\ (г) + /(?,00•

Так как P.(z) > 0 . а (?։(-) < ° • то в этом интервале * < arg Л,., (г) < О 

при z -> со вдоль действительной оси arg /'пг(д) —* 0.

Действительно.

Hm arg /•' (г) - Пт arc tg = Нт----- —— ' ' = О
-»/ гм- К՜ КГ

2- , + 4 .-!• J .-I
I а՜ I ул.՜ \ ü;

В интервале (</,.«.) имеем /•’„,(*)= М(֊)+'(?_•(-). где 

£Мф--4К-| G. Р:(֊)- 2֊4) "J1 

\'Ч V Ч «. • \ а1

В этом интервале имеем - л < arg /•՝„.(г) < 0,так как ().(д) < 0.

В интервале 0, ö, функция Fm(z) действительна и имеет влд {26). 

Допустим. 410
I'.("■) = ։-«..■ ф-а’/а; >0 (27)

Гак как в окрестности точки г = 0 /’„1(д)<0, то в этом интервале
лсйствительный корень обязательно существует. Пусть этот корень 
единственный. Тогда приращение аргумента в интервале (0, öj будет 

равняться к. При обходе точки “ = (1 оно изменится на -2л. так как 
функция Л?.(д) в точке z ~ 0 имеет порядок z2.

В интервале (-00, 0) в силу симметрии прираращение аргумента 

равняется - л. При z -» «= /'„(-) имеет порядок z и. следовательно, при

обходе по нижней полуокружности аргумент /;.„(^) принимает приращение 

+ 4я . Окончательно, полное приращение аргумента по замкнутому контуру 
равно я 2л л ь4те = 0.
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Так как функция Г,„(г) нс имеет полюсов. то это означает, что в нижней 

полуплоскост и функция не имеет корней.
Если допустим. что в интервале (0. а,) функция имеет больше одного 

корня, то число корней должно быть нечетным. Пусть /'„..(<) имеет в 

интервале (0, (2/’-ь I ) корней. Тогда, повторяли все предыдущие

рассуждения, для полною приращения аргумента функции получим 
-(2p + l)jc-2я-(2р + 1)л4 4л < 0.

Это противоречит тому, что функция /’„,,(֊) не имеет полюсов.

Таким образом, доказано, что при условии (27) в интервале (0. а, ) 

существует только один действительный корень, а в нижней полуплоскости 
/?„1 (г)корней не имеет.

Рассмотрим случай

\ f/.՛՜
Тогда приращение аргумента в интервале (</,. <) равняется л. В 

интервале (О. и ) или вовсе нет корней, или нх-четное число. Пусть в 

интервале (о. г? ) функция (г) нс имеет корней. Тогда полное приращение 

аргумента функции /''„.(г) при обходе но замкнутому контуру будет 

равняться -л.֊ 2л л 4 4л I). го есть в нижней полуплоскости тоже нет 
корней.

I lyei ь число корней 2/т I огда полное приращение api у метп а бу дет 
- л ֊ 2ил -2л- 2//л я + 4л-=-4гит <0

Это невозможно, гак как (д) не имеет полюсов.

Таким образом, условие J , (<: )><• ирсдстаияясг собой необходимое и 
достаточное условие существования единственного действительною корня 
в интервале (0. а. ).

Уравнение (26) имеет два корня, если /-.(ц)>0. /՛.(</,)> О. то есть.

если

i - Aihj \'1 “<< •'il՜

I ДстЬ kd ÿ'1
(28)

Так как |3(1 «I. «о первое условие (48) всегда выполняется и. 
следовательно, уравнение (26) всегда имеет одни корень. В случае гонкой 
тели ка < 1 в зависимости от значений интенсивности магнитною поля 
(тока) возможно су шест вование и второй поверхностной волны. При Ат/ » I 
первое и второе уравнения системы (28) практически совпадаю։ и в ном 
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случае мы имеем поверхностную волну, скорость которой совпадает со 
скоростью волны Рэлея.
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