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Ռ.Ժ Հովհաննիսյան
Երկշերտ օրթոտրոպ սւււ|ի սեփական տատանումները խւաւլւ եզրային պայմանների դեպքում

Լուծված I երկշերտ օրթուորոպ սայի սեփական տատանումների վևրարերյայ աոաձգականուօյան տեսության 
եռաչափ Դինամիկական իւնրյիրը, երբ շերտերից մեկի ստորին մակերևույթը կոշտ ամրակցված է, իսկ մյւսսի վերևի 
մակերևույթն ազատ է. և շերտերի ւ՚փշև տեղի ունեն յյւ|ււ| կոնտակտի պայմանները Որոշված էն յարուսների 
րենզորի և տեղափոխության վեկտորի բաղադրիչների աւ.[։մպտոտիկաները, սեփական տատանումների 
հաճախություններս m տատանման ձևերը: Ցույց է տրվաձ. որ տատանման ձևերը կշօով որրոգոնա| են:

R.Zh. Ilovhannisynn
Frtv vibrations of doubk-layvr orthotropic plate under mixed-boundury condihnns

The three-dimensional dynamic problem of the elasticity theory on free vibration of double layer orthotropic 
plate is M'lvcd, when the lower bound df the second layer is rigidly frtMcncd arid the upper su rtice ill the lirst layer 
Is free. It is considered that lull contact condilitjiis csist between layers The asymptotic lomis lor the components 
of stress tensor and ilisplatcnicrit vector arc tuurid. Inc frequencies and turms ol (rec vibrations are determined

Решена ipcsuepiian .niiiinuiческа* iiua'ia теории упругости n собственных колебаниях двухс loiiiiuii 
ортотропной пласгннкк, когда нижняя грань игоршо слоя жеегхо raXfXTL-icii.i, i . шпевах поверхность 
черного c.'irix cp.oiTo'Ht.i Счиглясв. sip между сдоями имею։ место ушюьня iiauiiii<1 nniii.tK.ru Найдены 
асимптот »кв д:;н момконшпок ичпора >апр>жснип и вектора iiepevciiieiinx Определены ՚սւօւօււ.ւ и формы 
ebvqscHrftax ко 1соанн11

I. Для решения некласснческих. с точки зрения теории пластин и оболочек, 
краевых задач особенно эффективным оказался асимпготический метод. 
Найдены решения новых классов статических и динамических краевых задач [ I]. 
Обзор соответствующих работ проведен в |21. Собственные колебания 
однослойной орто।ровной пластинки рассмотрены в |3].

В работе рассматривается задача о собственных колебаниях двухслойной 
ортотропной нпастинки

I) = !(.г.у,г):д-€ у е - н-. 5 с щ. н»ах(//| .л,)« ппп(аЛ>)[
Предполагается, что нижняя 1рань нижнего слоя жестко закреплена, а верхняя 

грань верхнего слоя свободна, а между слоями имеют место условия полного 
Контакта (фиг, 1).

Имеем следующие граничные условия:
гт;и » (у\.; « ՀրԼ -1) при х ֊ Л, (1-1)
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и11 = Vм - u" - О при - - -h2
и условия контакта:

<<(4-О)-сг"(г-О), <(.֊»0)-а"(2 = 0). 4(2»0)-<7"(2-0)

«'(2-0)-н"(2-0). и,(2-О);»г"(2-0). И''(-= 0) - Н‘"(-=<)) (1.2)
Требуется определить частоты собственных колебаний пластинки. Для этого 

необходимо найти ненулевое решение системы динамических уравнений 
пространственной задачи теории упругости анизотропного тела для ортотропных 
сред:

+ (Х.у,2; n-.v-.H-)
дх ду дх дГ ՝ '

,П’|П »«<41Л-(А| 4 «<4|П-(4)

~------‘*11 <?« + <112ауу *Л1Л *7г.- ’ - у “ "|2 аи +Я22<Ту₽ 4 Н2А °

а"՝А =,i|4>zr|Al пЦ'гг|А> 4
—------- ° а и <7 п т а ?.« <7»■ + а • ՝ а.-

п Z
(1.3)

А)/*’ ----------t-----------
А у А х

аЛ> . а Л1
Ах 3 х

W*1 Av41 </*>-

А у A Z
к-!.II

при граничных условиях (1.1) и условиях контакта (1.2). Здесь и н дальнейшем 
А ֊ / соответствует верхнему стою, а к //-нижнему. Искомые величины 
представим в виде:

сг'.^(А'.у.гд)-<7,— (А:.у,2)ехр(1«у) <х.|1 - х,у,г

(«-. V—. Н- ) = («-. И—, «!4,)схр(|'иО /,./ = 1.2.3 (1.4)

|.тс й>-искомая частота собственных колебаний. После подстановки (1.4) в (1.3).
получим сис i ему:

Ч<г|Д> (•{Tji <’i7. .

<)х Hz
г п‘А>

«II О. . 1,12 ^22 °| ‘ '4

(.V,.)-_֊: 1.2.3)

(.v.y.r: 1.2.3) (1.5)

<71Х|п-10
"i.A CT]2

t ô»?1 
дХ if Z

г«'.“ <>«',*’--- s—4-------
a y a 2

г/А)ГТ1А)
“Fy՜ ’ ’ aT « 5 5 <7 j , ,

k^l.H
B (1,5) перейдём к безразмерным переменным и безразмерным компонентам 

векIора ।iepeмешения.
4 = л7/. п=>7^ ^=г/л

г"’ = н;'7/. (1б)
где Л = тах(й։,/ь). / = пйп(«,А) и h«l В результате получим следующую 
син|улярно-возмущенную малым параметром я - /.՛ .՛ / систему:

+ . с -I ÎZlî! . р4(й. уе-Ч^< - 0 (1,2.3; L'“'. V«'. Г1’)
A ç /in <tC
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9U">
UI1 CT1I J-,S'.}G:՝: °?3

*?<*> 

drj
“)-«> _<*»_(»։ .

~ ®21 ^?2 * £1 *7H (1.7)

IДЦ «։,I/T<<։ 
“TT՜”°։’ <։

dUUi dV<4>* -------  + -------  -
<17 atA a .:

ан1*1
*4 «41 <7։ >

ан 141 
а?

о. - Л (О, К - 1.11 .
Решение этой сижу дярно-вотму темной системы будем искан, в виде 

Следующего асимптотического разложения:

°ц “с &11
({/<“. ։,.Г‘4,,.Н’4'') (1.8)
аИ-с'б>:, А-/.//; т<б?

Обозначение 5-0,Лг означает, что по немому (повторяющемуся) индексу л 
происходит суммирование от 0 до числа приближений А Подставив (I 8) в (1.7) 
в Применив правило Коши умножения рядов, для определения коэффициентом 
разложения (1.8), получим следующую непротиворечивую систему:

й/т1-1-- 11 ..гт""£<*___ <. ____ ֊^—. у и" • ■"՛ - о
д£ 3 7 д£

4 £<1֊, А (<Лж )2.0
г»С п7 «и

< дСТ£'- + А (<и.и ): И"‘֊՝•-’1 - О т = (Ь
Эс СТ] Эс

Л ֊ л1*’«-։*-*’ 
«1-.

* ' 11 .О|_Л О „
------- ----------- - а,, £Т;| - öy. <7vj *

i>T]

. . (1.9)

------------------- “ • ----------- Z------ ---------------Z— “ »44 17
di ’• <>;

ан'4-» ar4՛» a։rrH...
—:------ +—z— - au

Q(4 ,) > 0 при s < 0.

В (1.9) все величины можно выраппь мере։ Г .1 * .И ‘ " по форму там
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<■՛ =-< ^—+4’ <l4, ЗУ**--1*
<4 ։г

С7°

ДЦНА.Л) 
iU)P№ ди՝к՝‘-'>

СП

(1.10)'" ~՜4' ~t " —аГ
1 Г«'"*'-11 №АЛ| 1 ’<ДГ'А-'-,։ д(/։АлГ

,: 4'1 р'/ >' <*) «А«

к - 1,11

+4Г аг“*1’

где

нх. А(Х) <«’ -4>2 t
” “ -= F7
։А, ^;Г-4М> «>֊<W 4д.
։: ’ р ’ 11 (1.11)

։? "н "м “?.՝ «п «и ";։ «и «?2

Для определения фчнкций б.'1*՛’ ',У<4 ՝'. И '*՝' получаются уравнения

к„)ъ՛'* --.л,՝--
*ч *

,---/17-- . Л"°-5 (1.12)
йс,՜՜ к^!,П

л •и/ ։*•*։л.;)±!Ц .рД,ЛД-н'<‘-֊֊"’-я;;.»
di, *

где
/i-U,՝*՝_J՝ <|<т11 '՜1’ Л/т11п.Х.н <■՛ а ,У) 1,<7Н . ,сг1*՛Art —----------------(lee -----------  +----------

5^ crj

 _дт £2^՛ (1113) 
йг/Оь......................<)£ дг)

.«> aV“-'1 <><!■•" .'/.Г'"
— л 1-1 " “Г П. I---------------------------------------

՝■ ’• f7/y<< e//

Очевидно, что у?.?՛1’՛՛ = ֊ о.V • »»
2. Д.я определения частот рассмотрим приближение s 0. Уравнения (1.12) 

б>дуг однородны и независимы, следовательно, их можно рассматривать как 
обыкновенные лиффереяииальные уравнения относительно ('՝* "'.V'14 '.И 4 ՛:

17 У'‘" -0. + аИЧМ՝'՝’-"1 -՛>
</й di, ■
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л»>-—— ♦ А(шч,)‘ш<'-”-о к-1.п (2.1)

Решив эти уравнения, получим
U(l ' - C^0|(^7)C£»vXVp4 ‘ <-Й'Ч£л>«п v'«it

VU.O| Wса;tt)(^7)cos^։p4«4<* C’V°(#,7)5inJa">pt'a^Ç (2.2)

V ni ) ‘‘il
Сначала рассмотрим первое уравнение (2.1) и соответствующее ему решение 

из (2.2). И т траничных условий (1.1) будем иметь.

-;,>-р. »М1.Ю) ~ .«
<к ь - <։ (2.5)

и‘о,(^--<Р-О 

где шив с т(2.2,в(.: к пюрнв условия

контакта (1.2). получим
I ,и , 

,-</.111 Г.|М". ,•<//.'.и ”5*/'/ .-1/.1Ч
Чн “։и • Ч: ~ Ч •

1 и«Рц 

а также алгебраическую систему
< 7/։"' ят уа-ч/’, «У.и; - (",С<» у а ‘.р< й\,<։ - О

<2'5)

) «мР//

Для существования ненулевого решения необходимо, чтобы определитель 
этой системы обращался в нуль В результате получим следующее 
трансценлектное уравнение относительно а/. :

.if , ■ Г՜}/ d-i----->inyu5sA^։ -*nv<j4<pnw.,։֊2 -
радРн (2-6)

- cos alsp. 1 «.os ÿa^ypn ш., _ -O
Точно так же. удовлетворив остальным условиям (1.1) и (1.2). получим 

уравнения:

IQи Pt 1 [~ï я- ■ I II 
$|П ̂ ч’?։ мп vühZ,//*w4i*ï2 “

ïûLp// (2.7)

֊ eus ч<a t pt н/, cos Ç « pu üa,,^.՜ » - 0

Очевидно, что решения уравнения (2.6) нс являются решениями ураннсний 
(2.7) и (2.8». следовательно, определите.ш систем алтебраических уравнений.
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(2.9)

(2.Ю)

(2.11)

соответствующие уц ։!> и |Н4- , будут отличны иг нуля Что означает, что если 
й».(| является решением (2.6). го ему соответствует;

{7<<0)х0, V’*0' -0, И’а-,п-0
если же <у.,; является решением (2.7), то ему соответсгвуст:

Ь'<кЛ>> - 0, Vм'01 * О, и,|*м - О
а если <-Лр являемся решением (2.8), то ему будет соответствовать:

и{к՝п} - О, У(< 0’ - 0, И'(1-о> и О
Из вышесказанного следует, что в двухслойной пластинке возникают зри типа 

собственных колебаний - два сдвиговых и одно продольное, частоты которых 
определяются соответсгвенно из уравнений (2.6). (2.7) и (2.8).

Собственные функции можно привесы к следующему виду:
и «•“>. с'/"' с0$; . и"1м - с"’"1 _мп[74/>,* £)] (2-12)

а уравнения (2.6) - (2.8)- к следующему стандартному виду.
со$р<Л0+гсоз^б>.(| -0 (2.13)

где дтя уравнения (2.6):

П Г"* ГН ֊ П г I {I - _ . .= \"-<Л՛.֊ &• г " ~г=^——ПГ^ 4
уМз/7// +■ уЯ^Р/

для уравнения (2.7):

Р = . Ч ֊ (2.15)
У1и^Рц 1 \1/;44рЗ

а для уравнения (2.8):

Поскольку ? <1, трансцендентное уравнение (2.13) имеет вещественные 
корни. Приведем значения некоторых первых частот собственных колебаний шя 
двухслойно! о пакета, состоящего и ? слоев стеклопластика СТЭ1 и АСГГ111. при 
различных соотношениях толщин В табл. I 3 приведены значения первых пяти 
частот. соответствующих уравнениям (2.6), (2.7) и (2.8). соответственно.

1аблица I

<У, с /У, с՜' ГУ, с՜1 ГУ. с1 с՜'
1 слой - СТЭТ 11 слог - АСТГ

1)г0.2м, Ь.1=1м 1448.46 4423.14 7536.17 107455 13998.2
Ь| = 1м,
И? 0.2м 1864.27 6165.98 10884.6 15255.1 18990.«

I слой - АС ГГ 11 слой ֊ СТЭТ
И| 0.2м. 1ь=1м 2359.71 6696.35 10426.7 14692.6 19408.7
»4=1«, 
Н2=О.2м 1629.23 4867.78 8040.06 11091.3 14013.4
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Таблица 2

6У, с‘ (»2 с ՜1 С՜’ (t>i с1 ^с1 |

1 слой - СТЭТ П слой ֊ АСТТ
h,^0.2M. h2- 1м 1448.36 4421.06 7529.34 10731.9 13975.7
Ь|=!м.
112=0.2м 1846.91 6058.82 10669.5 14991.5 18705.6

I слой - ACT 1 11 ело й- СТЭТ
hj=0.2.M, 1ь=1м 2306.52 6575.05 10274 14427 19030.5
Ь|=1м, 
h,=0.2.M 1623.94 4850.83 8008.44 11043.1 13956.9

Таблица 3

<»J С <у2 с՜1 <y t с ՜1 й>4 С 1 <у 5 с 1
1 слой - СТЭТ 11 слой - ACT Г

Ь|=0.2м. Ь;=1м 2008.12 6153.4 10521.4 15043.1 19646.1
Ь|=1м, 
hj=0.2M 2821.95 10561.7 18902.3 24967.9 31753.4

1 слой - АСТТ 11 слой - СТЭТ
hi 0.2м. 117֊ 1м 4252.44 11153 17133.9 25429.1 33258.8
Ь|=1м, 
h> -0.2м

2323.8 6958.55 11549.3 16046.5 20372.4

Докажем, чго собственные функции, соответствуюшие различным 
собственным значениям н «.(1Л, ортогональны с весом на интервале

^.и՜! ]• Пусть в первом уравнении (2.1) ֊- а и՝1֊ С«'1". тогда
'г г<4 >Ч|

О k-l.ll (2.17)
</с

Умножив обе части уравнения (2.17) на (.'!/" и рассматривая уравнение (2.17) 
для каждого слоя в отдельное!»!. проинтегрируем обе части полученного 
уравнения в пределах |-..\;П|. что соо।ветс 1 вуст второму слою и в пределах 
[О; ,*!] для первого слоя. В результат будем иметь:

(I ./-/Г НГЛи II
Г ֊а;.4р„(м.„,У( -о

Д-»: («С '
* уГ-Т.’О.^
Гл ^5Р/(оЧт)’ Г « (» (2.18)

До ,/£- «1п
Произведя интегрирование, получим:
у <" я г Л <1Ь + а„ Ри у А _ 0

«ч ~Ь2 <‘к (1С Л-»:
,нг(1^ г ■' л/,-НЛ) д/тО.'»(/Н.О)£Ьг-  •>! _ (*•' Г - О (2.19)

<1£ 0 До </£՜ (1С а1»
Суммируя уравнения (2.19), учитывая (2.3) и условия контакта (1.2), получим.

՝■ а^Л ~ас (/< ’
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- -п (2.20)

Теперь, пусть в первом уравнении (2.1) ль„ ֊ л?,Ол. а £'кС՛" - С7^1՝՛. тогда, 
выполнив аналогичные действия, получим:

а(я«։ ՝; ^5$^" (2.21)

* р„ («•„. )2Д - р. («■... )2< - о
Из соотношения (2.20) вычтя (2.21), получим:

иЛ; - («ч.): )[л,Д Р,£и!!ти" "Ч-] - 0 (2.22)

Введем новые функции:
ЛрЛЛ/<п;

?„•» С2." (2.23)
^р„и'"°'-. -{г*С*0

тогда соотношение (2.22) запишется в виде:
((®Ч1Л ) ’ " (<-•*•<>.. )՝ £' = 11 <2’24)

при гч...|Г1 х/и..Ь1 на (2.24) следует:

- 0 (2.25)

ю есть функции с’,,,: составляю! ортогональную систему на интервале 
I-<=•<,!■

3. О приближениях я > I. Рассмотрим уравнения (1.12) при $ I. Первое 
уравнение (1.12) при . которая является решением уравнения (2.6), примет 
вил:

+«<*>*(«>.„.)г у;*-՛-՛.«;*" ,л=о.1: *■/.// (3.1)
«<՜

Решения ( представим в виде рядов по собственным функциям нулевого

приближения С;4 11:

V?-” = ^-111
Г--1

(3.2)

Эти решения удовлетворяют граничным условиям (1.1). соответствующим и и 
<т,.. 11одставнн (3.2) в (3.1) и учитывая (2.1), получим;

t емгр. ): -(“•». )՛') уг՛ -«» р. )2 <՛՛ * - <■“
|'|-1

(3.3)
При Л - / уравнение (3.3). умножив на £..г:/՛"' и проинтегрировав по С на 
интервале (О, £, |, получим:

((«•».); -(«-•»,)! к/՝ иЦ"^‘т^ - (з-*)
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.ур,
а при к - II .умножив на С՜'/՜’՛"' л ироинторироваа но 4 на интервале 1)1.

получим:

иГ'иГ^- сз-5)

- - к )=А,Д +

Удовлетворив условию контакта для £/'/”, будем иметь:

(3.6)
Суммируя (3.4) и (3.5), получим:

+_1 г' й<" ч՛;".»՝^. Д_ г
Я«*'1’

Учитывая (2.23). сот ношение (3.7) можно переписать в следующем виде:

^4« ((*Чп- (^-<1«Г £ = -(*у.|п У Г. +

г <Т^5 ^՝|

А С учётом (2.25) будем имс ।».:

ья/ ((<у <|в)1 - и», Р - -(^пп )՜’ [* +

(З.К)

(3.9)

При ; = « из (3.9) следует:

(3.10)

а при ] ги :

1„У ' у /՛ <

((®-0я Г - («-о. )■’

Для определения Ьг, введем следующую функцию:

(3.11)
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О 5 с л <։

< 5 О
(3.12)

Нормируя функцию Фл = (р՞'՛' + +... и ограничиваясь первым
приближением, будем нмсгь[4,5):

й^'йй^'йй^՜1 0,41
Из (3.14) следует:

^’>ГЧ%'-0 (3.15)

Подставив и «з).1' из (3,12) в (3.15) и учитывая, что функции 
ортогональны. получим, что ь,1П. =0.

И 5 (1.13), учитывая (2.9), следует
R}}" -О. Л-/.// (3.16)

Подставив (3.16) в (3.10) и (3.11). будем иметь:
о?.,„ ■“ $• , - 0 (3.17)

Следовательно, приближение ь ֊ I дает нулевое решение.
Теперь рассмотрим приближение $ 2. Первое уравнение (5 12). учитывая

(3.17), примет вид:
,1'/ .՛(* -’I

, а£'А (и )֊ (Л‘ ;| - -в«'А )' У!.''''■ + К՝,1՜' О-‘»)
«С

Решение снова поищем в виде:

С.Д.2) к -/,// (3.19)

которое снова удовлетворяет граничным условиям. Повторив 1с же 
получим:

действия.

* Д *

(3.2(1)

1

4 V а ՛ ** л

' <?, <р,<^
(3.21)

Для определения с,1Л поступим так же. как в случае с />Л71. но нормируя
функцию Ф„. (ираничимся вторым приближением, в результате получим, что 
х~-0.

В формулах (3.20) и (321) участвует функция . которая имеет вид:
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/(t'n вл?5$л23
,V>4W’ «£> a2<;L*” (3.22)

где lVna,։։ определяется из третьего уравнения (1.12), при s = 1, где <0.й։| 
удовлетворяет уравнению (2.6):

-aKWJ(*aKWj'-C k-i.u (3.23)
Ju՜

Подставив /г'*՛1' из (1.13) и <v.b, из (3.17), получим: .W
j2|<4*.n /

н«-֊;
При к - I уравнение (3.2-1) примет вид:

a2/;U<0
—г— *-/.// (3.24)

.4|J------------- -
d՛;2

(3-25)

а при к; - II :

л,'! к»Л2^"" -
U-

А" 'll t l " ’).»•*՝ VaS*’/.' Mv„(i (3.26)

Решениями (3.25) и (3.26) будут:

IV/1»-Ci, cos (4^’2 Sin 
Ри

(3.27)

՝<"■" - сП, с«., &».<„,,•. с". .,in - .<!! sinf ^7®,,,«. )1 (3.28)

V,։i \ пт

где:

. (<4Н)(сГ); (>-«54)(сГ')?
Н f^'՜ ' — * j । \ J zj

( ։ ~ Cl5S/^i ) V U5SP.' (.' ~ tt55-^l I ) ^SSP//

Подчинив решения (3.27) cooiвстствуюшим траничпым и контактным условиям:

l ’Ч JI1? = m
n;։/։>(<=o)-jrf h(c =o). 4;;iU“-o)-rrS,)U -o) => 13.3(1)
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„ ди<“л>
< = 0

и 5 (3.29) и (3,30) определим, четыре неизвестных С։'х/ ,

Итак, мы определили и 6‘^՛2'. которые отличны от нуля. Следовательно.
имеем:

(*>.„)- = (гл.,Л): ‘■гг’(ги.2п)"
(3.31)

и с
Аналогичным образом рассматриваются остальные случаи. Этот процесс 

можно продолжить для любого приближения, но прял ли будет представлять 
практический интерес. Из полученных результатов следует, что начальное 
приближение даёт достаточно точные для практических приложений значения 
для частот и форм собственных колебаний.
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