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Л. G. Bngdirtv, A. V. Vardanyan
The stability <if noniiniar modulation bending waves in magncloelavlic plates in space treatment

Пи? prnhlcin <՝f Jclcrmiiuitinn of frequencies of mugnctocbsiiç plates vibrations lor arbitrary 
elcc-lroceirduvtivity value and general of connection between initial stresses is considered in space nw.menl

Злдич.г колг'бжшп »лсктрипроиодящпх ii.vjtrrnii u «н |m'.\iiciihom гласгпчоеком подход!՛ 
|>1J| >1!>rpi4!։l II |l-3|. I ICAHIIi'llIII.K- ПОЛНЫ МОДУЛ'ЩНП II Slnnrinoyripyjxrjl 11Л.Н THIf։՛ |М»ХМ<Л'|ХМ«1.1 
п (4| Игр un lier Ai'AOEaiiirii проводили՜i> » предилпх ՛" реднешюй теории К |‘»| нынодомы 
У|>.|Ц|Ц’шгя it iprunt'iiibie услопия для фер|н?м>1Пситпо)1 как диол* KipiviecKoit. гаг и 
ИрОЫгДШЦПН ЯЛоСШПЫ I! ЦОЛу'К'ПЫ Д1Н псрсяонпыс COOlUVUlC-min Но •.*С|И ДНеНН- 'Н IV-iipHIl. Н 
[!• 8| рОС<М<1Т|КЧ1 llp<K-rpaH< im-HHUli подход получения AIKIH-Jm Ионных toorirvincnnit AVII 
lai lllirvynpyrnx пл о тни. Для t|)epfXIStantJITIIUX ИЛа» ll»H ЭТИ HI I ледпн.111114 Даны г. |'1|

[5 Н.о '1»»ПЦ»Ч1 ։шпя՛ ii.i.ibi»,viп я .. ....................................  дли мипглп?уиру|их ила։ ini՛
для « лучпг. iqiiiii iDO.M.iiiHi немалой элекгр|Ц1р1>подносп1.

Вначале р.п ..M'»i |x։n.i а< iiMUiuntsa для малых полей
I кд TjiociH.i графики дл.ч деи<huiivai.iiqk ча< шгы н i.iliiu iiMiнти in плановой 1 чш ла 

Р..ч .-ri.греша > луч пи ч< •11г(х֊чгп<го и и]ЮД\)л(.ног< । пол.-й. В случае ьОльшоН нлн лонечн-.Ш 
ii|»>iio.<HMix rit и? шлученшах cixiTiiouiciuiii наид< пи |и'эул1.|аты |н к|

15՛.•ледоианг. на мсноиг лниениих д|и пе|х ионных eoonuniienuil |н Н| у> юняннши, 
нелшнчшых п»лн

I Ifxiiu'Aeiii.i ри՛ ч-.чы часты для глучая немалых Финитных пилен.

§1. Пространственная задача для поперечного магнитного ноля
В iipoc tpaiu i венной задаче выбираются осн Ох, Оу в средней 

плоскости невозм\ щепной пластины, ось 2-по нормали к пен. В случае 
поперечного невоз.му щепного магнитного поля Ио для изогропной 
пластины, et ли искать решение в виде монохроматч<ч кой волны 
, /(л) > <>.») _ . ,с можно уоедипл-я 11-3.8), что частота со оудег функцией от

- V՛и • (> т. е. волновая задача будет изотропной. Поэтому при 
получении ди« церемонного соотношения достаточно будет рассматривать 
плч. кую Задачу, разыскивая ее решение н виде с"1< а в полученных для 
нее окончательных формулах для получения (ичиения пространственной 
задачи делать указанную замену А на а, р Пусть нсвозмущенное 
магнитное поле 
ио осям л, 2.

11л.п1равлено по оси < ио и, компоненты перемещения
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считается /г, • . Л. = Н„Н'.
Для квазимонохроматической волны можно написать

н = 77.» t h -вектор магнитного поля, причем для индуцированного поля

Уравнения движения магнитоупругой среды в линейной постановке 
имеют вид 11 -3|

и, = {.'je' - л.< : и ֊ ' f -Â.C. 11.1!

т-кх-ы՝, H't = ~H*(z)eir • Лх\; Н\ = ^П.(.г)е,т +к.с

где р -плотность.

<5п. c’a,. д'и 1 . г г. .
—L4-—-ь- = р—— (ГО1Л.Г//Д
ох cz 01 4 л ( ։,?(
âa_ ос. Л. 1 . ,-г Гг х
-г2-+“ = Р -тт- - T- (roi).-

ОХ OZ ог 4 л

Уравнение электромагнитной индукции

,, А ,дит . oit. , du . .ди.
a, =(I + 2|i)-T-i-^A—а. =Х—4-(л + 2ц)֊—-

аг & - & & (|3|
,ди, ди..

°« ^-57+Т՜՜’
dz дх

света

—+ Ц.4)
Pr et

Здесь
гст эл€‘К1роирог>еднос։ь, = - магнитная вязкое։ с скорость 

4,“сг

В поперечном магнитном поле уравнения |1 в переменных Il 1)
Дают

а՝ 
г. -- ^,^֊֊,41 )

а с/г* a' (te <i (te
-ituil т-v к H - v_ d (1.5)

' * (te2 dz
f/t/, (!՝՝!!. h .:.. <։։ ,.

ikC---- - *-----r- - :k: b - ~L = U
dz dz՜ a՜ u՜

- à»//. vnÂ il. - v, ~*Й՜ - -<оАЬ'։

. Н; , Л + 2// . р 
где а: - — . а' =-------- , 6՜ -

4,7/7 р р
В пространственном подходе (6-8) решение можно искать в виде

U. « A, chv z, = В shv.z, //, = С, chv z, //. = /), shv z Ц.б) 

где но повторяющимся индексам проводится суммирование oi 1 до 3. Из 
(1.5). (1.6) можно получи ։ъ связь между всеми константами через 5’,., в 
форме
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п . Ц)**Ц 
'1 ~ хл и.»

Ах, + -у.у*,.,

1к:Н} , Л1 м • ' . V '^к: |.4,,, =0
( ' а՛ а՜ )

.՝,» - А' + ~тЬ| .•_! +МСЛ,, Д'1Л, = ֊^-(С1.?,Л'и..> “М 1\ м) 
а՜ а՜ } а‘

Из (1.7) для у -у, . До) можно найти уравнение

Ь-2 . и)՜ ... \՝1к՜ а' V՝-к'՛—гУ-Л г — + V-------- ------------ = - -А-------- -——----
и Ь .- 111՜ а . .к" V՜V'- 1 + < -------- V2 • ’’’а а и)

(17)

(1-8)

(1.В) является кубичным уравнением для и2, решение которого 
2

достаточно громоздкое Поэтому принимается ~т«1 и разлагается

«Г 
решение но степеням .

Тогда получится

V՛,' ест ь значение к, при а =0.
Для того, чтобы вывести дисперсионное соотношение #>-&(£) для 

нагибных волн в пространегэенной постановке. нужно к (1.5) добавить
Л граничные условия на поверхности пластины с = ±- с диэлектриком 
«•

-о,. =0 и условия непрерывности к. Вне пластины в диэлектрике 
индуцированное магнитное поле записывается в виде

й, = | (С1|е“’՛ кс). Л. - (С>Л1 + кс). 9։ = 7т + Ас (1.10)

, ей Эй.
Используя также уравнение —=֊ + —-~0 и условия

дх дг

? = -. Л. =й.. -С'. ('!е 2 =(՛ сЬу-1 , (.'\е 2-ОзЬи ֊
2 ’ ‘ - 1 / / 2 . • 1 

можно указанные граничные условия записа ть в виде
/С,сьУ,֊= Д5Ьу,^. О,=-С,— I

' 1 (1.111

С. сЬ V —<-АС V ~։ Пу сЪу/— + 1^'1 сИу — = 0
1 2 ՛ 1 '2 1 ' '2 1 * 2
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i u h
J/V/SllV?-4- a " • I В к Л------ ;—ikB, sh V — =0

a~ •' '2
где снова проведено суммирование по у = 1,2,3

полученноеВ (111) нужно подставить (J.7), Уравнение, 
приравниванием к нулю определителя системы (1.11). дает

(I 12)

(1.13)

И И)

В силу 11 9) 
и! С к' - в 

А. = — ---------
1 Ьг в

Тогда примет вид 
. h । h

к * I J и l Л, )

11.15)
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Разделим I J. 16) на Г, u A — th v2-. 
и 2

получим уравнение:

—Ч-А՜
Ла:

Л Ihe, -

h 
th е, 

- 2

-Л'
- А 

Л2

■ к 
Л.

Д,

u h .Л
। thr'j ।______

•v2 :hr,I։ I* £-k7 Vj

‘2 A2 ,

_ _’_i______ !____ 1 -*i
ШиЛ-Г, Л'« ,՝'2 i+~-A2

22 Ч д?.

11.17)

I ■ ֊ A ՛
l л’ J

! +

.V = -*■
Г.

С учетом 11.131 в основных порядках получится
д. 1 I ьА2/Д, | <о* йГа} (, 18|

1 + <Л'Д; 4А4*4 4/ЛЛ2< 4//А-’<

Исследуем общий случай произвольной электропроводности и 
произвольных в. когда > пй конечное.

В уравнении (1.17) первое слагаемое после сокращения на - 

основном порядке с учетом |1.18|.
-А2 1 2,՝ 1 1 , «)'а;
—:г -1+—гт—:

Ла; I?. а- 4Л а к ՛: 4А'А ;

будет в

(1.19)

Второе слагаемое в (1.17) после сокращения на — i учетом

\ । = 1 + \ ֊ 1 ~г1' . l':' = А I г А? i 2. 1 г А՜ = I + ——п* - , т fTZ л . •и‘ Л Aj 2 (»՛
л «

/>՝
и (1.13), (1.1.'>) будет

Третье < члаемое н (1.17). поскольку

г,--*;
(Г а՝ (I (Г

будет
. Л

lhVl 2 А2 2ск2-0 2 а' ( иг Х| 

v, а- Скг-е h 2b- 2b'kz b20՛

где и х/А 0 . Тогда (117) примет вид

(1.20)

11.2И

(I 22)

. Чк А к , (i)՜ а:1П1, ) - - -I֊ —------ - ------ ; - ---- ГТ-Н
1'1 2 4Л4А-՝։ 12Л- ^Ь-а-кгС W՝k՝C
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, Я- ֊Г I.
(2д-֊б>х1--^-) । |И^22^г-<? 2 2*2<) = 0

4Ь2Л2 £*2-0 у:. £к2-0 4Ьгк21։ О

или
ау(,-^) (>.23!

3 < “ ^()+-*֊Ж^Л) и> "
V; ■ 2

По формуле (1.23) проводите« вычисления на компьютере для 
типичных величин параметров

1.2 I |
— , Ь-—см, г_. 10'им՜.'сек. Ь - 4 10‘смсск.
а2 3 10

Данные взяты для алюминия и /? = 3 г/см3

10'
Расчеты проведены для полей Н.-,=0. Но= —. Но= 10' гаусс.

,, V « о о оРезультаты приведены для действительной части й>. «>-/>?, -16-)., в 
функции л‘ на фиг. 1

Как видно из фиг 1, наличие магнитного ноля 1! приводит к 
уменьшению частоты ал'(л|. Это։ вывод следует также для понедельных 
случаев идеально проводящих пластин, для которых гт - -с-, в х и можно 

считал. ։Ьг^'^1. и конечно-ироводящих пластин для которых 
•«

։1иу -- = ։•■'-- В этих случаях (1 23) Дает



11.251
02 2 I.

/Vj =<^Ю-------— 1+ —
* к "

coot ветстве н но.
Проведем теперь расчеты для поперечного поля по точным формулам 

Удобно ввести следующие безразмерные переменные:

— ֊ а. — = < /= 1.2.3. ֊֊ = &. & = itf— 11.26)ак к ' J к2 к^,

По формуле |1.23) для безразмерных величин Rc<y' проведены
. 1 - , , 1расчеты, результаты которых даны для Л -—ем таил 1. и для я-—см

Ц
дабл. 2. где а

а
Таблица 1

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

0 0.00272166 0.1 Ю5> 1331 0.00816497 0.0108866 0.0136083

1/1000 0.002345 0.005125 0.0056321 0.0068732 0.00742351

1/100 0.000012 0.000019 0.00002 0.00003 0.00004

1/10 0.00000187 0 000005 0 0000067 0.0000089 0.0000098

Таблица 2

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Q 0.0128756 0 0255674 0.0482346 0.0526457 0.0545768

1/1000 0.01277546 0.02025456 0.02581241 0.0313427 0.03634652

1/100 0.000054252 0.000102554 0.001)11457 0.000157568 0.00028879

1/10 0.00000534 0.00002645 0.000036576 0.000049661 0.00005712

Из 11.8) получится уравнение для v’lw')

(г'2 - ~ + (0՝ хДг’/|2 “ 1 + + ՛-----"Т ) *■ ъ"’’?* = °
а՜ ц1 ' I - и/ а2 '

0'
Для г г/ получается кубичное уравнение.

(1.27)

При «| - Он силу (1.23), (1.8) можно получить для частоты изгибных 
колебаний упругой пластины

~АА (1.28)
ак V 3 а

После нахождения с' можно решить уравнение для с» - л/(к}согласно 
П.12)

&
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. 1 .и ■ АЛ1+ ֊ thv. — 
у'. 1 2

. 1 u '
l+yfthVjT

1 u , kh 
l+—-ihv.v; 3 2

•V,' AT v;
1+4- 1+4֊ = 0 (l.29|

д; a; A',
. kh , kh L . kh

th v, ։hv. '•h VJ \—M-n ֊ 2֊r;
у; Vj V.

1-»<: , ,, ь2 , ь2 _’<՛
где .Г. = 1-----֊, Д,=< Г, =1-2—-ц — .

О а и Д,
Результаты расчетов по (1.27), (1.20) для тех Же параметров, что я

выше, кроме II для действительной части <у'(Л| для - им приведены в

Таблица 3

табл 3. и для h- -см табл. I

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

(< 0.00272166 0.00544331 0.00816497 0.0108866 0.0136083

1/1000 0.00242809 0.00539412 0.00801649 0.0099884 0.0116025

1/100 0.000374367 0.00069921 0.0009127559 0.001076537 0.0012512

1/10 0.000233338 0.00030162 0.00081999 0.00096661 0.00099582

Таблица 1 -- - _ I
0.. 0.2 0.3 0.4 0.5

0.0128756 0.0255674 0.0482346 0.0526457 0.0545768

1/1000 0.0124451 0.02336412 0.04612432 0.0499253 0.0524355

1/100 0 0016741 0.00309798 0.00162425 0.00551142 0.00582452

1/10 ().(X>11342 0.00155421 0.00417541 0.00490024 0.0050142

В качестве нулевого приближения использованы значения (i) при 

а- .1_  из табл. I и 2, а далее процесс повторяется.
100(1
Результаты расчетов по (127), (1.29) приведены в табл 3 и 4
В работах |6֊8| формулы (1.9) и далее настоящей статьи записаны с 

учетом слагаемых с множителем н4. причем из них следует вместо (1.24)
дисперсионное соотношение

2 ’ Л « A֊՛ h-
й)-=охю-2<и: —+■“Т 1г~ 

"Ч a J
(1.30)

Отсюда видно, что о* >0 Но для сравнительно небольших нолей по- 
прежнему (0՜ <(0^- Последнее неравенство, как видно из табл. 3. 1 имеет
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место для действительной части частоты для произвольных полей 
По осредненной теории |8| имеет место

. Ь и. Л _ к
, : Л. СП А.------$ПА.-. , 2а. к со 1 т 1 •> 1 э

“ -со.,,- * ֊
* ’ сЬл -4-5114.-2 X, 12

<1.31)

Таблица 5
по которой проведены расчеты для Ь = I / 10. 1 / 2 .

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

ю 0.00272166 0.00544331 0.0081649? 0.0108866 0.0136083

1/1000 0,0027214 0.00544308 0.0081643 0.0108858 0.0136081

1/100 0.0027212 0.0054426 0.0081631 0.0108848 0.013604

1/10 0.0026662 0.0053324 0.0080011 00106684 0.013335

Таблица б
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

0.0128756 0.0255674 0.0482346 0.0526457 0.0545768

1/1000 0.0125827 0.025245 0.0408219 0.0523123 0.0482345

1/100 0.0123158 0.025015 0.0402312 0.0521673 0.0475867

1/10 0.00 И 267 0.0049653 0.0098721 0.0151326 0.0223457

Сравнение показывает, что табл. 5 и б дают очень малый Эффект, в те 
время как габл 3 и 1, полученные по точной теории, дают сильное 
уменьшение час тот за счет магнитного ноля.

§2. Случаи продольною ноля
Пусть начальное магнитное ноле II, направлено по осн .V
Пинюряя выкладки можно получит д\я произвольных о

■> ՝■ з»I - « Л , _ _ А՜՛ А <л՜ , »4 а{к <3 • 2—— )-(1 • 2<—>------------- Г(1 + -=-г<Гк- )х
«V 0

-» 1 ■*. а . о Л оз А՜ о о /? I -25՜. а՜Ь> 2р->^- Н У[

а՜ к'И ՛ £ к1 * 0Л* ! а’

(2.1)

Результаты вычисления^’= 1<с<^(А.//,)) д\я данных §1 даны в табл. 7. 
_______ Таблица 7

0.! 0.2 0.3 0.4 0.5

Яс(е>(А,0)) 19 75 170 302 471

Кс((о(А,500)) 22 79 171 306 475

кф(л.юоо)) 311 00 • 317 ■ с-
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В случае = ■» из (2.1) получится в Основном порядке

В этом случае решение по точному пространственному подходу 
совпадает с полученным по осредненному подходу на основе шпотезы 
Кирхгофа значением частоты [8]

В случае конечных о , когда К-','| ~ «1 (2-1) дает

м- = + 4к2 I I + 2 ֊-   ; (2.3)
( а՝£ к՜ )

Полученные дисперсионные соотношения позволяют рассмотреть 
вопрос устойчивости нелинейных волн модуляции в пластине.

§3. Нелинейные волны модуляций
В нелинейном приближении можно записать нелинейное 

дисперсионное соотношение в виде |4|
® = й{, + /а?+(^-) 42 (3.1)

где Д есть амплитуда перемещения и. для нелинейной упругой пластины

HI
~ ' =/);ле

f) РР^к*

(3.2|

1211 -1-> 45 (I г)

y: есть нелинейный коэффициент, E —модуль Юнга, г -коэффициент
Пуассона |J|.

И i пользуя (3.1), можно получить методом медленно меняющейся 
амплитуды 11| уравнение модуляции и исследовать иго иа устойчивость. 
Для частоты волны модуляций ii имеем |4]

,п+,А- -^֊ - ֊ ^ч-J г 1' 1 d44'J ] л0 (3.3)

где К есть волновой вектор модуляционной волны, через Ф(( обозначено 
начальное значение амплитуды А(>

Условие модуляционной устойчивое ГИ
й - Й1 + гй”, Й’ -։ (I (3.5)

Для идеально проводящей пласт ины <Т = о?, рл ֊ 0 и условие 
устойчивости будет

Д„ & 0 (З.б|
В присутствии диссипации п случае /, < 0 решение устойчиво о для 

> 0 неустойчиво В случае Л <0 будет неустойчивость обоих решений
Модуляционная устойчивость в «|диабатическом приближении 

согласно (3.3) будет
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dk-
>0

Для случая Mai нитоупругой идеально провидящей 
продольном магнитном поле согласно (3.7). (2.2)

-^-<0, -^>ZM*(4+3>/2) 
dk 4л֊

^>0, ^</Я\4 + зЛ) 
dk՜ 4,т

13.71 

пластины в

(3.8|

В нижней строке магнитное поле не влияет на устойчивость, а для 
верхнего знака оно меняет устойчивость на неустойчивость и наоборот.

Для поперечного магнитного поля в случае идеальной проводимости 
согласно (1.24) вместо (3.8] получится

dk' й’
^>0.
dk' а2

(3.9)

И снова, гак же, как и в (3.8). сильное маши гное поле меняе։ условие 
устойчивое!и на обратное

Авторы благодарят Ю. Г. Санояна за помощь в проведении вычислений.
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