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1- A. Achaloryaa, II. M. Poghatyan
The Forced Vibration։ •< Two-layer» Orthotropic Plot« al Coulomb Frictio« Between Uy er»

Tbc ih/cc-ditncrBtiojMl dynamic problem of the elasticity theory on forced vibration of oithotropic plate al 
coulomb friction between layers <s salved by Ле «sympaotic method The wymptoEic* of »Ire.« tenwr and 
displacement vector components ut found The value* determinauoa of Ле iterative proce» for sought is built. 
ГЪе common asymptotic solution of the problem a found. Ihc closed solution for particular type of problems is 
found The resonance arising cooditions are esublshed

Аснмгпотнчссхнм истодом рсилма трсхмерки дишми-ссиа иддчз теории упругости о вынужденных 
колебание* двухслойной орготролиеЛ пластин» при гу.юноюм трении между слогми Найдены 
кммггтагихи дла компонентов тенэор» нлзркжениЯ и вс*-торе перемещена։, построен итерационный 
процесс для определен« истомы* величин НаА«ено общее асимптотическое решение задачи, длл 
частого тнги задач получено мыогутое ре-щенне УстгпОЛ-'еяи условна аознмкноеенял резонанса

1. Для определения и анализа напряженно-деформированных состояний 
тонких тел (балки, стержни, пластины, оболочки) в последние десятилетия 
широко используется асимптотический метод решения сингулярно
возмущенных дифференциальных уравнений. Асимптотическим методом 
статические краевые задачи изотропных и анизотропных тонких тел 
рассмотрены в [1.2]. Для решения нсклассических краевых задач, когда на 
лицевых поверхностях тонкого тела заданы вектор перемещения или 
смешанные краевые условия, этот метод оказался особенно аффективным [3- 
6]. Асимптотический метод эффективен нс только для определения решения 
вышеупомянутых задач, но и для решения динамических задач, в частности, 
для определения решений о собственных и вынужденных колебаниях 
однослойных и двухслойных балок и пластин [7-9].

В работе рассматривается задача о вынужденных колебаниях 
двухслойной ортотропной пластинки
D-((x.j’.z): (x.y)eDp, ~h2 szih,. h = max(/i,.Aj)«/j при кулоно- 

вом трении между слоями (фиг. I).
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Фиг.1
где £>э - плоскость между слоями, I - характерный тангенциальный размер 
пластинки.

Требуется определить решение системы динамических уравнений задачи 
теории упругости для ортотропного тела:

при следующих граничных условиях:

+5а' д2ик

йг дг Л д1!

3<т4Л дак д\*

дх 5у А дг2

а< да1.. д2^

дх дг А а/2
ди1 ди* 

ь---- =
дх

дык ди

ду дх дг

^-=а1Х+«+а.*Х

+ а!,<< (1.1)
ЧУ

~Т՜ “ + +

“//(-Л2)-“”Й,т1)ехрОО/) (ы,р,»у)> <=֊,7=у при2 = -/т, (1.2)

и‘( М"у/( М = *'( М"0 ПРИ 2"/։1 (13)
или

при 2ш/։1 О-4)
где И- частота вынуждающего воздействия.
На поверхности контакта г = 0 заданы условия неполного контакта между 
слоями:

\у‘ ( 2 = 0) - м>" ( 2 = 0)

С<,(г-0)-о"(2-0)

<(г = 0)-« г-0)- Ш г = 0)

о'„( г = 0) - о" ( г - 0) - /Х( 2 “ °)
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Для этого класса задач граничными условиями на боковой поверхности 
обусловлено появление динамического пограничного слоя. Эти условия нс 
влияют на решение внутренней задачи [8], поэтому их конкретизировать не 
будем.

2. Решение системы уравнений (1.1) при граничных и контактных 
условиях (1.2)-( 1.5) будем искать н виде:
(и‘,1'А,и/) = (и*,и*,и* )схр(/ЙГ)

^(^У»2^)" Од(х,у,х)схр(|Й0 а,/? = х,у,г; у,А =1,2,3

к =1,11 (2.1)
Затем перейдем к безразмерным координатам и безразмерным компонентам 
вектора перемещения:

г X у г х Л
*=7' п I’ ^7’ с=7
\ . «5 , (22)
(У* =Г£ Г* = —, = -£-

/ / I
Подставив (2.1) в преобразованные уравнения (1.1), получим следующую 
сингулярно-возмущенную малым параметром е = А/1 систему:

^■ + ^ + в՜1 +Е-гр։£2.гУ‘ =0, (1,2,3;</.У,И<)
ст] дС,

+ а^и+(5,п;и,Г;1,2)

_։ 4 । 44 4 4
е ֊—= опа||+а,։а„+а„оТ1 

«э
(2-3)

к * аг* * *
-Т~ + е + =
д\¥

+ Е

й: ■֊ /гй2, к = 1,11
Эту систему будем решать асимптотическим методом. Решение будем искать 
л пиле [2.9]:
< -е-'-'о!* ”, и։ (иу^) ,т = ол, к =1,11 (2.4)

Здесь и в дальнейшем обозначение 5 = 0,^ означает, что по немому 
(повторяющемуся) индексу л происходит суммирование в пределах [0, #].

Подставив (2.4) в (2.3). получим рекуррентную систему для определения 
а^Л|, У'^‘\

Решив эту систему, получим:
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о’4'” = ֊

ст<4-”= —
” а*

дУс°-п Э£/“'-п

ас/“-” аи'։и՝”1
ад ъ J

а; ап J
о(*3) = — 

аи
(М) _ А . ди'*՛'-" дУ'*՛”"

(2.5)

а аи'<,л> а ди'*՜" . ау<м*п
1՝ V 'пХ м» * •*

(4.0 
°М

•՛՛ . аа։м’° .4

где

4։ А ’

4 .
А։ А ’

А ■ о։։о։годя + 2апа։>аг,

а։:а^ -°г 
А 

д.\дх» -<А 
А

4‘ =°..дп-Ц.
А

<* = апа՛' ~ а''а-' 
А (2-6)

“ап

Функции [7“'”, V10’, 1У<1з> определяются из следующих уравнений:
а։у(М)
—-+<р4П.1/^’ =

а-'и'“’’՜11
___ ___ а,

ЯМ*-*» ачу“’՜”
■ _ ...-----а.

ап
ал? ”

(2-7)

а։и։о” , а1у։о” к = 1,11

Решениями уравнений (2.7^являются:
1/։М) (^л.^) (28)

где величины с индексом “О"- решения однородных, а с индексом “ г ” - 
частные решения неоднородных уравнений (2.7).

Решениями однородных уравнений являются:

Уп‘։” -С:1-’>а,п)5։по;ОХ + С!>-”(^п)со5о!ОХ (2-9)

^^-сго(^п)улв;рх+с10>(^п)со5о:ах

ад м а— +
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следовательно,

У<м։ »С;‘’։>®>т])япа;йЛ + СГ’։)Й,-п)со8а5йХ + К<4-։)(^т]Х) (2-Ю) 

= с;‘'Х^п)51П афх + С<*‘։)Й,1])со5а!йХ + И^&пХ)

3. Удовлетворим граничным и контактным условиям. После 
удовлетворения условиям (1.2), (1.3), (1.5), получим три алгебраические 
системы относительно неизвестных функций С/4л), к = 1,11, / = 1, 2, ..., 6. 

С։‘''’(£,т1)։тО1'ЙХ, +с;'-’Й,п)со5й1'йХ, - -У,՛' ”« Ч.) 

<''-^,П)51па"ЙХ! + С;''-1>(§,т1)со5а |',йХ1-У’',>-У:''и>К--?2)

= й,։Г’К =0)-А,','”К =0) (3.1)
У У

п- &։,л>^т՝) -п)=/ь^ =о)-ь:1-<к=о)

СГ՛1«՜.?) - - И'/"֊"« =0) - - 0)

с;'-’«,7>пв;а.<, ^с^х^со^а.^ = ^,՝'-хс о
У4рАС;'■•՛«, 7) - Г!) = 6"'-’« =0) -/>;;■՛« = 0) (3.2)

֊С"'"К,,;)51паА.<, +С'""(г,7)со5а,"й.<. ~ И'՜”1 -IV1"-"« .-£)

С!'"«л)з1па!й«, +СГ«Л)с05а!Щ', --V,՛'"« -£,)

-с!""«,7)51о«"й<+С1"'’«л)со5а;'й4; - г-"1-к'"->1«=֊<։)

й.

Й. =*"'"«=о)-й;։'"«=о) (з.з)

где

^-т=у, И'-<«>=^_։ 5-0, (У.У.И')

1 Гэу՛՛-" аи'1'-"] 1(։„ 1 гаг1*՛’ аи'“>|,1-г[—:—1—--------1, />•’ = —(—։— +------------

..... .. .. 3^-""
I, — А..------------А.,.--------------/1,. ■

‘ дг/
Решив систему (3.1)-(3.3) и подставив значения С։Мд> в (2.10), получим:

(3.4)
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X 
cosa'Q.Ç,

Մր֊’)(^=^)0ՕտՀԶՀ

ZC’K =0)֊Հ,'յ)(հ =0) + ՀՀՀԶ. Çfen) I*
(3.5)

X

^” =----- rcr-'(^n)sina:n.(Ç֊Ç,)- Հ<'->(;=Հ,)օօՏՍ:ԶՀ]-4.ր *>(^ոՀ.)
ՇՕՏՀԶՀ, լ

1Г։М = ՋՏԽՀզՀՀ-^-^'ՂՀ=ՍօօտՀԶՀ +^<'-’(?,ՈՀ) 
շօտ^ԶՀԼՀ,

Ս'°'" =--- Ն^[Հ""&ո)տ1ո ՀՈ. (Ü+ÇJ +
cos a, ԶՀ3 լ

+(y-<->_i/;»->(Ç=_Ç։))Cosfll"Q.Ç] + £/,’"”K.n.ô

ր«"=—l— [cr’fen)sin«;n.(^ç!)+
ՕՕՏՀԶՀ,լ (3.6)

+ (у-Й _ у.«,>({- = _ £ ^օօտՀԶՀ] +

",1"՜'։ =------ 4>sin °" Զ՛ (Տ + C : ) +
COSÛ, ԶՀ. լ

+(и'-"1 ֊հ՛՞՛՛հ։; —լ))սօտՀզ.?]+1Հ(""(5, ո, ç)
где
I1,’’ = [-(^.""’K =0)֊ Հ" ‘Ղհ = 0))ւ-օտՀԶՀ, -Հ՚"’(; = ç,)]x 

xT^n. ՕՕՏՀԶՀ,+[(fc«”(Ç=0) ֊ծ;:՛"«; =0))sin ս՞ԶՀ! -
=_ Q) 7հ^Զ. ] cos ՀԶ.հ,

ձյ = s/4"P,A «>տօ"ԶՀ։ sin Հա;, + 74'Р, л sin Հ'ռՀ: £ՕտՀԶՀ,
1 Г’^ G7՜

c1l'"l(ç,n)=^ Հձ;:-։(հ=0)-«;;-’4հ=0).+ՀՀՍ;Զ.^֊ U
42. 7 V Pt

«,7)ծէ(ր« = 0)4-ձ1 (3.7)

Հ'”(Հ. t) = 4֊ J֊ (Հ*»"’« =°) ՜ ձ»՝։« =°»+Лл/ՀՀ V
Տ2. y pt
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=֊֊,F  ̂(֊C"(<=o)+“«=o))+J-^Ц-с;'-՛«.??) 
п. У pu У P„au

<Т>(£Л)=.^-
Л,

'Kp՛ =q)+/>;;-՝« =q)
՝ (-’")=a:^՜ V^a

Решения (3.5),(3.6) будут конечными, если
cosa‘Q< *0, / = 1,2,3 /=1,2 k~I,H

‘ ' (3.8)
Л, *0

Условия (3.8) будут выполнены, если Q не является частотой 
собственных колебаний [9], в противном случае будет возникать резонанс. 
Формулы (2.Y), (2.5), (2.10), (3.5)43.7) позволяют определить все компоненты 
тензора напряжений и вектора перемещения с заранее заданной 
асимптотической точностью.

4. Рассмотрим частный случай, пусть
u*-const, V՜-const, w -const (4.1)

При s = 0 будем иметь

______ 1
coso'Q.^, A,

cosajQ.f, sin a'Q. (f-£)

Гм>=_/cosa;Q<,sina;tX«-<,) (4.2)
A,cosa;Q.<,

A,

lytllW _ 1
cos<Q.<2 '

. -w "',f'ylA:՝A'"a'^^c0Sa'>n.t;tsin_a,"n. «■+<,)+£/-<">cosa,"n,<

у <«.<•) 1 x
cosa"Q.<j

(4-3)
cos^Q.^sin<Q.(<+<г)ч cos<Q.<
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_____ v
cosa"Q.£j

x Л '"'/^•■cosafoC, sina”n.(£ + ;,) + »'•'“>cosaJ'Q.C 
A,

Из (2.5) при 5 = 0 учитывая, что 0՞ = 0 при /п<0, для компонентов 
тензора напряжений получим:

1 аг/'*-'1’С’=о, о՛,՛/՝1 -^֊г-

aw“։0> aw1*3”_(*.<•> _ _ X' ow „<».”> _ _ Ji rlL-----°՛՛ - Л՝ Л a; ’

i аи(*0) п(*.о) _ _L£____
” °“ (4-4)

a” a;

Несложно убедиться, что при s > 0
(/<I’’>,V'<*",),W<*',> - 0, (4.5)

о;;”-о, а = /,//, G j = 1,2,з
поэтому приближению s-О соотвсгству<ет точное решение: 
величины первого слоя —

«’ =-------- 1------k,ZX4Xp,ACos<W, sin a'й.(£֊<,)Схр(О)
cosfljQ.^ А,

V' = - Л W cos«1П4,Sinа'։Я.«- 4,)ехр(։О/)
Д, cosa։u.£։

»' =-W ^^П,япД;я.«-<,)ехр(ЮУ)

А,
<=0 '

= (С_^)ехр(о) (4.6)
ЛД,а„ cosatQ.^։

о = » со5а;ял,соза;я.(^-<,)ехр(0)
hau^ cos а,£2.^,

< = А,^ W у/^а;а: cosо,п {с _ )ехр(/й/)
АД,

а, w cos^Q, )схр(О)
ЛД,

<=-Д| W cosaiQ.fc-^JexpGQ/)
ЙД, 

величины второго слоя —
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и" =-------'--------
cos а, Զ.հ2

и- հՀհհհ^զ.
А,

cosՀԶ.^sina"Զ.(ц + ^г) + м շօտՀ'ԶՀ схр(О)

I
շօտՀԶՀ, *

И1՜ /ճ' 4" а" О Զ
՜.--------- 1 1 '—-cosa;n,Ç,sinû"Q.(Ç+Ç)+v՜ cosa"Q.Ç схр(Ю/)

ձ։

J
cos Հ'ԶՀ2

— œs Հ^-Տւ տ*ո ՀQ (C + հէ ) + и'cos Հ‘Q-հ

<Հ -О (4.7)

о" ՀԶ-
Պ' ՜ձՀօօտՀԶՀ.

»•՜Հ^ՀՀՀբ,^
ձ։

շօտՀԶՀ, օօտՀ'Զ.(հ + հ2) + «*տտ«Հ'ԶՀ expO’Q/)

X

<Հ
ՀԶ.

ր- /յՀշօտՀԶ. 

ք »■ 7Հ,ՀՀր,է 

ձ’

_ է„ a”Q.W

С:

— շօտՀԶՀ։շօտՀ,'Զ. (Ç + Ç;) + v'sin Հ՚^հ exp(/Q/)

՜՝ /:œs«''Q.Çj

a" = Հ' Հ'Զ*' 
''։հ«)տՀԶՀշ

ол _ Հ! Հ&.*'՜ 
Л' Aœsa"QX։

—-oo$ՀԶՀ։ օօտՀ՜Զ. (ц -гÇ,) +sinՀ՚^Հհ exp(rQz)

ՎՕՃե—Լ cos cos Հ՚՜Զ. (Հ + Ç2 ) + տւ՜ո cxp(iQt)
Дл » •
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Из полученного точного решения (4.6), (4.7) следует любопытный факт
все величины первого слоя нс зависят от и', V , т.е. при наличии кулонова 
трения между слоями, сообщаемые второму слою тангенциальные 
перемещения нс влияют на напряженно-деформированное состояние первого 
слоя. Отметим, что если между слоями имеется полный контакт, т.е. 
равенство на поверхности контакта всех компонентов вектора перемещения и 
напряжений а^, оп, напряженно-деформированные состояния обоих 

слоев зависят от и՜, V , к' [9]. Установленный выше факт можно 
использовать в расчетах фундаментов-оснований сооружений 
сейсмостойкого строительства при учете сейсмического воздействия.

Выясним характер напряженно-деформированного состояния в ключевых 
сечениях двухслойного пакета и проведем сравнительный анализ. Согласно 
(2.1), (4.6) при ՝£ = имеем:

<(С)=֊#,
cosajQ.^, 
cosa։'Q.^։

cosa'Q.^, 
cosc/JQ.^,

(4.8)

h h ֊ w °-:V44iP/Pw
*> =--------- —-----------

Из (4.8) следует, что при определенных значениях физико-механических и 
геометрических параметров слоев (сова.'О.^ =0, со5я'О.£։ -0, А, =0) 

на верхнем сечении могут возникнуть достаточно большие касательные и 
нормальные напряжения, которые могут привести к разрушению (отрыву).

Напряжения и перемещения на поверхности контакта (Г = 0 слоев 

таковы:
- 0) - ֊/A cose^QX,, a',,('C, - 0) - -f.b, cosfl'Q.?,

- 0)- -b,cosajQX,. u'(< = 0) = cosa^l^.tga.'Q.^,

< « = 0) = f,b^auP„ cos

«:K = 0) = 6jp„/4'. sina;«.^,, b, = »-Я.Т4Х/Д։ (4.9)

=0)=-Z6։7^cos«;ri.<,tg<a^+—‘4^
cos«։ ь2,£г

= 0) = ֊/,bj  ̂cosa.'n.<,tga;'n.<։ +— V՜

Из (4.9) следует, что на поверхности контакта касательные напряжения 
сравнительно малы за исключением резонансных значений частоты, 
соответствующих А։»0, тогда доминирующую роль будут играть
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нормальное перемещение и нормальное напряжение. Для значений частоты 
внешнего воздействия, близких к резонансным, соответствующим 

«= О, =0, 2=1,2, доминирующую роль играют 

тангенциальные перемещения.
При неполном контакте, естественно, тангенциальные перемещения не 

равны. Приведем значения относительного смещения слоев: 
иЖ-о)-«,’й-о)-

=/А «»s а; о.;, ( T^pTtg«,' o-ç,+)--------
' ' COSa/Щ,

= /Д cosa,'n.C, (>/<P«։gaT։.Ç, + )--------
՝ ' cosfljQ.Çj

которое может оказаться существенным вблизи резонансных значений 
частоты О внешнего воздействия.

Напряжения при £ - имеют значения:

cos^Q.Ç, 
cosafO.^

°п(Ч։)=֊/Л
cosq'Q.Ç, 
cosa^Q.^

(4.11)

°."։(֊ç։)=֊z*.

и , г .. , COS42.0,С։ Г2. I .ц . Игх г<>(4,)=֊*, ■ +—^P„W tgafn.^
cos а, О.^2 h

Из (4.11) следует, что значения напряжений под вектором перемещения 
(и՜, и՜, w՜), сообщаемого поверхности Q , существенно зависят также 

от физико-механических и геометрических характеристик первого слоя.

The authors express their gratitude to INTAS, grant Ref. NO; 03-51-5547, 
which made this investigation possible,
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