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(1հղղանկյուն կտրվածքով ձողերի ոլորման խնդիրների լուծման վերջավոր տարրերի մեթոդի մի 
ձևափոխության մասին

Առաջարկվում է վերջավոր տարրերի մեթոդի ձևափոխված տարբերակ, որում ուղղանկյուն 
կտրվածքով ձողերի ոլորման խնդիրների լուծումը հանվեցվում է քաոակուսային Օրավրավորմաս 
խնդիրների:

А. H. BribUyan,V. V. Bar-scgyin. G. A. Gevorgyan, V. R. Manasajyan
A Modified b"r*al Ekments Method of Solving the Torsion of Ban։ with Rectangular Section

A modified final elements melhod is suggested where the problems of solving the torsion of ban with 
rectangular section arc reduced to quadratic programming ones.

Предлагается модификация метода конечных элементов, при котором решения задач 
кручения стержня с прямоугольным поперечным сечением сводятся к задачам 
квадратичного программирования.

С помощью вариационного исчисления задача кручения 
призматических стержней сводится к следующей задаче [3]: требуется 
найти функцию напряжения Ф, для которой взятый по всей облаете 
двойной интеграл

х=Й1Фг^Ф։|-20фЬ 111՛'*' 2 ОХ Сг оу
принимает минимальное значение, при условии, что Ф удовлетворяет 
граничным условиям рассматриваемой частной задачи. Здесь, <7(х,у) — 
модуль сдвига, 0 - угол закручивания на единицу длины стержня.

Решение задачи кручения составного стержня с прямоугольным 
поперечным сечением решим с помощью элементов четырехугольной 
формы, составленной из двух треугольников.

Рассмотрим двумерную область, которая разделена на
5 €/V = {1,2,..., и} конечных элементов четырехугольной формы с узлами

(фиг. 1). Узловые значения функции Ф для 5 —ого конечного 
элемента зададим вектором Ф’ = (Ф',Ф^,Ф^,Ф*)Г •

с
Обозначим через X величину функции (1) для 5 — ого элемента. 

Произведя интегрирование, выражение (1) перепишем в виде

Х'=֊(Ф’)гй'Ф’+(Ф’)гР, (21
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/> =(I 2 2 1)г (4)

Очевидно. что для функции |1) имеет место
Х-^Х’-£(|(фУ 15)

Исходя из принципа минимума потенциальной энергии системы |4|, 
для определения искомых векторов Ф՝,5€ {1,2,.... п} получим следующую 
задачу квадратичного программирования:

ПШ1 У(^(Ф’),А'Ф +(Ф')' ^,)| условие совместности,

краевые условия (б)

Для определения касательных напряжений в треутхэльниках ут и 1тк 
соответственно имеем

т,л" -я'^ф՛3՛. т— -«:■*. <г‘)г -н’"ф՛“ р)
где

я-*=|° Чн-=р° 0 Ч (Я)

и« -хо °1 и 0 “ло -хо|

фм- -(Ф;,ФрФ^)г. ф^ -(ф;,ф;,ф;)г
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Составим условия совместности в смежном сечении вдоль границы 
разделов 5-ого и (5 + 1) -ого конечных элементов. В зависимости от 
относительных размеров (длины границ разделов конечных элементы 
одинаковые или разные) смежных конечных элементов они пишутся в 
двух разных формах:

ф; = ф;*1 (9)

ф'=Ля «ли/, = ф;“ но)
Здесь, через Ф’и Ф*՜՛ обозначены соответствующие значения 

функции Фх и Ф'+1 г-ого узла. Для точек, не являющихся узловыми, 
значения или определяются по формулам определения значения 
функции Ф внутри элемента|3| .

Обозначим через Ф = (Ф1։Ф2>...,Фя)г вектор узловых функций, где 

п- общее число узлов всей области. Тогда, если в /-ом узле сходятся 
узловые точки г элементов. то между узловыми значениями элементов и 
компонентами вектора Ф имеются следующие связи:

Ф^=Ф,, yeг։/e^ = {l,2,...,zյ} (И)
Принимая во внимание эти связи, легко увидеть, что все условия 

совместности (9) автоматически выполняются, а условие (10) перепишется 
в виде

/4 = ФР= (12)

где через п обозначено количество тех узлов, в которых не все 
сходящиеся элементы имеют узловые точки. Условия (10) с учетом 
формул для определения значения функции Ф внутри элемента (3) 
перепишем в виде системы уравнений

/7Ф = 0 (13)
где Н —матрица порядка Яхи.

Пусть Р = Ря)'—вектор внутренних распределенных нагрузок,

связанных с заданной функцией 0. И = матрица (3) для всей 
области. Тогда, с учетом соотношений (5) и условий (13) 
перепишется в виде

тп։п^— Ф7ЛФ + Ф' Р| ЙФ = 0, краевые условия •

•
Введем обозначения

Ф, + л£><х>։ + л<«Ф, +...+Сф. = -ф», ■ 

ф։+л£’Фз+-+Сф, = -ф^

задача (6)

(14)

(15)

Ф„ 1 =“Ф2п-1л-։ л <л-1
в которых

Л<0> = Л,„/ еМ = Д2 =Л,„/ е {2,3,...,п}
=лу-,։ -СХ՜”-'՜ 6 м=о>2 е ('■.■•л}./« +1- 
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Поступая аналогично работе |2]. задачу (14) представим в виде

пйп{С? X + — XтОХ | .4% = 0, граничные условия}
2

(П)

Здесь Ф-(ФяИ,Фя>2
Ф\
Ф

— векторы -

столбцы порядка 2л-1; О -диагональная матрица

и С
О

порядка 2л-1; £> диагональная матрица порядка л , где

(18)

/-единичная матрица порядка Л-1; А »= (А։, А,,...։ А2я_։)-матрица 
коэффициентов системы уравнений - (15) и (13), где

Рассмотрим задачу кручения стержня с прямоугольным поперечным 
сечением. Стержень состоит из четырех различных материалов. для 
которых (7։ -(7, (72 -1,5<7, <7-, =2(7, (74 =3(7. Рассмотрим случай, при 

котором значения величин а = 7, Ь -10 и Л, + /ц-10. Для решения 
задачи используем сетку 10x16. как это показано на фиг. 2.

Учитывая, что функция напряжений Ф(х,у) на границе области 
принимает нулевое значение, граничные условия принимают вид

Ф(х,0) = 0, Ф(хД0) = 0, /е{1,2,...,17};
Ф(О,0 = О. Ф(17,х) = 0. хе {1,2,...,9}.
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Из остальных (ненулевых) узловых значений функции напряжения 
Ф(х, у) составим искомый вектор

Ф = (Ф(1,1),Ф(2,1)։..„Ф(16,1),Ф(1,2),Ф(2,2)„..,Ф(16,2)>..„
(19)

Ф(1,9),Ф(2,9),...,Ф(16,9))Г
порядка 144, в соответствии с которым, используя формулы (4). (5) и (6), 
сформируем матрицу жесткости /։ и вектор Р для всей области (они 
имеют порядок 144).

Для формирования матрицы жесткости Л и вектора Р. а также для 
проведения вычислений на языке C+ + написана программа. Используя 
эту программу, вычислены узловые значения функции напряжения (19), а 
также значение жесткостей, задаваемых формулой

16 9
УУф(м)

с = —------------- (20)
^(а+ЬХ^+Л^)

в зависимости от соотношения величин и /ц.
В табл. 1 приведено значение величин (20), для п =198.

Таблица 1
Л1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

10 9 8 7 6 5 4 3 2 1

с 0,0598 0,0646 0,0789 0,0994 0,1170 0,119Т 0,1042 0,0789 0,0562 0,0431

Отметим, что приведенные в табл.1 значенияС на 5—10% меньше 
полученных по методу (1).

Как следует из табл. 1, значение жесткости С принимает наибольшее 
значение, если горизонтальная контактная линия (фиг. 2.) проходит в 
непосредсгвенной близости от середины поперечного сечения.

Исходя из соотношений (8), находим касательные напряжения в 
треугольниках. Осреднив два напряжения в треугольниках и отнеся их к 
центру тяжести четырехугольников, получим улучшенное поле 
напряжения. В табл. 2 и 3 приведены полученные таким путем значения 
касательных напряжения для случая - 5,Л2 = 5.

Таблица 2 (значение касательного напряжения )

|1.619 1.602 | .243 1.018 0553 р.?33 5.671 1.054 0.599 0.221 -0.13 ֊0.49 Г0А5 -1.24 -1.88 г-2.12 -3.01
к.874 4.396 5Л97 2.995 2.515 2142 1.894 2.924 1.721 0.642 -0.40 -1.4$ -2֊$3 ֊3.67 -4.92 ֊6.39 -8.33
7.855 5.768 | 5.751 1.852 4.07 5.425 ^2.946 1.422 2.717 1.03 -0.67 -2.39 -4.16 -5.99 —7.95 -19.1 ֊116

1’10.42 ».087 7.787 р.59 5.480 4.541 4.00 5.643 5.09$ 1.43 ֊0.01 -3.29 ֊5.71 45.19 -10.8 -115 ֊113
11.44 10.05 5.671 ^7.328 Ь.01в 4.7»$ 5.284 7251 к.413 1.689 -1.0 -3.68 “6.4 -9.17 -110 -14.9 к 17.7

110.19 5.977 7.753 6.545 5.338 4.056 2.424 5.939 4.083 1.550 -олз ֊13 -$.74 —8.21 -16.7 ֊113 ֊15.7
р. 129 7.114 | 3.125 6.171 4.254 р.за։ 1652 [4.824 3.071 1.193 -0.7 -2.6 -4Д2 -6.48 ֊0.48 [40.5 ֊11«
р.овв 5.226 4.461 5.764 3.125 2.563 2.137 5.475 2.184 0.844 -ол։ -1.88 -127 -4.70 -6.1« *7.8 -9ЛЗ
В.902 ?.242 | 2.731 2.297 1.919 1.607 1.390 2.219 1.344 0.513 г 9.3! ֊1.14 -1.99 ֊186 -3.80 -4Л7 ֊6.2
1.377_ 1.100 ».922 0.774 0.849 ).$$ 5.495 0.787 1.461 0.174 •֊0.19 -0.38 Н0.67 -0.941 -1.29 -1.07 -122
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Таблица 3(значение касательного напряжения Ту-,/00)

1.619 4.84 7.685 9.947 11.81 13.41 14.81 16.54 18.19 19.01 19.01 18.48 7.13 15.04 1113 8.237 3.011

1.636 4.465 6.769 8.837 10.6 1109 13.31 14.68 16.02 16.74 16.81 16.19 4.89 1187 10.1 6.573 2.306

1.345 3.867 >.087 8.029 9.673 11.03 1113 13.32 14.47 15.13 15.19 14.6 13.35 11.43 В.847 5.644 1.948

1.223 3.57 $.685 7.518 3 031 10.21 11.27 113? 13.41 14.13 14.23 13.68 12.49 10.66 3.21 5.21 1.791

0.20 0.55 0.79 1.0 1.25 1.74 3.35 3.55 2.27 2.01 1.94 1.87 •1.77 1.6 1.36 0.98 0.37

1.05 3.04 4.78 6.2? 7.49 8.34 8.23 9.2 11.1 11.8 11.9 г 11.5 10.6 9.1 7.13 4.63 1.63

1.01 194 4.69 6.2 •7.44 8.35 8.9 9.82 11.0 11.7 11.8 11.3 10.4 8.87 6.86 4.38 1.51

1.04 3.03 4.84 6.4 7.7 8.73 9.52 10.5 •11.5 111 111 ■11.7 10.7 9.1 17.08 ■4.52 1.56

1.15 3.32 5.23 6.86 8.24 9.3? 10.3 11.3 •12.4 13.0 13.0 116 -11.5 9.9 •7.79 5.01 1.77

|.за 3.86 5.89 7.59 9.01 10.2 • 11.3 115 13.8 ■14.4 14.5 14.0 13.0 11.3 9.08 6.11 -122 |
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