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F-Kh. Grijuryun. S.H. Jlhvyan
Dinractiii» of a Flan Shear W»u on S«ni Infinite Crack In a Piezoelectric Space

В роботе |мп:< Mirrpcuo днф|>а«.цкя сдаягожоЛ омккоА eovtu. плдпю-щои ut боскои'чностн 
ни полубос конечную трещину а пьезо эмктрячесЖОМ щюстранстасг -Мд.1ч.г сводится к 
рошению фуп» пиопольиого уроапопия Вниор.»-Хоп4*». Полу-чсни рлсирлддонни 
(1промоир*шш напряжение попчщиллл и состаалиющеа искторо анлухцвв здехтрнчосхого 
1ЮЛЯ п п)«зпэлехтрв’<вской среде Получены .»г.и.м1гтотическяс формули дли кпприженнн и 
составляющей вектора иидукцпп электрического поля п окр-^-тности иеришпи трещнии. и 
дольней зоне даны огимнтитимескне П[м-д1тави-нич аервмощешая Показано пллНЧМй 
поверхностной электраупрутой волни.

1. Р«н < мочрим пьезоэлектрическое пространство - пьезоэлектрик 
класса бшш гексагональной симметрии, отнесенное к декартовой системе 
координа т Oxyz, когда среда имеет полубесконечную трещину в 

плоскости Oxz при х<0 |фиг. I). Пусть из бесконечности, под углом 0о 

к плоскости трещины (О<0, <~/2), распространяется плоская полна 
сдвига со следующими значениями амплитудных составляющих 
перемещения и электрического потенциала, соответственно:
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Отметим, что учитывается гармоническая зависимость от времени 
всех составляющих электроупругого поля - временной множитель с՜1“՜'. 
/- параметр времени, (0-частота колебаний. Здесь к = ®/ с -волновое 
число, с = ^1 си(1 + ж)/р —скорость распространения сдвиговой электроу- 

«рутой волны, ав = 6^/с^бц—коэффициент электромеханической связи

пьезоэлектрика, с„. еп, е55-упругая. диэлектрическая и пьезоэлектри­
ческая постоянные пьезоэлектрического пространства, соответственно, а 
р - плотность.

Пьезоэлектрическая среда находится в условиях антинлоской 
деформации. Для определения амплитуд перемещения и электрического 
потенциала имеем следующую систему уравнений |1|:

д2№ о2 и՛ 
~дх2±'ду2 

а2Ф а2Ф

+ к2^> = 0,

дх2 ду2
4-А2^.» = 0

(1.2)

Па берегах трещины д\я напряжения о... имеем условие

дм дФ _
°>-.-=с44+ при ^ = ±0-х<0 О-3)

ду ду
о для электрического потенциала и составляющей вектора электрической 
индукции -

ф^֊^ = Ф(АД^;А(^>')и,0 = Л(х>>)|уг.о. (1.4|

где !)Лх,у) = е„------ 8,, — .
а у ду

Введем функции

Ф(х,.у) = Ф(х,^)֊Ф.с(х,у)
(1.5)

Тогда для напряжения . получим формулу

՝~у: = С44
дм сФ си со 
— + е..----- = с., — та, —
ду ду ду ду (1.6)

-/Лсд(1 + 8)8ш0оечЬ<в։М^

а для определения функций //(х,>) ф(х>։у) из (1.2) получим следующую 
сястему уравнений:

о'и с‘и . 2 .
—- + —- + к и = О 

ду՛

с:ф С:ф , 2 
дх1՛ ду1 ' -^-» = 0

Введем функции д' (х) = д (х)0 (х), \|/ (х) = ф (х) 0 (- х)

(1.7)
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ау.(х,О) = ^’(х) (18)

|/(г, + О)-«(х,֊О) = \|/ (х) (1.9)

т.е. с/'(х)--напряжение при у = 0, а \у’(х) представляет разницу 
перемещений на у = ±0, 0(х) - известная функция Хевисайда.

Применяя интегральное преобразование Фурье по переменной х к 
уравнениям (1.7). получим

(Ри /2 »2ч- л
—г-(о* -А’“)м = О

,1 - <И0)
с/ ф 2__ . ■> „
-------сгф+А՜ --и = О 

Е„

где /7(о,>’) = | и(х,у)е,плс1х: ф(о,^) = | у(х,у)е,ахс1 х 
—«О -00

Из (1.8). (1.9) имея в виду (1.6). применив преобразование Фурье, 
получим следующие условия:

с*
<?'(о) = с\.— + с?։5 —• - 2я//гс\4(1 + аг)8тО.л5(с-Агсо80о) (1.111

дУ у-и дУ >.=о

ц/ (а) = ц (о,+0)-м (о,-0) (1.12)
6(а) - функция Дирака.

Чтобы выполнялись условия уходящей волны, принимается, что 

у(о) = у а -к՜ ->’а| при |с|-»оо. и ^(Г-к՜ =-1\к2 -о' . Для 

выбора такой ветви двузначной функции у (а) следует провесчи в 
комплексной плоскости а-с + /х разрезы до бесконечности от точки
с» = к в верхней полуплоскости и от точки о = -к к нижней 
полуплоскости. т.е. действительная ось обходит точки ветвления: 
сверху, а к —снизу (2). Тогда принимая во внимание условия

-к

֊/?/ с/и с/ф _с/ф 
с!у А у А՛ А ^у 1у- -0 - )=֊0 ' ух «О

Ф(о,+0) = ф(о,-0)

ограниченное и представляющее уходящую волну решение системы (I 10) 
имеет вид

(1-13)
- Аеуу при у < О

Ае при>։>0
к (а.>)

при г < О

при у > О

В силу (1.12) очевидно, ч то

(1.14)
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Л(а) = ֊у (о) (115)

Из условия (1.11) получим уравнение относительно Л (а) и </*(о) 
с^Л(а)((1 + а0^а:-*3-ф|)+Г(о)+ (1 )6

+ 2я/£с44(1+ге)5т0о -6(а-ксоз^ ,) = О
Прежде чем приступить к решению уравнения (1.16). рассмотрим 

интересный частный случай, когда пьезоэлектрическая среда имеет 
бесконечную трещину - трещина занимает всю плоскость Охг. Тогда 
следует в уравнении принять 7'(<з) = 0 (т.е. а։,. =0 при у-0.

-х<х<х) и определяя Я(о) = 2тсЛ06(сг-AcosOJ, 
где

и Ж
sin Оо -/------ cos0o

1 + <с
Из (1.13), (1.14). применяя обратное преобразование, имея в виду (1.1). 
|1.5). получим решение этой частой задачи. Так. для амплитуды 
перемещения получим

при у>0

w(x,y) = (l-AQ)e-'l,x‘°^-iyM6'‘ при у<0 (1.18)
на берегах трещины

И'(х,^) = (1±Д,)е при ^ = ±0.
Волновое поле при у > 0 состоит из падающей волны и отраженной а 

при >'<0 -только из проходящей волны, обусловленной пьезоэффектом. 
Как и следовало ожидать, в случае <е = 0 (отсутствие пьезоэффекта) 
при>>0 = „ри у < о w = o

Для амплитуды электрического потенциала получим 
при у>0

ф (х, >։) = £11 L-iky** + vsme.

Т”- «п
при у < 0

g15 ^-ikxoMQt-kyooiGt 

е։։

(1.19)

Ф(м)=(1-Ч)֊^ 
£ц

-ikx«»93-ik vsinC\

4։
на берегах трещины у = ±0 Ф(х) = — е "՝с<хм>, 

Ец
Волновое поле для электрического потенциала при у>0 состоит из 

падающей и отраженной волн, при р<0-из проходящей. Наличие 
локализованной волны (последние члены в выражениях (1.19)) 
обусловлено падающей волной и особенностями уравнений 
электростатики.
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2. Вернемся к решению поставленной задачи о полубесконёчной 
трещине. Уравнение (1.16) можно свести к функциональному уравнению 
Винера-Хопфа относительно \|7 (а) и д*(а)

yV (о) 70։-А2 Г(а)+?'(а)+

+ 2 я i к (1 + ж) sin 0П6 (а - к cos90) = О 

— ay огде £(<?) = !+«-■. 1 |-
X՛:с2-к2

здесь К (о) -> 1 при | а | -> ас.

12.11

Функция J а2 - к՜ К (а) = (1 4-жд'сг -к' -ж|а имеет нули, только

если ст = ±О(։, где

, 1 + ж ,
-к , —= >к 

х/1 + 2<е
(2.3)

Действительная ось обходит точку а = -ая сверху, а а = o,t снизу, 
тем самым обеспечивая условие уходящей волны.

Для решения функционального уравнения (2.1), факторизуем 

функцию х О" к2 К (о) представив ее в виде

7 сг ֊к‘ К (а) = у1<з+к К՝ (а)ч/ о ֊к К՜(о)

т.е. Г(а) = ^*(а) К՜(о) (2.4)

где функция К " (а) регулярна и но имеет нулей при Ima >0, а К (а) 
регулярна и не имеет нулей при Ima<0, a = a + /T. Здесь

к.
K (a) = exp(F-(a)). F’(a)= J F(x)el(o*w>։tafx

О
_ о
Х'"(а) = ехр(л (a)), ?’(а)= jA(x)e ’ Wx (2.5)

F(x)=— Пп{К(а))е "’Wa-— fln|l+®--ДМ= 
’ 2*1 I va2-*2 ■e,axdc

При | a ՛ ->oo ln(/C (a))=O(0-J). значит A(x) - непрерывная функция

и при х = 0 имеет конечное значение, и следовательно, --------
о±/0

при о|—>сс ^*(а), К (а) стремятся к единице при а в своих 

областях регулярноети.
Вычислив К (а) методом контурного интегрирования, рассматривая 

при этом комплексную плоскость с разрезами, показанными на фиг 2. 
Замыкая контур интегрирования в верхней полуплоскости, с помощью 
леммы Жордана, получим 
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(2.6)*4°)=* (֊о)
Надо иметь в виду, что ------- !------- =----------7 715 (у ֊ о).

5 - (о - / 0) л՝ - а

Здесь и в дальнейшем аналитическое продолжение функции о| в 
комплексной плоскости представляется в виде

а при Иеа>0
-а при Иеа<0

12.7)

Приступим теперь к решению функционального уравнения (2.1). Имея 
в виду (2.4), а также что

2я75(ст-Л со$60) =------------------------------------------------
с-Лсо80в-/0 ст-£со50л + /О

/(х)6(х) = /(0)6(х)
уравнение (2.1) сводится к уравнению

г?-, ч ___... . I------гр_. . 2/2^О + «)зт0о/2
м (о) = и/ (а) Л а - к К (о) + —--------------------------------------------

/С’(ЛсО8бп) (О-АсО80о ֊/0)
__ (2.8)

2^2А (14-ж)8ш0о/2___________ 2<(ст) =м., >

К' (ксо$(Э0)•(о-£со$е0 +70) с^у!'<з + кК' (о)

Методика решения уравнения (2.8) та же. что и в (3|. Применив к (2.8) 
обратное преобразование Фурье, получим М' (х) = М (х) ( - & < х <оо), 
которое может иметь место только, если

М'(х) = М-(.г) = Х'",8(‘>(х)
*--0
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где 8'*’(х) ֊ к -ая производная функции Дирака (4. 5].
Теперь уже, применив обобщенное преобразование Фурье, получим

Л/’(о) = Л/*(о) = ^ (19)

к=0
Так как напряжение </(х) = о(х. :) при х->+0, л ц/ (х) = 0 при 

х=0, ц7 (а) = о((а-/0) :) и ?*(а) = 0((о+/‘0)"։ 2) при С

учетом того, что К (о)->1 при а ->х, из (2.8). (2.9) следует, что 

т* =0 {к = 0,1,, .,/;), те.

М‘(а) = М~(а) = 0 (210)
Таким образом, из (28) ввиду (210) получим решения
пт , 2л/2Л(1 + аЕ)япе0/2 I

I (П) —------- =----------------------- —т====---------------------------~------
К' (к со$80) уо ֊ к (а - к созб0 - / 0) • К (а) 

л ______ _ |гп)
Г/՝ (с)՜ V2 + к К՝ (о)

Л”(*соз9л) о֊Асо50о+/О
Следовательно, решение поставленной сдачи, те выражения 

амплитуд перемещения и потенциала электрического поля, имея в виду 
(1.1), (1.5), (1.13), (114). а также (1.15), представляется в виде

м-(х.у) = « ±Т ?Л(о)е ^‘՝՜ е^а (114

2я յ

Ф(х,Я = ^֊е ±Jk_ р(а)/е^-‘։ (113)

при у > 0 или у < 0, соответственно.
Здесь

4/ ч j2l(l+aj)sme0/2 J
А (а) = - ------------------------------------------ ։------------- ------- (114)

A'’(*cos90) 4 о-к (o֊A'cos80-iO)K (а)

Тогда выражения индукции D2(x,y) и напряжения О1;(х,>՛) 
продетаВЛ.ЧЮ1С.Я в виде

А(*..>’) = -~ J а:Л(а)е ~ ‘е "‘do (215)

M' с
= с«0 + ------- -D2(x,y) (116)

е„
Провидя в комплексной плоскости разрезы по линиям k-ix. k + tx 

и IX (0<т<оо) обходя точки o = AcosG0 и о = оч снизу, а с = -Оя 
сверху и замыкая контур интегрирования в верхней полуплоскости, для 
амплитуды перемещения на берегах трещины (Х<0, >'=±0) из (212) 
получим
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L w(jr,±O) = e-“-w։ee±Д<*։<“в’±e 4 ’= j /(т)-е°с/т±

12.17)<1
±|/։(т).в”։/т ± Д.е՜”*’

0 
где

J _ a=(l*g)i KJp,)sine.,.'2 y2*(o.+*) |2 |fj|

1 + 2® К ‘ (k cosGj k cosO- ֊

//11(1+®): sin 0a/2

■ИЙ; 7tK’tfcos0J
_ (219)

K'(k + /т)-(2Л+/т)-%/ т
(2Asin:0o/2 + /t) (x:k՝՝ - т(1 + 2x)(2kt - t) J

ML. g(l + a)V5c-sin0o/2 _________£‘(/т)-«Д+/т т________

nK" (k cos0o) (k cos0f, - /r)((l + ®)2Л: + V(1 + 2ae))

Из (217) следует, что волновое ноле на берегах трещины ( кладываеп я 
из порций падающей и отраженной на верхнем ( у = +0) или проходящей 
на нижнем (у = -0) берегах трещины, соответственно. и дифрагирован­
ной объемной сдвиговой волн, а также из неволновой части и 
поверхностной волны. Наличие последних двух волн и проходящей волны 
обусловлено пьезоэффектом - характерным свойством пьезоэлектри­
ческой среды В случае ж = 0 (изотропное пространства) решение 
совпадает с приведенным в |2| решением.

На берегах трещины из (2 15) получим следующее выражение мн 
индукции;

Р,(х,0) = -e}՝kcos904,e ’0i 4՛ -^5овЛве ‘ - -е.5е u х
(2.20)

х J fl(*)’(* +'dт- Cts(14’a)/- J f.(t)7a-’+V e’՝1 dr, x < 0

a ® o
Как видно из (2.20). волновое поле состоит как и л поверхностных волн 

грозными волновыми числами - AcosG.., <5„, к, так и из ненолновой 
части.

Асимптота чески е предсгаю.енич амплитуд перемещения и 
индукции при X —> -ос имеют вид

.[bh]
W’(x,±0) = (l±41)e ,*<“,’’‘ tA,c"’■‘±с ‘ х
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A(x,O) = -e։5*cos6o4e-’txws0J-e^As'*՞'-e„ke{i x

iih!2(\*x):K'(k) h_ yj 2(1 + ®) nsin0o/2
2®? sin 0O 12 • К ’ (к cos 0O) cos 0O • К ’ (к cos0o)

Здесь было учтено, что К 1 (0) = 1 + аг.

Проводя в комплексной плоскости разрезы по линиям А + /т. -ix

(0 < х <оо), обходя точку cr = Acos0n снизу и замыкая контур

интегрирования в нижней полуплоскости, для амплитуды индукции Г)2 на 
У - 0 при х>0 из (2.15) получим

(х,0) = ■1^-- 2---- -
■к К (A'cosOJ 

и следующую асимптотику

хе ™dx
т=-------------------- =---------(2.23)
jk + ix (ix-r kcosQ. )K (—/т)

Л(х,0) = е15А
ib

(лкх)2
(2.2-1)

Как видно, Z)2(x,0) при х>0 состоит только из неволновой части.
Из (2.20) и (2.23) получим следующие асимптотические представления

для составляющей вектора индукции около вершины трещины 
D2(x,O) = -e15(Acos0o4j+o^n) + o(|xf * ) при х->-0

Р±(ху0) = -^к ՛° ' Ж)--Ш 6°7 2 + О (1) при х֊>+0 
K\kcose.)y[nkx

Как следует из (2.13) Ф(х, 0) = .

Из (2.11) очевидно, что о.,.(х.0) = </ (х) = 0 при х<0, а при

а v։ (х. 0) = ------- 2— х
2л^’(^СО50о)

7 (< (Г - к ‘ (® +1) - ж о1 L '° ՝ Jo 

(2 25)

.г >0

(2.26)

х
, yj о - к• (ст - к cos 0О + /0) К (ст)

Проводя в комплексной плоскости (а = а + /Т) разрезы по линиям 
-к ix, k + ix и ix (0<т<оо), замыкая контур интегрирования в 

нижней полуплоскости, обходя точку о - к COS0O сверху, получим
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Mx,0) = ^^*)c«sinV2x 

k/C'^cosG,)

f e''(\ + x)yl(k-vix)'-k'e'^dx

I j 2k+ ix(ix + 2ksm2Q„/2)K(-k-ix)
(2.27)

+1 "1^1 / ГТеа С/Х\Г-1 ч -'0+»)*<?„ ЯП 9,е՜'*'™6“
*7 А+/т (/А со$0о-х)К (֊/т)/

Волновое поле состоит из порций объемной сдвиговой волны и 
неволновой части, а также падающей волны.

Асимптотика для напряжения (^..(х.О) при х->+0 имеет вид

К' (Arcos00) • пкх
(2.28)

3. Пользуясь подходом, изложенным в |б, 7|, найдем распределение 
перемещения в пьезоэлектрической среде (принимая r = rcos0 
>' = rsinG).

В случае 0 < 0 < 7Г / 2. принимая

Х = осо§0-/51пО^ ст-А\ о(Х)- Хсозв-няп0^՛ X2 ֊к‘ (3.1) 

полагая, что при выборе однозначной ветви сх -к՛ разрезы в 

комплексной плоскости (а = X + / т) проведены по линиям к + / т, ֊ к - / г 
(О <•[<<£>), и контур интегрирования замыкается в нижней 
полуплоскости, обходя точки X = Асоз(0-0О), X = А со$(0-О.) снизу, где

X = Acos(0±0o) нули функции a(X)-AcosG0, с помощью леммы
Жордана получим

>г(г,0) = е‘'*/'ел<е’9о)
(3.2)

х(л(о)-^сг -Аг + .4(a2)Vo' -А2 )</т

где а = -А - / т, (а) = а cos0 ֊i sin 0у а2 - А2 .
Волновое поле состоит из падающей волны и дифрагированной объемной 
сдвиговой волны.

В случае тг/2 <G < я принимается

X = ֊ocos0+/sinG<cr-А՜ , a(X) = -XcosO-/sinOy'X՜՝-А: (3.3)

Теперь уже проведем разрезы в комплексной плоскости (а ~ Х-Ь/Т) не 
только по линиям А-г/т, -А-/Т, но и полинии Asin 0т/т для функции 
|о . Контур интегрирования замыкается в верхней полуплоскости. При 

тг/2<0<Я-0о o(X)-Acos011 не имеет нулей, но при я-0(><0<71 
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X = -к cos(0 -гО,.) является единственным нулем этой функции, и контур 

интегрирования обходит эту точку снизу. Функция А(<у) имеет простой 
полюс в точке
X = -Х„ - -ап cos0 + 7՜sin 0</о^ -к ‘ . если только Re(-X.„ A՜sin 0) > О,

т.е. в случае тс-arctg-^ <0 < я. Для амплитуды перемещения получим 
Л

w(r,0) = Н'о(г,0)*лве 1,4

X-к2 + ?1(с,) -k2\h-—)51П9,112 x (3.4)
' it К (Acos90)

t г_____________ e "K2(<j)(ct + Aja^/o-kdx

a ^(Asm0 + /-): ֊k2 (g-Acos0o)(Q + 2$)(q: -А2)- ar A՜՜) 

где а-к f/t. o1(a) = ֊acos0+jsin 9 Va2 -к2 .

^,(r,0) = e”ircfts(6-eo> при я/2 <0 < тс֊0O

yro(r,0) = c>-,4rw(o °o) + 4.e при я-0о <0<я (3.5)

Отметим, что cr = «i
a при Reo > к sin 0

-с при Rea < к sin 0
Волновое поле состоит из падающей волны, отраженной волны (если

X- 0о<0<я), поверхностной волны (при я-arete— <0 < П), 
- к

Дифрагированной объемной волны а также волны, обусловленной 
пьезоэффектом и распространяющейся от поверхности трещины в среду. 
Таким образом, обнаружена обусловленная пьезоэффектом 
поверхностная волна в пьезоэлектрической среде с полубесконечной 
трещиной при наличии падающей электроупругой волны. Однако, в 
случае бесконечной трещины, как следует из (1.18) поверхностная волна 
нс возникает при данной постановке задачи.

В случае 0=п-0о точка Х-к является и простым полюсом 
подынтегральной функции и точкой ветвления. В этом случае функцию
перемещения можно представить в виде

и'(гЛ-0о) = е:^СО52&։
J(o)7cr2 - А2

7х2-а2 2(Х-А)
(3.6)

х

2
Как следует^ ՝ решения (2.12), в случае 

подынтегральную функцию следует заменить на 
>• < 0. т.е. - л < 0 < 0.
-.-4(a) a 0 на ֊ 0. и

возникающая проходящая волна (при - Я <9.<-К+9г, | обусловлена 
пьезоэффектом.
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При больших значениях г (дальние от вершины трещины юны) 
получим следующие асимптотические представления амплитуды 
перемещения при г к —> х ;

Мг.9) = и';(л0) - Ае г ՛՛

при -я<0<-я/2 (0*0о-тс)

в/0) I +0^кг).-•)] 

к )
где и-։(ге) = (1֊4)е-^гс“(а-е“> при -к<0<9о֊я

м-1(г.0) = е-'1^°’) при 0гж0<я/2

уфх Ор /2 1 + ж

со$0 + со50о К‘ (к со&&^)К (-А-СО50)

# ______2ж(1~ж)Б1п0$т0/2-К ( к сов0) • /бш 0 / 2
со80 (со80+со80о) (аг + (1 + 2 ге) $ш2 0) К' (к соб 0,,)

(3.71

при 0 - 0О ֊ R

։^о,1 смО£,*1-^-*тОй I / \
»'(г) = (1֊43/2)ейг -Лпе Нж >+е։Аг(?((гА-)՜1'*)

при-я/2<0<я/2

м (г,0) = е ,кгса^й-^ +е^кг‘- -֊ В(0) ’«)

при 0 = я-0о
I -л 4 ։,ят са։&п>г ֊—япб,. . / \

н'(г) = е1*гсм20»+^^+4е 1+и ^е>1сг0((1‘к)]2)

(3.8)

13.9)

(3.10)

при я/2 <0 < гг: (0 я- 0.)

м'(г.0)= ^о(г.0) + Апе՝!Г՜'՝՞ +е /у(0)^=

|3.11|
+е‘*г«тб «.(0)4՜

лкг

где для И (г,0) имеют место формулы (3.5)

Асимптотическое представление индукции
- К/ 2 <0 <к/ 2 имеет вид

П:(г,0) = е։/'. , Аг->-х
V {г^кгу ;

а в случае я/2 <0 < л или -я<0 <֊я/2

Д(г,0) при

(3.12)
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P,(r,e) = -e,^cos0։e.e _

X

(3.13) 
.e'*r։in;ûix

e- a 
(я*г)։/г

O((kr)s‘') +eKk /7>cos2G 
ч (nkr)2

<X>

Асимптотические представления составляющей Dü вектора индукции 

и напряжения СОг вблизи вершины трещины имеют вид

А = -в15г(9)(^'՛) 1: +0(1). а0. =֊<:„£ (0)(яЛ г)՜ |;2+0(1) г-»0

g (6)=
<4V2(l + æ)e,,M 

/C(Âcos0o)
. О, 9

S1I1 ֊ -cos —
2 2

(3.14)
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