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E. Kh. Grigoryan, A. Տ. Mdkumynn

Diffraction of shear plane wave in piezoelectric media on the edge of semi-infinite metallic stripРассматривается задача о дифракции сдвиговой плоской волны в пьезоэлектрическом пространстве, содержащем волубесконечный металлический слой малой толщины Задача сводится к решению функционального уравнения задачи Римана теории аналитических функций На контактном участке слоя с пространством перемещения представлены в виде суммы частей падающей волны, отраженной волны, локализованной волны, сдвиговой объемной волны и иенолновой части. а вне участка контакта перемещения и электрический потенциал так же представлены в виде сумм аналогичных волн, где ужо неволновой части соответствует волна, идущая от поверхности слоя. Получены асимптотические формулы для перемещения и электрического потенциала и дальней зоне, а в окрестности ребра слоя - поведение электрической индукции Обнаружено, что индукция электрического поля содержит также локализованную волну. распространяющуюся со скоростью объемной волныПусть из бесконечности распространяются сдвиговые плоские волны иое'", Фое՜'^, где
ф _ ^15 -/(<хсо8^0+Д.уА!п^д)Ч*о К

*11в пьезоэлектрическом пространстве класса бтгп гексагональной симметрии, причем, ось 07 совпадает с осью симметрии кристалла, содержащей металлический слой бесконечно 
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малой толщины (фиг. 1). Задача заключается в определении волнового поля на контактном участке слоя с пространством и внутри пьезоэлектрического пространства.В амплитудах задача сводится к решению уравнений [1]А£/+*2£/ = 0 (I)△Ф = -^-*Ч/Sii (2)с контактными условиями Ф| =Ф . D I -D I = -е.,Т ։>'=о ■՝ !>—оG'Uo = t,ly-֊o' а>’Ь«=О«|,..ч>' ГАе Ф-(Х) = 0 "Ри х<0- а Т.(х)=0
при х>0, Д = и -амплитуда перемещений точек

дх дупространства, Ф - амплитуда электрического потенциала.
ди дФ= с44 ——г е,5 —----- амплитуда тангенциальных напряжений,ф " ду

dU дФ= е։5 — -Е։. — - амплитуда 
ду ду

компоненты вектора электрическойиндукции, с44 — упругая постоянная, е15—пьезоэлектрический модуль, 8], диэлектрическая проницаемость, к — о/с - волновое число. 
С - \'QP —скорость распространения упругой волны в пьезоэлектрике, G = с44 +е։25/£|1 , G) - частота колебаний.Для решения поставленной задачи введем функции

w(x,y)=U(x,y)-U0(x,y). ц>(х,у)=Ф(х,у)֊Фа(<х,у) (3)Очевидно, что функции и(х, у). <р(л\ у) удовлетворяют уравнениям но они уже должны удовлетворять и условиям уходящей волны. Применив к уравнениям (1)-(2) преобразование Фурье, в силу выше­сказанного будем иметь
Э2ф 2_ еи . 2_—֊֊сГф = —(5)Э>՛ е։|где у*(а) = а՜ -к1 а щ(ст,у), ф(а,у)-преобразования Фурье функций

/(а)= [/(А)е‘с‘б6г. -со<ст<ос.
Определим то решение уравнения (4). которое стремится к нулю при |у|—>ос. когда <^ >6. а при о|<А* представляет уходящую во,хну. Такое решение имеет вид
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>г(о,у)=б(о,у)-е_։Ъот0э2лб(а-А-со$80)= Ле՜ '՝ ։ ՝' (6)где под \|ц -к՜ понимается та ветвь этой функции, для которой имеет место условие л/сГ -к ->|а) при 1о|—> х. л/о -к՜ = -вВ током случае действительная ось будет обходить точку ст = -к сверху, а точку ст = к —снизу [2) Под б(о) понимается известная функция Дирака. Теперь из (5) ф определится в видеф(о.у)= Ф(а,у)- — е *'*’**" 2д6(о ֊ л со$00) ֊ ’ ' + —у) 17)Бн енИз (б)-(7) с использованием контактных условий, после применения к ним преобразования Фурье, будем иметьI *>•-%? 1«26 у(сг) 2|сг)Подставляя /1(ст) и /?(а) в (б)-р) и используя граничные условия приУ = 0. получимАл(а)Ф-(о)=-2тг —6(о-Асо500)+Ф,(су), -х<а<х (9) Еп
. р։-\ М^։/(в>։С)-г(с) _ ,л/_\где /ца) =----------- -г֊:---------- . Так как А^о) имеет нули в точках ±СП.2у(ст|а|где <УЯ =л(1-&4) ‘ \ а кг = е15/^Е,,6 -коэффициент электромехани­ческой связи, то в дальнейшем. чтобы удовлетворялось условие уходящей волны, будем считать, что действительная ось обходит точку а = -<у„ сверху, а точку а = снизу.Таким образом, задача свелась к решению краевой задачи Римана теории аналитических функций (9). Решение задачи строится несколько иначе, чем это обычно делается при решении краевой задачи Римана (3| Сначала, как это делается в случае краевой задачи Римана, факторизируем функцию К(ъ). представив ее в виде

К (о) = К, (о )К, (о) (10)где А՜, (а) регулярна при 1тпа>0 и там не имеет нулей, а А*, (а) регулярна при 1та<0 и там не имеет нулей (а = сг + гт) Для этого А (а) представим в виде
где

Г 1-А; у(о)
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Так как А(о)->1 и 1п(я(ст))= <?(а՜2) при |а| —> со. то. как известно |3) ее можно представить в виде/?(п)=/?До)А (а).где /?Д&) регулярна при Ima>0 и там не имеет нулей, а А. (а) регулярна при Ima < 0 и там не имеет нулей.Я(ст) = схр(Л(a)). R.(а) = схр(г(о)) 
ч> ОF.(a)= (ст)=О -ееГ(х)=֊֊]1п(я(а))е-'"</а (11)֊СОТак как 1п(я(о)) имеет порядок о ' при |а| —> со. то функция Г(х) при л* —> 0 принимает конечное значение. Тогда в силу известных свойств интегралов Фурье Г, (а) = (а + /О)՜1). Г (а) = ֊ /О)՜1) при|а —> х Следовательно, функции АДа). А. (а) стремятся к единице при а —> х в соответствующих областях регулярности Тогда в силу выше­сказанного

У,(а)= Д'^ДяДа). = (a)<2(а + /0)՛'- л/2(ст֊1О)''2Приступим к решению функционального уравнения (9). Использовав формулу (10). запишем се в виде77 ( \7Г, ( \ *J5 S(a^COS0o) Ф_(ст)А, - (а) = —2л -в- ֊-к- ■ у ч- . -х<а<со (12)8n A\(£cos0o) Ада)Далее, использован формулу (4), [5]2лй>(ст - к cos 0О) =----------- ---------------------------------------a - A cos 0О - /0 a ֊ к cos 0о + /0будем иметь i’(a)=i’(a) (13|где л՝-*/ ՝ *՝■ у4-7 / 1 } 7 ~7 Г -----------------------/ 81։ А'ДАсО801Дсу-А-СО8Оо-/О
Г (о)=+1 В: ________ 1Л'Дсу) I еп Л՜,(А'СовОр)а-Асо50о +10Дальнейшие рассуждения проводим, как в работах [6], (7]. Применив к (13) обратное преобразование Фурье, получимГ(х)=£(х) (14)где А*(х) = 0 при х<0: //(х)=0 при х>0. Из (14) следует, что (4], (о]
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r*( \ r-f \ 'V' i/*S(x)Z (x)=L (x) = £a։—L2. (15J
4=0 “XТеперь применив к (15) преобразование Фурье, будем иметьГ(а)=£‘(сг)=^а|(-։)*а4 (16)*=оТак как А?_(а), Ч'Да) имеют порядок (о-Ю)՜՛՜, А՜, (а) имеет порядок (cr+iO)’՛՛՞, Ф,(о) имеет порядок о((ст + /0) ՛) при |сг —>оо, то А‘(сг)->0 при |а|->со, то есть аА=0, Zr = O, 1,.... В силу выше­сказанного будем иметьФ _ (а) = ֊ 1 —_____ 1__________________ 1_________ _________

i e, j А*, (к cos Оо) а - к cos Оо ֊ ։'О К_ (о)х ( \ 1 е|5 1 А. (а)
1

Ф_ (о) =------ -------------------- г----------—-------
i е։։ A\(^cos0cJ о - A'cos90+z0Следовательно, обозначая М. (п)= R, (ко), т](ст) = у (ко)/к = v‘o? -1 получим

[' Ur 0) - _*L JcosQo + '° 11 - к/ М* (cos Go) 2га , | (о - cos 0о ֊ Ю)М_ (сг) т|(а)
ф(г е)=^[и{г о) 1«и 1-А2 M,(cos00) 2га (cr-cos00-/0)А7_(с)|а|Следует отметить, что, как будет показано ниже, М.(о) - R. (ко) от к не зависит.Вычислим также контактные напряжения.

В случае бесконечного с\оя функциональное уравнение (9) примет вид
К(о)^(о)~ -2п—6(a-A*cos0o)

£иоткуда
^(а)=-2яы^)8(°_/:с“ео)следовательно.

НЛ. .Л_ ^с|С05^<>| ^Ьс«0о«й|у|ипео

։А*е2|со8Оо|-8т0о

<р(х, у)= Цх, у)+ у- .
81։ £н ^;|СО50О|֊51П0Оследовательно, в случае бесконечного слоя сдвиговая плоская волна не возмущает локализованную волну.
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Приступим теперь к вычислению асимптотических формул для функции и (г, 0) = 170(г, о) + и(г, 0) при кг со Для этого сделаем замену переменной Л = асозО -/Г|((у)81п!0| в интеграле и в комплексной плоскости (л). замыкая путь интегрирования полуокружностью в нижней полуплоскости и используя лемму Жордана, получим следующие выражения:при 0 € [о, я): к 1соч0 |/>-«»-с<»(ев+|е|)и (г, е)=и„ (г, 0)+1 °1 „--------- ;51П0о-^е2|сО80о| +
<'С0560 +Ю М.Л/։(со50о) а0-соз00 + агсзш

С
л

|'Ь'։:П;0 е
2т'

՛/( ■ (1 + .’т; )со50-г~,Я1’4тл'24 гг: 8;пэ)-г Д֊(| -гт^созй + е. 72+»г^(-51п 0 созО-ксозб- ^'со$: 0 ֊ 2|гз1п[0|4-т; зт|0|) ^со810-2п5т|0:*т: е Л/т.|О > л/2 (17)
Ле^ е 8Ь0о_^|со$0о| ,2 ^0^0 М.(с7|?)е-^ Л/.(со80о) ао-со50(։+ 2*й£>-*4) у'со5е0+/0А/.(соз0о) }(л--соз00)(52 -а2)/

֊֊Г 2ш #(-5т 0|СО5 0 ֊ йсо59-х/со? 0 - 2н8П1!0| + т2 $ш| 

^со§:0-2п51пО|4-т‘

е՜*՞ Л-5=։+к-’-'е 0о *0 (18)

+—г

7со$00-г/0 М^о)е!™ 
М. (соз 0О) а0 - соз 0о

е ^ат-

֊֊ 1֊2^!

(-хт О|со50 ;-со$0-^со5՜ 6 - 2/т$йг0|зт^О )^'СОЗ՜ 0֊ 2/т81пЮ| + т՜где обозначено сУ*<*о =<*«/* = Ц~М 
к՜ 7соз00+/0 >/5-/01-А; Л/.(соз0о) (5-со80о)М.(5)

/СО50О4-/О 52-1 /2Л/+($)

Л/. (сО8 Оо ) 5•՝ - СГд 5 - СОЗ 0с

л

0о = 0 П$)
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а Н(х) — известная функция Хевисайда.Перемещения на контактном участке слоя с пространством <|0' = тс)в формулах (18)-(19) представлены в виде суммы частей падающей волны, отраженной волны, локализованной волны, сдвиговой объемной волны и неволновой части. Те же волновые слагаемые получены внутри пьезоэлектрического пространства (17), но здесь неволновой части соответствует волна, идущая от поверхности слоя.Используя известные теоремы об асимптотических поведениях интегралов типа Лапласа, получим следующие асимптотические формулы для и(г, 9) при кг —> оо:
У(г,0) = С/о(г,е)+/А’1^11£Г'*’’С“М*1) |0|*лб!п в0 -/Л;|со$0м| 1

. 5/2 7со80։+/О Мл (с у1т7—ГТ--------------------- л------------Я(9+агс8шЛ/Дсо$0о) а0֊со$90
/*-■'՛>;и»е,+л)у-с<»о-,<> , .„^«1 Ихг ,֊ .(со§Оо)А'/_(-со5 0) со5б+соя60 ’А>о.| Г 1 . ^(созе,)] А;,,.л _

•]1ккг $ш0в-й?|со8бв|[$т2вф ' к'1 (еозОс,)]
м.(«>«е։) 1-«ве/ ' ՝■՝ ՝ '• |е|-^0։*о

Ц^Г-Ч*} у . .
|в|=м>.=о

_2!Ч։ г»■’«՛ г(з/4) ,

.1 4*г«։в|.гу4) .ы *'3 -р . ,,—Р-՛ -р -=7——I֊/— Ъ-со$0| 1я(Ат) *О((Ат)< |н[ € (т./2. г.|Тсо80о + /0 Л<(сон0о)[ 2к 1 \ ' 1 1 1 1 ’

Обозначая X, = ОСО50 -/|о|8ш|9| и используя аналитические свойства подынтегрального выражения и аналогичными рассуждениями, получимпри !9|<=[0, я/2)
еп £и 1-А; Л<(со§00) 2ти

X ^֊е^-|“>со։0 +е ^М’:'ьсо։еХИ։'Т
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при |0! = л/2
ф(г,о)=—{/(?-, о)-- 

сн
8'п°о______2 еп зт90-/Л;|со80о| ^֊<Ь-(։«1)-и8д{ывВ#)ир|ё|)со48(> 0 0

^5 *Х ^КХ/со$е0+ю е-^о<«»в-.ш|о!)£и 2 Л/+(сО50о\/а^ О0-СО500_е11_ 1 /сО50о +7о ] е-^«։0֊г^Оеп 1՜*2 Л/ДсобО^) 2л/ Д(т-со50о)л7 (т) (т + соь0о)М (-т) , <т при |9’ е (л/2, л]Ф(г,0)=^-С7(г,0)֊] Ь.-------- ----------------€,| [£։| 51П0о-^;сО80о| Дг(амб-Лип(со$ё1,)4ш 0)со$е.. п , 
е , * и

е15 , М.(а„Х/со50о + ։О--- % С5 0---- =~7 -------------------------- *■8„ Л/,(СО5 0ОХ/СТО ао֊СО50о, е„ ^'ёг + 10 е՞" Г.-;8). Л^г:,|тд + 1-.0 Л7.(е-,ь"г'и1т) е*'х*■■■. Л7.(со։0։) 2я|_‘ о (л/е'-01?+1-10-, т-/*3*1։:«^ ՛| ? ,,.,/г^~'3|0|Т3 + 1 + 70 ^.(е-^Ч) е-^-'^кг! 4е‘2\2+1+,0+к’е#х

+ Ус<веа+10 ,«.^ - ։е^1-№՛^ М.(|-»,ве„ я ,ИДсО։0о) е 1 ^(|-,в«т)1-5>1+/(1-Ср50,>-*!)
Из полученных выражений видно, что в пьезоэлектрической среде ф(г, 0) кроме волновых частей содержит, в отличие от перемещений, и неволновую часть. Из тех же выражений можно заключить, что индукция электрического поля содержит также локализованную волну, распространяющуюся со скоростью объемной волны.Используя известные теоремы об асимптотических поведениях интегралов типа Лапласа, получим следующую асимптотическую формулу мя Ф(г,0), когда Ат->со:

Ф(г,0) = ^-{/(г,9)-^-7 —еп Е:| ^/ЛСО50О+/О Л/ДСО50())х (кг) ' соэ- + ֊-соз — ' (кг) ' * 1п(Лг) I + 6)((Аг) 3 2)к. 2 2л 2)Аналогичными рассуждениями получим следующую асимптотическую <|>ор>гулу для Ц, в окрестности ребра:л/со800ч-Ю 4к е^,х 
\֊к'г Л/+(со50о) <лг зш — ч- 0(1) при г —> -0.
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а также асимптотику , когда кг -> х :' ։*-г<0
= + 1е^ усо$0о + /О Л/.(со590)^со$90-/О5шОо

Г Л/.(сО5 00) 51п00-/А';:со800|
<Т0-СО5е0

У12/Лсо5 00 у1\-к;
за-;-I —- м 1п(*г) +о((И’/!)

(лгГ*ФГ). ео*о при кг —> оо
+

0О=()Теперь приступим к вычислению /< (а) К (а) Для этого рассмотрим комплексную плоскость а = с + п с разрезами, показанными на фиг 2. Замыкая путь интегрирования (И) полуокружностью в верхней полупло­скости а с указанными разрезами и используя лемму Жордана получим
л.(«)=^= 

а + Л
1 гсхр — 1агс1ап я/

К.(а) = ——-ех, 
су-коткуда, в частности, следует, чтоЛ/.(а)= Я.(А-а) = ^—у-С11

Фиг. 2
А;х Лх

х-с-нО
- ахУ1-.Г ].г±а + 10

.л/Л2-х2 +А'*х ахагсгап — у 
у к՜ -х2

1 ’г ехр - агсгап

о

оот А' не зависит.Здесь было использовано аналитическое продолжение функции [а1. которым является а5§п(Кса).Согласно формулам Сохоцкого (41, [5) -----х±гО! 1риведом также числовые = ֊ Т /тсд(х). Xзначения интегралов/. (ст) = ехр [агс1ап Л л к;х ахх ± а + /О входящих в коэффициентыополученных асимптотических формул. Для расчетов возьмем
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А; =———------ = 0.494. который соответствует материалу Р7.Т-4. Гак какС|$ +С.»4С||согласно вышедоказан ному имеют место формулы Л (сг)н 7, (-су).
I (а)/л (с) = и. кроме того. / (0)=/. (0) = -и'1 + А: , то можем

п(п)+А;|о|ограничиться значениями I. (о) при положительных значениях суТаблица 1
СО5(0°) со5(15с1 005(30°) СО8{45°) СО5(60°) 003(75°)

Л (а) 1.069 1.071 1.076 1.085 1.102 1.133 1.063
Г (ст) ■0.043 -0.045 -0.052 -0.066 -0.097 -0.175

Приведем также график функции /.(а) (фиг. 3).
1.225 

I
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