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V.A. Bezhanyan
To (he solution of problems of thermopiczoelcctriclty theory

Изложены математические основы решения задач теории термопьезоэлектричества для 
пьезокерамических тел при механическом, электрическом и тепловом нагружениях.

Дана формулировка сопряженных краевых задач, описывающих термоэлектроупругие 
процессы в пьезокерамической среде, лля типичных случаев поляризации керамики

В связи с широким использованием пьезокерамических материалов 
возникает необходимость в продолжении углубленного исследования 
взаимодействия полей деформаций с электрическими и температурными 
полями.

В ряде работ исследованы взаимодействие в пьезокерамических телах 
механических и электрических полей (1-3]. Но почти отсутствуют 
исследования влияния температурных полей на поведение пьезокерами­
ческих тел.

В общем виде полная система уравнений статики теории 
термопьезоэлектричества для трансверсально-изотропных пьезокерамиче­
ских тел включает:

а) декартовые координаты (поляризация вдоль оси Оз ):
I. Уравнения равновесия (без учета объемных сил)

^+^+^=0
дх ֆ՛ dz

Ժր Ցծ ft—Ա. + Լ + _(1) 
dr cy dz

^նւ + ^+^- = 0
дх dy dz

где ат, > ծ., тг , т.,, т.л — компоненты тензора механических 
напряжений.
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П.В работах [4,5,6] утверждается, что в механике пьезокерамических 
сред магнитными эффектами вообще можно пренебречь, а ддя изучения 
электрического поля использовать уравнения электростатики [7]:

divZ) = 0, Ё = -grady (2)

где О — вектор электрической индукции, Е — вектор напряженности 
электрического поля, Ч/ — электростатический потенциал.

III. Уравнения теплопроводности [8.9|: 

где Т =Т -Т\ — соответственно относительная, абсолютная и начальная
л 2 ^ЗЗ ^"33 , 1

температура, л = = —^ — отношение коэффициентов теплопровод­
ен ^22

ности тела в направлении оси 0z и перпендикулярном к ней (Лн = кД
IV. Когда а качестве термодинамического потенциала выбираем

электрическую функцию Гиббса, уравнение состояния будет [10]:
<Т> = сп Ч +с"гу -ет3<Е։-rfT
°, = + <4 ֊ ֊ YnT J

с.- = СпГ(«., +։,)+ -е5ГЛ ֊YjV J

= х>-. = - е^Еу =■։» = с»Еп ~^Е, <4>

~ Т я С12 Еху
А=«ПГ £,+<&։», О, =£^Еу+е[5е„ I

А = гп Е-. + «з>(£։ + «X)+ еззЕ= + «։ Г

Е Т Е Т £ 7 Е Т £ Тгде 6։։՜ , с.;՜ , с,/ . су:; , Сдд՜ —компоненты тензора модулей упругости, 

е-;, е33, - пьезоэлектрические, постоянные, е,',, Е,3 — диэлектрические

проницаемости. уп, у53 -температурные коэффициенты механических 

напряжений, §53 — пироэлектрические коэффициенты, 8։, £у, £.,

£Л1, £ £;х - компоненты тензора деформации.
Верхние индексы Е, Т, я указывают, что соответств)тощие 

постоянные должны быть экспериментально определены соответственно 
при постоянном электрическом |£) и температурном [Т) полях, а также 
при постоянном уровне деформации (5).

V. Соотношения Коши [3]:
диг ои ди.

Еу = —£- = —-
4։ дх Ф' ' дг

диг ди. диг ди.
ео= —+ е^=-^ + ЧГ’ е„=-^ + ֊֊- (5)

ох оу оу аг сг ох 
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где их, иу, и. - компоненты вектора упругих перемещений.
Из |1)-(5) имеем 23 соотношения смешанного дифференциально- 

алгебраического типа, которые можно преобразовать в систему из пяти 
дифференциальных уравнений с частными производными второго 
порядка: 

(а2М/ 
+

а2ч/ =_
&՜ иг& > + Чз

и уравнения теплопроводности (3|
Отметим, что алгебраическим путем исключить электрический 

потенциал »։/ из (б)-(8) и перемещения их, и՝., и. из уравнения (9), 
невозможно. Это означает, что задача электроупругости является взаимно 
связанной. Таким образом, используя в качестве основных неизвестных 
пг, иу. и., ц/, Т. имеем полную систему уравнений статической теории 
термопъезоэлектричества (3), (6)-(9). Эта система является невзаимо­
связанной относительно температуры.

Для ее однозначной разрешимости в некоторой пространственной 
Области К, в каждой точке поверхности Л' этой области необходимо 
знать искомые функции или определенные комбинации их первых 
производных.

Граничные условия для механических переменных формулируются 
аналогично условиям в задачах теории упругости. Так. если на 
поверхности 5 (или на ее части) задан вектор перемещения, то искомые 
решения для перемещений из системы (3), (б)-(9) должны подчиняться 
условиям

мЛ=«0> ыЛ = И0, = НО)
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Если же на поверхности тела 5 задан вектор внешних сил Г,,, то
граничные условия имеют вид:

„ г ду г ду
ГЛГ = ----+ е,л?. — + ЛА*. С .< I X -» ] О Г -Чдг дх

Е.Т У“։ Е.Т
С11 С12дх <7У

е.т™±
13 дг

Л.Г ..Е.Т
И ‘-12

дих ди
—-+—- 
ду дх

՛ сЕ-т ди. дих—=- + —-
дх дг >

_ т ду т ду
=ез,«>зг- + е,<п;֊^ + л>

с Е.Т ^х , Е.Т Си> Е.Т ои, 

сх ду дг

п, — + п

диу ди

Е„=е1

дх

Г О’Ш £ Г
+ —+ Л>С44՛

аг

дх дг
си. ди

дм. £ т

02

ди ои
(И)

Е.Т 'ди ди.")
—-+—-

{дг ду )
+п Е.Т 

С13

( ^их
—- + 
дх 8у)

с3?

+«.4՝;

где Гпх, проекция вектора Т7,, на декартовые координаты,

пу> п: ~ проекции орта нормой к поверхности 5
Остается записать краевые условия, отображающие конкретные 

условия электрического и температурного нагружения тела.
В случае нагружения тела, заданной разностью электрического 

потенциала на электродах, частично покрывающих тело 5,՜. задается 
значение искомого потенциа^га . В этом случае [3]:

Ч/^=±^ П21
Если внешней средой пьезокерамических элементов является воздух 

и диэлектрики, то приб.хиженно принимается (3):

Я П?.. =° (13)

Поэтому в дальнейшем понадобятся выражения для нормальной 
составляющей вектора электрической индукции. Она определяется по 
формуле:

Ип = п • Г) = пх 1)х + нуй^ + п.О. =

+ н.

ди. ди.
-------------------£

дх дг

ди. диу
-йс ду

у ди. 
дг

т си
б15 ~

дг

ЗиЛ

дг
(14)= и _,.г^ 

" дх
+ п л

Х\я температурного поля рассмотрим случаи, когда на поверхности 
пьезокерамического тела задано распределение температуры |5]
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7%=Р(х,у,г) (15)
или известен тепловой поток

5Г. ( \—Ь=ф,^,2) (16)

Кроме условий (10)-( 16) возможны и другие виды граничных условий.
Уравнения (3), (6)-(9) являются сложной системой взаимосвязанных 

относительно функций иг, и., ц/ и невзаимосвязанных 
относительно температурных уравнений.

При Т = 0 система линейных уравнений (6)-(9) совпадает с системой 
уравнений статической электроупругости Поэтому общее решение 
системы (3), (6)-(9) представим в виде суммы частного решения уравнения 
термопьезоэлектричества и общего решения уравнений электроупругости 
Частное решение системы (3), (6)-(9) ищем в виде [И]:

зф им=М 
дх ’ ‘ ду

ии

117)

где к, I и (I постоянные определяются по формулам:
лЖ, /=Х </ = ^1 

А Д Д

«и
«21

«12

«22

«м «32

«13

«23

«33

«12 «13

«23

Д; = а21

«м

Ь2

Ь3

«в|
«23 ’

«33

ь2

Д =

аи

«н=^'Г+4Л «12=^1+<5> «13 =“У1Р (15)

«21 = «33 » «22 = «33 ~ «15’ «23՜ ~У 33’

«31 = «33 «15’ «32=^'-еИ —е33 » «33=&3»

о։-Л,с1։ с44 , . с13 ), Ь3 - л \е15 4- еУ[)
При этом потенциальная функция ф удовлетворяет уравнению (3|.
Относительно уравнений состояния (4) сделаем следующие 

замечания. Для этих уравнений не учтены незначительные магнитные 
эффекты, сопровождающие процесс деформирования. В приведенной 
выше форме записи уравнений ш.езоэффекта предполагается, что 
направление вектора предвари тельной поляризации в каждой точке тела 
совпадает с направлением 0? декартовой։ системы координат. Если же 
направление поляризации меняется от точки к точке внутри тела, то 
приведенные уравнения следует рассматривать как локальные уравнения 
состояния с совмещенными направлениями поляризации оси Ос В этом 
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случае коэффициенты в уравнениях (4) будут переменными функциями 
координат.

Однако, если внешнее электростатическое поле предварительной 
поляризации обладает определенным характером симметрии, то удается 
записать уравнения состояния с постоянными коэффициентами по всему 
объему тела в криволинейных координатах, подобранных 
соответствующим образом

Приведем уравнения состояния (4) в цилиндрических и сферических 
координатах с постоянными коэффициентами дхя типичных случаев 
поляризации керамики 110]:

6) цилиндрические координаты г, z, (р (x = rcos<p. y = rsin<p)

1| поляризация вдоль оси Oz (осевая поляризация)

о, = с'гс. + с,'Л, + с'/е, -<,£, -у^Т
о, = Ч + Сп \ + «։7Е," 'l,E, I

(Е, + Е»)+С>։

Ч. = ^гу„-е^Е, (19)

О, =Е,'Г£,+е1Г։У„ 1

л = Еи Е: + «и(Е, + Е,)+е»Е. + g>E

21 поляризация вдоль оси Or (радиальная поляризация)

а. = cf/s, +Cnr(es +е..)֊е»£, -rf5r
°, =C1VE- +^Ч +</Е.- -Ykt
а. +^Ло + СпТ^։-^Ег֊УпТ 1

Ч=с«^-еХ

1201
Я

+е1>(Е» +Е։)+<?»Е, +«>Т

«;=Е;^.+еГ։у„ fl
^,=E.’;rr-+<Ya
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3) поляризация вдоль оси ф (окружная поляризация)

с, = спЧ +с"г, +c"s: -е,Х -Yn^
СУ<?=С13 (£z +e;)+C-'33 ~^ЗзД? ~УзУ

О, = си\ +<£'\ + c"s։ - e^Ev -у^Т 
^=ctTU֊eTuE,

^=c»Tyv-e^։ (21>
E

Я,=ецГД+<1%
4 = «» £, + <№, + e.)+ e3rs£, + g‘,T
D. = *»E,

в) сферические координаты

г, 8. ф (х = г sin 0 cos ф, у = г sin 0 sin ф, z = rcosO)

Радиальная поля р и за ци я

+</(с0 +£ф)-^£г -Yf3T

а0=^13 $>+СИ

аФ =^г +с1Уе0+с|£1’\֊<3£г -УцГ

ТЛ=С44 У/В’"б15^0

твф = ^(с,"-с,У)Г((,

Т9Л = С4-1 Y<pr “ ^15-^0

Л = Ег + <3 к + )+ еГ3ег - gj Т

^о=ен ^н+<?|>Уе^

Л=епГ£Ф+е|Г57^
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