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Electric excitation of a piezoccramic space with a partially elcctrodlzcd opening and tunnel crack

Рассматривается антиилоскоя смешанная граничная задача злектроупругости о 
колебаниях пьезокерамического пространства с туннельными однородностями Получена 
формула для коэффициента интенсивности сдвиговых напряжений и вершинах трещины и 
посредством численного анализа выяснены закономерность изменения характерных 
величин.

1. Введение
Многие актуальные научные и технологические проблемы

современной инженерии связаны с исследованиями процессов
распространения волн в пьезоэлектриках и с определением динамической 
прочности в окрестности различных типов неоднородностей. Решение 
возникающих в этом случае сложных проблем требует применения 
современных математических средств и методов, в частности, методов 
динамической теории упругости. Развитие этих методов отражено в 
монографиях (1-6]. которые появились в последние десятилетия.

В пьезоэлектрических средах с неоднородностями взаимодействие 
электрических и механических полей может приводиться к электриче­
скому, механическому или смешанному электромеханическому разруше­
нию. Края электродов являются источниками концентрации компонентов 
электроупругого поля, и следовательно, в этих областях возможно 
зарождение микротрещин или развитие пробоя [7]. Некоторые аспекты 
механики разрушения пьезокерамических тел рассмотрены в |8,9|.

В предположении, что электроды невесомы и имеют пренебрежимо 
малую жесткость, были рассмотрены многие статические и динамические 
граничные задачи электроупругости для пьезоэлектриков с поверхност­
ными электродами (6,10-11). При этом, в основном, изучались случаи, 
когда расположение электродов на поверхности тела имеет либо 
периодический (бесконечное число электродов), либо симметричный 
характер, что позволяло применять для решения задач эффективные в 
этих случаях методы рядов и интегральных преобразований.
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Подход, опирающийся на метод граничных интегральных уравнений, 
к исследованию гармонических колебаний бесконечного 
пьзокерамического цилиндра, возбуждаемого произвольной системой 
электродов, был предложен в (12|. При помощи специальных 
интегральных представлений решений аитиплоская граничная задача 
электроупругости была сведена к системе сингулярных 
иитегродифференциальных уравнений с разрывными ядрами. Для ее 
решения была разработана модифицированная схема метода квадратур. 
Указанным подходом были рассмотрены антиплоские задачи 
электроупругости о гармонических колебаниях пьезокерамической среды 
с туннельным вдоль оси симметрии материала отверстием (13,14] 
Нестационарная динамическая задача о возбуждении сдвиговых волн в 
пьезосреде с электродированной полостью электрическим импульсом 
рассмотрена н |15]. Дифракция волны сдвига на туннельных полостях, 
трещинах и цилиндрических включениях в пьезокерамическом 
полупространстве и полуслое методом сингулярных интегральных 
уравнений исследовалась в [16-19] Статические и динамические 
антиплоские задачи электроупругости ди։ кругового цилиндра с одним и 
двумя симметрично расположенными электродами методом рядов 
изучались в [6] Колебания бесконечных пьезокерамических цилиндров с 
дефектами типа туннельных трещин и линейных включений (стрингеров) 
в условиях прямого пьезоэлектрического эффекта рассматривались в [13].

В данной статье рассматривается аитиплоская смешанная граничная 
задача электроупругости о колебаниях пьезокерамического пространства 
с туннельными неоднородностями типа отверстия и трещины. 
Возбуждение электроупрутого поля происходит за счет разностей 
электрических потенциалов. подаваемых на систему электродов, 
расположенных на свободной от напряжений поверхности отверстия. 
Даются корректные интегральные представления решений, с учетом 
которых граничная задача сводится к системе сингулярных 
иитегродифференциальных уравнений второго рода с разрывными 
ядрами. Получена формула для коэффициента интенсивности сдвиговых 
напряжений в вершинах трещины. Приводятся результаты численной 
реализации алгоритма, характеризующие поведение компонентов электро- 
упругого поля в области и на границе кусочно-однородного пространства 
в условиях обратного пьезоэлектрического эффекта.

2. Постановка задачи
Рассмотрим отнесенное к декартовой системе координат ОхХУХ2,х3 

пьезокерамическое пространство, содержащее туннельные вдоль оси 

отверстие и криволинейную трещину’ £. На свободной от механических 
усилий поверхности отверстия располагаются 2п бесконечно длинных в 
направлении осн х. тонких электродов с заданными разностями электри­
ческого потенциала. Неэлектродированные участки поверхности отвер­
стия сопряжены с вакуумом (воздухом). Границы к-го электрода опреде­
лены величинами ра_։ и Р24(а = 1,2л), а электрический потенциал на 

нем задан величиной ф] = Ие(<1\е՜ ) (со-круговая частота, / -время). 

Предполагается, что кривизны контуров £ и С являются функциями 
класса Гельдера (20), а электроды - идеально проводящие и абсолютно 
гибкие Взаимное расположение неоднородностей, их конфигурации, а 
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Также расположение поверхностных электродов не могут быть вполне 
произвольными: налагаемые на них требования будут указаны ниже.

В данных условиях в кусочно-однородном пространстве имеет место 
электроупругое поле, соответствующее состоянию антиплоской деформа­
ции [6]. Полная система дифференциальных уравнений в квазистати- 
ческом приближении включает следующие соотношения: 
уравнение движения

IIP i ' t ՝ ■дг Эх, 
материальные уравнения среды

о, = с£Э_и3 ~e,sEm, D = eisdmu,+ Ет (ж =1,2) (2.2)т j rrt ism.? и /п \ '/
и уравнения электростатики

divZ) = 0, Е = -grad(j) (2.3)
В (2.1) -(2.3) егда3 (т = 1,2) — компоненты тензора напряжения. и3 — 

компонента вектора упругого перемещения в направлении, параллельном 
оси х3; Е и D -векторы напряженности и индукции электрического 

поля; ф-электрический потенциал; е։5 и -модуль сдвига, 
измеренный при постоянном значении электрического поля, 
пьезоэлектрическая константа и диэлектрическая проницаемость, 
измеренная при фиксированных деформациях, соответственно; р - 
массовая плотность материала.

Систему уравнений (2.1)-(2.3) сведем к дифференциальным урав­
нениям относительно перемещения и3 и электрического потенциала ф:

*c£V2w3+е|572ф = р—e։5V:w.֊ Эц ??ф = 0 (2.4)
дг

Из (2.4) следуют соотношения

О, V2F = 0 
dt'

где с -скорость волны сдвига в пьезокерам и ческой среде, к1$ — 
коэффициент электромеханической связи (5).

Механические и электрические величины при учете (2.2), (2.3) и (2.5) 
можно выразить через функции и. и Л по формулам 113]

п13 кт23 = 2^֊k(l + ^k+e,5f] 
az

D,-iD2 =-2э;, —, 
az

E.-iE2=֊l^-рЧ-^4 , 
C’Zv ЭП J

(26) 

z = x։ + ix3

Полагая w3 = Re((/3e ф = Ие(фе ":f I и F = Rc(e ' '7՛'՞), запишем

уравнения (2.5) относительно амплитудных величин:
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Фиг. 1. Среда с частично электро- 
дированным отверстием и криволи­
нейной трещиной.

72С/,+угИ3=0։ У2Г'=0, Ф = М{/3 + Г։, у = - (2.7!
э1։ с

где у - волновое число.
Считая, что берега трещины свободны от механических напряжений, 

представим механические и электрические граничные условия на контуре 
А следующим образом [6]:

(а13 + <т23 5тц/)^ = 0 (2 8»

(2.9) 

Здесь Е* и /Л представляют 
собой касательную компоненту век­
тора электрической напряженности 
и нормальную компоненту вектора 
электрическом индукции соответ­
ственно; \|/ -угол между нормалью 

к левому берегу Ь и осью Ох՝: 
знаки «плюс» и «минус» относятся 
к левому и правому берегам разреза 
при движении от его начала а к 
концу Ь (фиг. 1). Условия (2.9) 
выражают то обстоятельство, что 
соответствующие компоненты элек­
трического поля не претерпевают 

скачков при переходе через разрез I..
С учетом представлений (2.5), (2.6) граничные условия на 

поверхностях отверстия и трещины можно представить в виде

^-^(1+*,1)У,+е15Г)=0н<1С
СП

г+^.у։;Жф-(;-| сес;. д;=-эг,^=о >։а с\с. (2.101 

+ =0 на £

где — часть контура С, соответствующая электродирован ной 

поверхности отверстия; оператор д/дп обозначает производную по 
нормали к граничному контуру.

Таким образом, задача заключается в определении функций и Г’ 
из уравнении (2.7). граничных условий (2.10) и электрических условий 
(2.9) на к.

3. Сведение граничной задачи электроупрутости к системе 
сингулярных интегродифференциальных уравнений

Следуя 113). представим амплитуды искомых функций в виде
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C 4 L

F'(z) = + 
c а«,. 2я a,',

Ofh

dU± 
ds

ds

arg(z-C)cfc (3.1)

r=|z-q, '•,=|C-4 ;6C
Здесь Н['J(x) —функция Ханкеля первого рода порядка v, cis ֊эле­

мент мины дуги кош-ура, по которому’ производится интегрирование.
Интегральные представления (3.1) удовлетворяют дифференциальным 

уравнениям (2.7), обеспечивают наличие скачка перемещения и непрерыв­
ность вектора напряжения на L, а также автоматическое выполнение 
электрических условий (2.9).

Подставляя предельные значения функций (3.1) и их производных 
при z->^oeA и z->^’gC в граничные условия (2.10), приходим к 
системе сингулярных интегродифференциальных уравнений второго рода

c

ds

с

(3.2)

g10fc,^)* = o, ^ec\c;

L

dU
ds

L

dU3 
ds

ds

L
в которой ядра gm (т = 1.14) определяются следующими выражениями:

/ \ 2 e'V։og, (С.С. )= ֊ Re —— + ytf, (yr,„ )cos(v |0 ֊ а ,0)
S So

^10

g. (с. С.) = ֊г [я2 (yrM )cos(v + v |0 - 2а,0) ֊ Il ^(yr„, )cos(v - v „)] 
О
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8< (с л:)=֊*• и<՛ Что \ ?4 (с л: )= яе 
эи Ч Ч

87(«;)=։т^~а», «։(чЛ'.)=-~7^:'(у'-го)со5(ч/-а20)
2пэ„ 4э„

8«^’,С’)=1т е*”
с֊;;’ 8,.(«;)=- *՝֊.

2пэ;,
1т

е"'"

Ъ_Ъо

8,, (ъ > 0) = — Яс е + уН, (угм )со$(ц> „ - а )
™ С>

8,։(«о) = ֊,-[я;('/'•«)со։(ч» + ч»„ -2а„)֊ Н>(уг„)соз(ч/-у„)] 
О

«, (х) = — + я<»(х} н ,(х) = Д + Я?>(х) 
Л.Г тих՜

'•»=1Со-^|> '|«=;с-^|. «1о=^8(с-с;)

'■м=|^֊4 ам=аг8(;;-^ Г;о =|с֊ьо|> ам =аД‘ -£„)

Ч' = Ч<(ч). V, =Ч'(с) ՝Ро=^(С0). Ч'1о = ф(«Х еЛ <’>5’оеС

Здесь ц/ и 7։ — углы между нормалями к контурам к и С и осью

Ох} соответственно; Ф(Ср)-кусочно-постоянная функция, задающая 
значения амплитуд электрических потенциалов на электродах.

Для однозначной разрешимости системы (3.2) в классе функций с
производными, неограниченными вблизи концов трещины А (20), ее
необходимо рассматривать в совокупности с дополнительным условием

(3-3)

выражающим равенство пулю скачков перемещения в вершинах к. 
Кроме того, условие (3.3) обеспечивает однозначность интегрального 
представления функции в (3.1)

Необходимо отметить, что, поскольку возникающие в процессе 
колебаний отраженные от трещины электроупругие волны • превносят 
дополнительные заряды на парные (питаемые от отдельного генератора) 
электроды, расположение последних, а также взаимное расположение 
отверстия и трещины и их конфигурации должны быть таковыми, чтобы 
эти дополнительные заряды (по абсолютной величине) были одинаковыми. 
В противном случае система (3.2) становится неразрешимой.

Определив функции [С/3Ь(с) « Л’) из системы (3.2), по 

формулам (2.5). (2.6) с использованием представлений (3.1) можно 
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определить все компоненты электроупругого поля в кусочно-однородном 
пространстве.

Вводя параметризацию контура С с помощью равенств 
;■<(₽). ?;=;•(₽„) (о<р.ро <2я).найдем выражение для амплитуды 

плотности распределения электрических зарядов с/А(р) на к -м электроде. 
Принимая во внимание то, что отверстие сопряжено с вакуумом, запишем 
Н ■ <?*(₽) = (₽) Р«ч < Р < Р2< (3.4)

Здесь 1)^՛ (р) представляет собой амплитуду нормальной 

компоненты вектора электрической индукции на участке поверхности 
отверстия, покрытом к -м электродом. Привлекая интегральное 
представление (3.1) для функции /?’(?). с учетом равенств (3.4), (2.6) 
находим

?((Ро)=-^| ■<&> (3.5)
С 5 '■30

где Сф։ -часть контура С. на которой расположен к -й электрод.

Интегрируя выражение (3.5) по переменной Ро в пределах оз до

получим амплитудное значение суммарного заряда 0^ к-го
электрода, отнесенное к единице его длины. Ток. протекающий через 
дднныи электрод и равный току проводимости в цепи генератора, можно 
определить по формуле

Л(г)=Ке.
Ри

Ра-1

(РоЖИо (3.6)

Отметим, что в случае аптиплоской деформации напряжения продоль­
ного сдвига на свободной от механической нагрузки поверхности не име­
ют особенности на краях электродов (7). Вместе с тем, компоненты векто­
ра электрической индукции обладают особенностями корневого типа на 
краях электродов, что непосредственно следует из асимптотического ана­
лиза сингулярных интегральных уравнений (3.2) и выражений (3.4) (3.5).

4. Коэффициент интенсивности напряжений в вершинах трещины
Для определения коэффициента интенсивности напряжений К ,г/ [21] 

подучим главную асимптотику сдвигового напряжения на продолжении за 
вершину трещины. При этом будем исходить из формул определяющих
поведение интегралов типа Коши в окрестности концов Л в том 
когда плотность имеет степенную особенность [20]:

1 р(;Х = 

2л/ 1^-2

Гч(°)(^Г+Л|(г), 2е0(а)
2/51П ПСУ

г։0(ь)

2/ 51 пяо

случае,

(4.1)

т(;)= а = к,+гкг, 0<к} <1
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Для функции Лп(г) имеют место соотношения

Нп1Л։(гХ2“а)С =0> 1ш1Л,(гХ2՜^)0 = ^- 
:->а г-»А

Из асимптотического анализа последнего в (3.2) сингулярного 
интегродифференциальнбго уравнения в окрестности вершины £ 
следует, что а = 1/2. Поэтому, введя параметризацию контура трещины 
С = с(б), можно положить

'^,1 ПО(6)
. <& а /(аМ-з2 ’

/(б) = —>0, -12б<1 (4.2)

где функция П0(б) является непрерывной по Гелцдеру.

Имеем (оставляя лишь члены, дающие вклад в асимптотику)

= 5. = с«о
ди,
—- + ... 
дп

е*‘ С-
д г с-

+ ... (4.3)

где с -вершина разреза, \|/е = ц/(с).
На основании (3.1) выпишем главную часть функции (4.3):

2к J
(4.4)

Используя асимптотические формулы (4.1), с учетом (4.2) находим
я; = ±4 —2^1-, /(± 1) = *

2^2г*$'(±1) ^5-11
(4.5)

Здесь г' = :2-с| нижний знак относится к вершине с = 0 , верхний -

к с = Ь
Исходя из (4.5), находим коэффициент интенсивности напряжений 

£ I
К-и = Кт-ЛгаЛа° = ±] <4-6>

' ֊»о 2 \5 (±1)
Асимптотика нормальной составляющей вектора электрической 

индукции на продолжении за вершину разреза такова:

= Е)} сой\|/(± 1)+ £), й!п Ц/(± 1) = ±е„ —1 \ 1 (4.7)
272г у(±1)

Остальные электрические величины в окрестности £ ограничены. В 
самом деле, из уравнений состояния (2.2) имеем

=с«^2--е,։£., Д =е,5^+э(, Е„ ' (4.8)
дп оп

где £)п — нормальная компонента электрической индукции па дуге £'. как 
угодно близкой к Ь. Поскольку [о . ]= [£\] = 0 и определитель системы 

(4.8) отличен от^уля, находим /<5л?] = [&’„]= 0 . Таким образом, вектор 

электрической напряженности Е непрерывно продолжим через разрез.
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5. Численные результаты
Рассмотрим пьезокерамическое пространство (материал-Р2Т-4 [22]. 

содержащее отверстие эллиптического поперечного сечения и трещину, 
контур которой представляет собой параболу. Допустим, что возбуждение 
пространства осуществляется двумя электродами с разностью амплитуд 
потенциалов 2Ф‘. Параметрические уравнения контуров Л и С 
соответственно имеют вид

£ = 5е,&(р։+/р,8)+Л. 8 6 [-1.1]

С - R. СО80 + /Я2 51Пр, р € [о,2тг]

где 3 — угол, характеризующий ориентацию трещины в пространстве.
Решение системы интегродифференциальных уравнений (3.2) 

совместно с (3.3) с учетом (5.1) проводилось по специальной схеме метода 
квадратур [13].

Фиг. 2. Изменение относительного 
суммарного электрического заряда на 
электроде в функции нормализован­
ного волнового числа
Р, = 5я/14. р, = 9я/14, 
Р։ =19п/14, р4 = 23я/14

Фиг. 3. Изменение относительного 
коэффициента интенсивности напря­
жений в функции нормализованного 
волнового числа
р,=5п/14,р2=9я/14,

р3 = 19я/14, р4 = 23тг/14

Фиг. 4. Изменение величины
Т]՜ = аГ§(Г20(± 1)) в функции 

нормализованного волнового числа 
Р,=5я/14, р2 = 9я/14, 
Р3=19я/14, р4=23я/14.
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Фиг. 5 Изменение относительного Фиг. 6. Изменение относительного
суммарного электрического заряда на коэффициента интенсивности
электроде в функции нормали- напряжений в функции
зрванного волнового числа нормализованного волнового числа
Р, = п/6, Р: =6, Р| = п/б> р2 = 5пу6>
Д =7л/б, р, =11я/б՛ р3 =7я/6, р4 =11п/6

Поведение величины 2* =|£?/(Эц Ф’] (О—амплитуда суммарного 

заряда на электроде) в функции нормализованного волнового числа у R 
представлено на фиг.2. Кривая 1 построена для значений параметров 
^/Л2=1, р,/Л։ =0, Л/Л =3, 0 = 0,Р, =5я/14, р2=9л/14,
Р3 = 19я/14, р4 = 23я/14; кривая 2 —для тех значений, кроме 

р} /Л, = 3. $ = л/2 (R ֊ 0.5(Т?։ 4֊ R.,), 2/ — мина разреза).
Па фиг 3 и 4 приведены зависимости относительного коэффициента 

интенсивности напряжений (К;„)= ^ччП?(±Пп.)(±1)/(2е,։|Ф,|) и 

Т =агё(О0(±1)) от у R для тех же значений параметров и в том же 
соответствии, что и на фиг.2. Сплошные .линии соответствуют вершине а, 
штриховые - вершине Ь .

Зная величину (^//?), коэффициент интенсивности напряжений 

можно определить по формуле

Кш = (кт )с05(шг ֊ агёП0(± 1))

Для случая большей площади электродного покрытия 
(р։ = тс/6. р> = 5л/6. Р3 = 7я/6, р4 = 11я/б) аналогичные результаты 
расчета представлены на фиг. 5 — 6. Кривые 1 и 2 здесь соответствуют 
параметрам //?у‘= 1, р։/R՝ = 1, р2/Я, = 0, Л/R, =3, 3 = 0 и 9 = я/2.
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Заключитслы։ые зам еча։Iия
Представленный подход к решению смешанной стационарной 

динамической задачи электроупругости позволяет эффективно 
исследовать влияние инерционного эффекта на поведение компонентов 
электроупругрго поля в пьезокерамическом пространстве с туннельными 
неоднородностями достаточно произвольной конфигурации для 
различного количества активных электродов. При численном решении 
сис темы йнтегродифференциальных уравнений (3.2) по схеме метода 
квадратур |13], в -силу того, что некоторые, ее ядра терпят разрывы, в 
плотности обладают корневыми особенностями на краях электродов, для 
достижения удовлетворительной точности следует брать значительное 
число узлов разбиения контура сечения полости, что приводит к 
увеличению затрат процессорного времени. Несмотря на это, 
рассмотренный подход привлекает своей универсальностью, позволяя 
исследовать различные варианты электрического возбуждения 
сопряженных полей без какого-либо принципиального изменения 
алгоритма.

Из представленных результатов расчетов следует, что поведение 
электрических и механических величин существенно зависи т от частоты 
гармонического нагружения, взаимного расположения и конфигурации 
неоднородностей, а также расположения и размеров поверхностных 
электродов. Наличие трещины может значи тельно усилить динамический 
эффект. Например, как следует из фиг.5, величина 0' характеризующая 
суммарный электрический заряд на электроде, может превысить свой 
статический аналог в 2.9 раз (кривая 2). В отсутствие трещины эго 
превышение составляет лишь 9% [13]. Отметим также, что в статике 
(© = 0) электрическое нагружение пьезокерамической среды в условиях 
антиплоской деформации не вызывает в ней механических напряжений и 
поэтому коэффициент Кш равен нулю.

Работа выполнена в рамках договора о научном сотрудничестве 
между Афинским национальным Техническим Университетом и 
Институтом Механики I (АН Армении.
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