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LT. Վ. ԲելուբեկյաՕ. Յա. Դ. Սանոյան 
Բարձակային սափ ծոման հաշվարկը

ՈԽլղանկյան սափ ծնման խնղիրներր լուծվում են անափսփկ կերպով այն դեպքերով, երր սափ 
երկու հանդիպակաց կողմերը ազատ են, և կիրառվում է փոփոխականների թաժացման մեթոդը: I՜ ո.ս 
դեպքում խնդրի յուծման համար անհրաժեշտ է թվային և մոտավոր մոտեցումների կիրառումը [1]: 
Տվյալ հոդվացում այդպիսի խնդրի լուծման համար առաջարկվում է կիրաոեյ բվային մեթոդ [2 3]

M. W. Bdubekyan, Yu. G. Sanojan 
Calculation of Cantilever Plate Bending

Задачи изгиба прямоугольной пластины решаются аналитически в случаях, кегдр дп- 
противоположные стороны пластины свободно оперты В остальных случаях для решения з=֊ 
дачи необходимо применение численных и приближенных методов 11 ] В настоящей статье 
для решения такого типа задач предлагается использовать численный метод основанный на 
разложения в ряды Фуры*. (2.3].

Рассмотрим консоль в виде пластины, левый конец которой закреплен. 
Координатная плоскость хоу совпадает со средней плоскостью Не верх
нюю поверхность действует равномерная нагрузка q Правый конец 

находится под воздействием момента силы Л/л и поперечной силы л а 

каждая боковая сторона консоли-под воздействием момента сил .Vf) . 

Размеры консоли: длина- а, ширина - 2d, толщина-2/1. Расположение 
координатных осей относительно пластины показано на фиг. Լ Расс тягаем 
изгиб пластины под воздействием указанных выше сил.

Решение задачи по определению упругих характеристик на основе 
теории пластин Кирхгофа сводится к решению бигармоническогс ураз- 
нения, которое при введении относительных координат х = х/а . у = у/.2 
и безразмерной функции перемещений и(х,у) = к(х, у)/2Л имеет вид
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Чх, у) ~ д4 и(х, у) д4 \у(х, у) _ 4
--------:------ Ь 2---- х—;—I--------- ; — (Г ' 

дх4 дх2ду՛ ду
при следующих краевых условиях:

х — О, и/(0,}’) = 0, и\(0,у) = 0 при ~а<у<а (2)

х = 1, + у^>.уи’(А>') = _^хУ ’ при -а<у<а (3)

х = 1, Л Ди<х,^) + (2-у)аху>Хл,у) = ֊Л'։у ' при-а<>'<а (4) 

у = а, дуу^х,у) + удхх\у(х1у) = -М>у~2 при 0<х<1 (5)

у-ау Зуух(и|(х,֊у) + (2-у)Зулх^(х,։у) = 0 при 0<х<1 (6)

где
д = \2(\-у2)д/Е, у = 2Л/а, Л/х = 3(1 ֊ у2)Л7։/Л2Е .

Му = 3(1 -V2 )М ՝ /Ь2Е> ;У = 6(1 -у:)Ы/ЬЕ, а = <1/а, Е - модуль 
упругости. V — коэффициент Пуассона.

Краевые условия (2) — (6) симметричны относительно оси х . Поэтому 
и функция перемещений, приведенная ниже и, которая является решени
ем (1). должна быть симметричной относительно этой же оси.

и(.г. у) = ЦММ) ДЛЛ(М)-^2Ч))С°5(ХЯ>>)+
«=1 сЬ(лп)

’ С" 4т^(^-(у-0։Ь(хла)1Н(хя>') + Хпа(1 - у)-(1 + у)Л(хла))5т(х„х) + 
сЪ(х„а)

+ Г4х4 + ГЗх3 + Е2х2 + Е\х (7)

где А,п = яи/а. хя = яп .

։ . Му-1)1Ь(л„) =Х„(у-1)01(л„)-2
л,(у-1)-2т(х,)֊ * ” х„(у-1)-21Ь(х.)

В решении (7) только член Л4х՜' является частным решением уравнения 
(1). а все остальные члены представляют общее решение однородного 
би гармонического уравнения. Наряду с этим (?) удовлетворяет первому 
краевому условию (2).условию (б), а сумма обращается в нуль при 
подстановке в условие (3) благодаря специальному подбору 
коэффициентов £1„ и ^2Л. Таким образом, общее решение уравнения 

содержит только 3 набора неизвестных коэффициентов /1П, Вп, Сг реше
ния би гармонического уравнения и четыре неизвестных /П. Е2, Е2, ЕЛ. 
Для определения ^4 подставим решение (7) в(1). Учитывая вышесказан
ное относительно свойств функции перемещения (7). найдем

/^4 = ^7'7’24 (9|
Первое краевое условие (2) выполняется тривиально, так как при 

Л* = 0 все выражения при .4.,, ВГ։, Сп и полином, в том числе.обращаются в 
нуль.

Подставим (8) во второе краевое условие (2).
(0,у) = Л + X А"(К"~^~В"82՞ +

Л-1 сЬ(Хя)

12



+ С,Х. 4т“ {(у - >)х„ [у։Ь(хла)1Ь(х„у) - а] - (1 + у)Л(х,а)} = 0 (10) 
сЬ(х.а)

Разложим функцию при Сп в ряд Фурье по С08(Хяу). Тогда, 

обозначив через ап,Ъп коэффициенты при Лп и Вп, представим (10) в 
виде

^+£(Л„в2,+Я,И,)со8(М)<Е^7^+Ё £С„С2„.„ со։(Хя>>) = 0(11) 

где сО2Л и с2П1Г! —коэффициенты разложения в ряд Фурье и равны

с02 _ 4vth(x,a)J _ 4x’cos(X„a)th(x„a)2 ,,2 2
- ------------------- -  73— V՝-« + V/vn) 

a-----------------«(лт + х„)
(12)

Разложение по cos(Xmy) в двойной сумме формулы (И)заменим на

разложение по cos(Xny), поменяв местами индексы т и п

Fl + У Aa2+BZ>2 +Ус c2fflfl л л гт л / _4 гг, пт ,п
COS(\>') + X“^ = 0 ОЗ) 

л=1
Чтобы левая часть этого выражения б։ола равна нулю, необходимо 

приравнять нулю все коэффициенты ряда приС05(дя>') и сумму двух 

оставшихся членов, из которой определим Л1

А,а2„ + В„Ь2, + У С с2, „ = 0, И = -У ֊-—֊ 
л«1

(14)

Подставим (6) в краевое условие (3). Учитывая замечание, сделанное 
выше относительно коэффициентов £1г и g2f, и. принимая во внимание.

4Tosin(%B) = 0, получим

6Г4 + ЗГЗ + /:’2 = ֊М//’72 (15)
Подставим теперь (8) в краевое условие (4)

6(П+4F4) + X (AX’(gl,(X„(l - v)։h(X,) 1 - v) + X,(v ֊ 1)) +
*4

+^(Х,(у-1)+(1 + у)т(Хя)+^2я(Хяа-У)А(Хя)-1-у))со5(^))*Сх;(У-1)х

* С08(х„)֊;֊֊-; (х„<х(у ֊ 1) ֊ (V ֊ 5 + Х.,Я* - 1)1Ь(хлу))1И(хяа))) = ֊^х7 1 < 16) 
сЬ(х„а)

Разложим функцию при неизвестной Спз ряд Фурье поСО8(ХД1у).

Тогда, обозначив коэффициенты при Ап и В„ через а4п и Ь4п, перепишем 
(16) в следующем виде:

24Г4 + 6^3 + + Й,МЯ) С08(Х„у) +
”-1 (17)

+ Ё + Ё Ё С»с4»л. с°։(Чу) = -^л7՜’
л«1 л=1 т“3

где коэффициенты разложения в ряд Фурье с4„_т и постоянные с04Л при
ги = О приведены ниже
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С4,_=4х;(у-п^)^.«)^«)г.((3_у)Х1,+2^) (18)

с04. = 8Х‘?У-1)с°5(Х.)Д»(Х.а)2 (19)
а

Разложение поСО8(Х„у) в (17) заменим на разложение СО8(Хяу), 
поменяв местами индексы т и п. и. приравняв затем к нулю сумму при 
С05(ЛЛ)')г д оставшиеся постоянные члены к правой части уравнения, 
получим вторую группу Л’ уравнений (если ограничиться числом членов 
разложения в ряд Фурье равным /V) и выражение для определения 
значении /г3

Д,о4. + Я/4. + £ С„ 4„ „ = 0 (20)

Подставим (7) н краевое условие (5)
2(Г2 + З^Зх + 6Г4х2)у +

+ £ Х„ со5(Хла)СЬ- ~яХ) (Л,(МУ - 1)((Ь(Хдх) ֊ х$1.) - 2у$1,1Ь(Хях)) +
Г? сЬ(к„)

+ В, (2у(1 - #2, 1Ь(Х.х)) + ха^2я(у - 1)(Ш(Хях) - %2Л)) +

+ Сд:.(у - 1)8т(хйх)(ахя(у ֊ 1)5Ь(ах.)2 + (3 + у)1Ь(ах„)) = ~֊^-

Разложим функции при Ал и Вп в ряд Фурье по 51П(хтх). а функцию 

2(Г2 + ЗВЗх -г 6£4х3)у и постоянный член справа от равенства по

։։п(%„х)
да х ( *_ '

£т5„5п։(-/.,,х) + £ Ел.а5-.-+в«*5.-- з1п<Х«^) + С.с5,8т(%„х) =

ЛГ,(1֊С05(х,)) . . .
——;---------- ։ш(х.Ц

У X.
где коэффициенты разложения соответственно равны

„С 2Х,Х.СО5(х.)С08(Х,«)„
.т ^2 ^2 ^2

х [2^1я(к; + V/. ;)1Ь(л.) + л.(у -1 ))(/.; + х!)]

(23)

(24)

= 2^а-С°4^-(20?, +vx;)(sh(л,) + cos(xJ(g2.th(Xя)-!)) +

+ 1,(У - 1)СО5(Х„)(>?. +х1Х«2. ֊ш.))) (25)
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С5. - (V -Г)х;(а^-(-л֊ + (3 + у)։Ь(х,а)) (26!
сЬ(х„а)2

4У /
т5„ =— (12Г4(со8(Хл)-1)->-(^2-(Т2 + 3£3 + 6£4)Со5(х։))х;) <2’> 

Хп
В /и5п входит неизвестная константа С’„, которая содержится в 1'2 и 

ГЗ. Ее необходимо выделить и перенести во вторую сумму выражения 
(23) Для этого определим сперва Г2 из (15), подставив в него значение 
ГЗ из (21)

Г2 = _^ + ^ + 6Г4+У^ (28)
2у 2/ £ 4

Полученное значение Г2 подставим в (27) и. заменив в ней сумму при 

коэффициенте СОБ(хп) на равное ему значение из (15), после несложных 

преобразований получим

V хт5р ° /п51 + — V С с04 (29)

-1 4угде тп51п = —г- 
X

12Т4 + ■£ ](со5(хЛ) -1) + х;| 6Г4 +

Подставим полученное значение ?н5л в 

ними Ст в левой части уравнения, 

правую часть.

(23) и оставив сумму с неизвест-

переяесем оставшиеся члены в

т.п + С.с5_ Л г + —2С»сО4.и8й1(х,х) 
Хп л։-1 / (331

й-1 —( /-п

Приравняв коэффициенты разложений в ряд Фурье обеих частей этого 
равенства, получим последнюю группу из .V уравнений с ЗА7 неизвест
ными

ул < с ул г, >г <• - 5,1 V г П1 <1 С05(Хл )) О').
2^А^5П։П ^^ВтЬ5пп + С„с5я +— 2Стс04м --^51.--------- ---- --------- (321
п-1 я,-] ХЛ п֊'. У Х,г.

дхя п =1,2,...;У; т = 1.2,..М , при этом М необходимо брать равным Л7 . 

Это уравнение с уравнениями (14) и (20), также состоящих из А'՜ 

уравнений, образуют систему из ЗЛ’ уравнений с ЗА՜ неизвестными Д„, 

Вп,Сг . Неизвестные постоянные Р1, Р2, /՝3 получим подстановкой 

полученных значений С„ в выражения (14), (28) и (21).
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Графики функций перемещений для значений 
V = 0.3, Х = 0.05. .V, = 0,М\ =0, =0, с/= 10՜5, а = 0.25,0.5,0.8

приведены на фиг. 2.3,4, при /V = 20. Дальнейшее увеличение количества 
членов разложения функции перемещений не приводит к заметному 

изменению вида графика. Для нулевых значений М х, Му и 

перемещения консоли определяются в основном полиномом четвертой 
степени. Значения перемещений, определяемые тригонометрическим 
рядом формулы (7), вычисленные для а = 0.8, х = 0.5, х = 1 при 
изменении г от 0 до 0.8 шагом 0.1, приведены в таблице. На фиг. 5 

приводится график изгибающего момента М х на закрепленном и 

свободном краях, вычисленный при а = 0.5 для ;У = 100.
Авторы выражают благодарность профессору Баблояну А. за ценные 

указания, сделанные им при рецензировании статьи.
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Фиг 3Фиг 2

Фиг. 4 Фиг. 5
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Таблица
У и<0.5,у)х104 и<1,у)х10'։
0 -2.102 -3.733

0.1 -2.061 -3.412
. 0.2 -2.022 -2.506

0.3 -2.259 -1.194
0.4 -3.285 0.2733
0.5, -5.924 1.616
0.6 -11.39 2.562
0.7 -21.28 2.997
0.8 -37.36 3.055
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