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Րարլոյան Ա.Հ., Բեգլարյան Ա.Գ., Շահվերդյան Դ.Ն.О расчете анизотропных основанийЛ.А. Баблоян, А.Г. Бегларян, Г.Н. ШахвердянРазработана медодика точного расчета напряжений и перемещений в анизотропных грунтах конечной толщины, сжимающихся жестким основанием сооруженийThe Account of Anizotropic foundation A.G.Beglaryan, A.H. Babloyan, G.N. Shahvcrdyanbqninpnu| հիսնատակերում կոնտակտային Լարումների որոշման հարցերը մշակված են շատ հեղինակների կողմից [l;2] Անիզոտրոպ հիմնատակերի համար այդ հարցերը դեռևս մնացել եհ րաց. Քանի որ անիզոտրոպ մարմիններում լարումների ե տեղափոխումների բաշխումները էապես տարբերվում են իզոտրոպի դեպքից, այդ պատճառով անիզոտրոպ հիմնատակեիում րսրումների (մասնավորապես կոնտակտային) և տեղափոխումների որոշման հարցերը դաոնում են հրատապԱշխատանքում, գծային առաձգականության տեսության հիմքի վրա. մշակված են մաթեմատիկական ճշգրիտ մեթոդներ որոշելու համար թորումները և տեղափոխությունները վերջավոր հաստության անիզոտրոպ հիմնատակերոա. որոնք սեղմվում եմ կառույցների կոշտ հիմքերով- ենթադրվում Լ որ հիմնատակը գծորեն անիզոտրոպ է., իսկ անիզոտրոպիայի գլխավոր առանցքները շեն համընկնտմ հիմնատակի եզրերի հես։:

I. Խառը եզրային պայմաններով խնդիր
Մինչև կոնտակտային խնդրի լուծելը նախապես դիտարկենք հետևյալ օժանդակ 

խնդիրը:
Որոշել լարումներն ու տեղափոխումները ուղղագծորեն անիզոտրոպ շերտում, 

երբ նրա մի եզրը ամրակցված է, իսկ մյուսը՜ բեռնավորված է կամայական ձևով 
(նկ.1):

Պ,(^) = /Թ ^(^) = Տ£), «4(է0) = Պ։(^,0) = 0, (—օօ < ^ < co) (1.1)
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Հարթ դեֆորմացիոն վիճակի դեպքում ուղղագծորեն անիզոտյապ մարմինների 
հավասարակշռության հավասարումների լուծումները (—=օ < £ < co. () < T] </?) 
շերտի համար կարելի է ներկայացնեք Ֆուրյեի ինտեգրալների տեսքով [3;4j.

"4 = J «, = ֊ J
-«■ p՝։ -co /-՛-։

Պ = f Ecp-4/X)X/',5*M՛^, a. = f (1.2)
~oo p-l -X, P“l

նո = J 
-co p՞։

որտեղ Ap(X) կամայական ֆունկցիաներ են.

cp = a՜' cosqs + fsincp. տր = asintp-fcosca

< =ko(ap)cos(t>-sin(p]E0‘l(a/)> ep = (fy0 (a p) sin <p +cos <p] £;'(«,,) 

fa „ coscp-sincp sr $ coscp + /a/։ sincp cr

ar sin(p-fcos(p icp ՛’ ap coscp + fsintp f.v„

, ւ՜<*ո=----- r֊^, =----- ^֊.S> (/> = 1,2,3,4)
Դ°Գ sPaP

£0(a) = a '[cnY0(a)֊c'15a] = -a[c13y0(a)-cya] = c44[ay0(a) + 1J =

= Գ<£ււճճ£», 7|(|,)5^հՏ.^-«Կ (L3)
c,3+cM C„- ac„ (c15+c44)-a

Lljuuibil c։ անիզոտրոպ նյութի առաձգական մոդուլներն են գլխավոր 
ուղղությունների նկատմամբ (X0>։- համակարգում), (p անիզոտրոպիայի գւխավոր 
ուղղություններից մեկի և շերտի եզյւերի կազմած անկյունն է, իսկ a „ (p = 1; 2; 3; 4) 
երկքառակուսի հավւսսարման արմատներն են, որը ստացփււմ 1: (1.3)-ի վերջին 
առնչությունից:

Ռավարարելով (1.1) եզրային պայմաններին և կիրառելով ստացված 
առնչությունների նկատմամբ Ֆարյեի հակադարձ ձևսւվախությունր, /lr(Z.) 
անհայտ ֆունկցիաների որոշման համար կստանանք գծային հավասարումների 
համակարգ:

p-l ր-l
4 4 • O'4’
yA„ = 0, ye„A„ =0, Z = e“1՝'
Հ_յ P P * Ճ-< P P ’ P 
P-l p=l

fW = g(X) = ֊- (15)

Ստացված (1.4) համակարգի լուծումն է
A0(XMz,(X) = 7(X)x/,l(X) + g(X)xp2(X), (p = l;2;3;4) (!.5')
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*11 = (Հ^4 + «Պ ֊^4)5?ճ? + (Հք3 -Հ82)տ4Ճ4
*21 = (^4^3 ՜^3^ւ)5|^1 + (^1^4 “՜ +(^3Ջ| ”^|Պ)ձ4^*4
*31 = (^2^4 (^էՊ )^2^2 ՜^՜(^1^2 ~^2^1 )֊?4^4

*.Ա = (Վ\^2 ՜^2^յ)^1^1

*12 = (Հ«3 - ) Շ272 + (^4 - ՀԴ) Գ23 + (Հ*շ - Հ^Յ ) Գ^4

*22 =(Հ«4 +(ՀէՊ ֊Հ^)Գ2յ + (Հժ3 ֊Հժ։)ժ։7.,
*32 =(ՀՊ-Հ^)^12։ + (4*4 -Հ*|)*222 + (Հ*. -Հ^)ճ424

\հ2=^2^-^1հ2)<:^+<^ -d^c2Z2^{d}e2

^M = (diei-d3e,)(c2s]-շ՝,տ2^2 + ^. ֊հ^Ճ^ +

(1.6)

(1-7)

+(Հ«?։ ֊d^eհ)(c:,s2 -c2si)Z2Z3^Հdye2֊d2eՀ)(c^s] -շ}տ^/.^, + (1.8) 

+(Ժ,(?3 ~ <^յ£| ) (Շ\|Տշ ~ ) 2շ24 + (Ժշ<?| — ճ/խշ ) (ՇՀծ՚յ — Շ’3Ճ4 ) ^5/4
Նշենք, որ ձ(1) = ձ0(/^)• £ր/յք-/ձ-1ա(₽յ+քշ)] Ֆունկցիան (ի = 0; ±ո/2 

դեպքում զույգ է և իրական ճ-ի համար ընդունում է իրական արժեքներ: Մնացած 
դեպքերում Ճ(ճ) և ճո(/..) ֆունկցիաները միշտ ընդունում են կոմպլեքս արժեքներ:

Տեղագրելով ֆունկցիաների արժեքները (1-5)-(1 8)-ից (1.2)
բանաձևերի մեջ, կստանանք օժանդակ խնդրի վերջնական լուծումը:

2. Ողորկ դրոշմի ներթափանցումը անիզոտրոպ շերտի մեջ
Դիտարկենք այժմ ողորկ կոշտ դրոշմի ներթափանցման խնդիրը գծորեն 

անիզոտրոպ շերտի մեջ, որի ներքևի հիմքը ամրակցված է, իսկ անիզոտրոպիայի 
գլխավոր ուղղություններն անեն կամայական կողմնորոշում: Շերտի վերեի եզրը 
դրոշմից դուրս ազատ է արտաքին լարումներից: Դիտարկվող խնդրի եզրային 
պայմանները կլինեն.

Պ(^0) = «ո(§,0) = 0, *,ՀԱ) = Օ, (1^ XX)

= (1£1^')> Ծո(^,/?) = 0. (|գ|>Ք)
(2 I)

որտեղ \'(£,) դիֆերենցելի ֆունկցիա է: Նշանակենք անհայտ կոնտակտային 
լարումներր /Հ£)-ով'

ՊՀ,*) = /© = (2.2)
0, (15(>օ)

և օգտվենք օժանդակ խնդրի լուծումից: Հաշվենք տեղափոխման վեկտորի 
բադադլյիշները 3] = հ սսլդի վրա:

Մի շարք ձևափոխություններից հետո (1.2)-ից կստանանք
»,(£,/.)= ]7(4)^Ն՚1ՀմՀ (2.3)

Հ ճ0(1) Հ ձՏ(Հ)
որտեղ

5



ձ։(1) = (Հ<?3 -Հ<?4 ) (£;Ք, -ժ,5:)Հ7, + (Հճ2 - Հ տ4)(£։5յ - ) ճ/յ +
+(Հ₽2 ֊Ժ2€})(€։Տ, ֊Շ,Տ։)7.7է + (Ժ4Տ, ֊Ժ։€։)(^5; -«յձյ)2շ7յ +
+(մ^։ -ժ,€3)(€254 ֊Ք45,)2,74 +(Ժ2^։ ֊մք2)(€4տ3^ՏՀ7Հ74 (շ 4)

(X) = (^4Վւ ՜ <^ժ4)(^շ^ւ ~ 1հտՂ)^ւ^*: +1 ՜՜)(^ւձն ՜ ^յՊ ) ^ւ^.? +
+(ՀԴ ֊^2<է)(Հ5| ֊Հ54)7/4 +(Հ^, -Ժ,է4)(Հ5յ -Հ53)ճշ/, +
+(Հէ, -Ժ։Քյ)(մշ54 -Հ5յ)ճյճ4 +(մՀ։ ֊ժ^շ)(Հ5, -Հ54)ճյ24

Նշենք, որ (2.3) բանաձևերում
«(>.)= 4*77? = */,Ռ) + '^յ(’-). ^Հ) = ֊71֊7 = ^^) + ւձ-։(Լ) (2.5)

ձ0(Հ) ձ0(ձ)
ֆունկցիաները X -> ±օօ գեպքւււմ ձգտում են վերջավոր սահմանների:

Լւա ձ՚(>.) = X = Հ +1 հ , Լսո .V/(X) = X = X, ՜է՜ ւ ՝Լշ

յէ_ ք.յ,-է,5. (2 6)
£շ5։ *՜է՚։5շ մ,5, -է'։ձ՜:

Բացի էրս. ծՀէ(?Հ) և #։(^.) ֆունկցիաները կենտ են, իսկ ձ7?(?.) և ;\ .(/^)-|1
գայգ.

;\/(0) = ձ’(0) = 0, 0 = 1^,+Բ1), ^Ա)֊Հ = 0(^՛^) 

^(A.)-k=0(e՜^,,\ ճ->4օօ

Տեգաղրեւով /(X) ֆունկցիայի արժեքը (I 4)-ից (2.3)-ի մեջ և հաշվի առնեԼՈվ 
(2.5)-(2.7) հատկությունները տեղափոխման վեկտորի բագագրի^նեըի որոշման 
համար, կստանանք հետևյսգ վերջնական բանաձևերը 

«4(տ։^) = ^ յ Հ,1ո<:։հ
4քՅ/յ

՜Աշ

ւ^ՀԼ.հ)^~ ք *։ 1ոշւհ
71 յ 4^հ

֊Շ

f(x)dx

(2Տ) 
/(%)<&

հ

հ

հ

հ

ււրտեւլ օգտագործված են հետևյալ նշանակումները.

^ՀՕ = յ/.՜:[ձ/1(ձ)-7,էհթ/.]€օտ/.(ժ>. 
օ

7/; (() = 0.5ո %շտ!ջո/ + |ճ" [ձ/յ (X) - X. ]տա XzմX

(29)X'
Գ (0 = խ՛ խ, (>■) ֊ է, ։հ₽ /ւիօտ Նմ>.

0
ր

Շ\(7) = 0.5ո^:տյ^/ + /X՜։ [.V, (X) - 1(: ]տ)ո X/(//..

(2.8) և (2 9) բանասերը ստանայիս օգտագործվել I հետեյաւ ինտեգրողի արժեքը
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յրՊհխ-շօտօրմ* = 1ոշէհ^—֊^-Լ (Ռէթ>0) (2.10)

Նշենք, որ (2.9) ֆունկցիաները է —> օօ դեպքում ձգտում են զրոյի էքսպոնենտի 
օրենքով, ?/։ և Շդ ֆունկցիաները անընդհատ են ամենուրեք, իսկ /7, և Շ, 
ֆունկցիաները է = 0 կետում ունեն վերջավոր թռիչքներ համապատասխանաբար 
7է£, և 71Հ՜֊, չափերով:

Բավարարենք այժմ (2.1)-ի = \’(գ) պայմանին հաշվի առնելով նաև
(2.2): Այնուհետև արտապատկերելով տիլաւյթր ^|<1-ի վրա. անհայտ 
կոնտակտային լարումների որոշման համար կստանանք առաջին սեռի սինգալյար 
ինտեգրալ հավասարում.

[ ՜Հ|1ո«հ~^ + 0(շ) րէ№<Հ = *0(ւ), |*|<1
-1Լ 4₽ յ

(2.11)

որտեղ կատարված են հետևյւպ նշանակումները
Շ’(շ) = (;,(շ)-6'2(շ), 2=^-^, թ = -, /?օ(7) = ^(օր), 70(յ:)= Ո^(զբ)(2.12)

Ա £7 £7

(2.11) ինտեգրալ հավասարման ռեգուլյար մասում մասնակցող Օ2(շ) կենտ 
ֆունկցիայի առկայության պատճառով նույնիսկ համաչափ բեռան տակ անիզոտրոպ 
հիմքին սեղմվերոց կոշտ դրոշմը կթեքվի Օ = 0(|4,6' ) անկյանով: Իսկ (2.8)-ի 
առաջին բանաձևից հետևում է, որ դրոշմը կտեղափոխվի նաև հորիզոնական 
ուղղությամբ:

(2.11) սինգալյար ինտեգրալ հավասարումը գծային հանրահաշվական անվերջ 
համակարգի բերելու նպատակով կօգտվենք [6] գրքում ստացված սպեկտրալ 
բանաձևից.

7(|յ֊յ'||1ռ Շէհ
4₽յ.ւ Հշհ2ր-շհ2րթ

= (« = 0;1;2...) (2.13)

որտեղ օգտագործված են հետևյալ նշանակումները
71 ո V

ր = ——. ¥ = ֊ԸՕՏ50, X = բ0 =—— 1Հ(€՜՜-ր)
2₽Ի ր6

■V?Ո. =-ճ֊7ր(6-2ր)էհ 
որշ

7Մէճ((?՜;ր)
0? = 1;2-). ^՜2ր) ]’

ո=---- ր— ր ձրօտւո0 ^~2ր)
ճ1ր

2տհ2ր
(2-14)

Ր ձրշտտ
2տհ2ր՜ Հ\6՜2ր')

. 5/2 ր'
7” ր
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Այստեղ ՀՀ*) Չեբիշևի առաջին սեռի բազմանդամն է. £(*), /^(«թ, X)
էյիպտիկ ինտեգրալներն են [5]. իսկ 6,, ո Կրոնոկերի սիմվոլը:

Անհայտ կոնտակտային /20(*) լարումը ներկայացնենք Ֆուրյեի շարքի 
տեսքով՜ րստ Չեբիշևի բազմանդամների (6):

թշ(Հ) = (օհ2ր-օհ2ր*)՜' ՜ Լ(ճ), (| X |< 1) (2.15)
•Տ՜

Տեղագրենք ֆունկցիայի արժեքը (2 15)-ից (2 II) հավասարման մեջ և 
օգտվենք (2.13) բանաձևից: Սի շարք ձևափոխություններից հետո անհայտ 
Ֆուրյեի գործակիցների որոշման համար կստանանք գծային հավասարումների 
անվերջ համակարգ

+ =/,. («ւ=0;1;2-) (2 16)

որտեղ
, , ր
ձո = Կ •£.. Լ. = 7 * —-

। Հէ՝հ2ր ֊օհ2ր*
1 ւ {217)= V 7 0(շ)7,(^)<£ր րէ(ր)^
.। , ^(շհ2ր - օհ2որ)(օհ2ր - շհ2րյ/)

Անվերջ համակարգը ստասափս օգտագործվեյ է նաև Չեբիշևի (2.13) 
բազմանդամների օրթոգոնալության պայմանը [6]

ք^****^.,. (^ = 0;1;2...) (2.(8)
_ւ Հօհ2ր֊շհ2ր*

Օգտագործելով Պարսեվալի հավասարումը Ֆուրյեի կրկնակի շարքերի համար 
Շէ,ւէ _ |* ւ*___________ (շ)շձրւ/ր_________

.0 £ * € „ • 7(շհ2ր “Շհ2րր)(օհ2ր - շհ 2ր V)

դժվար չէ ապացուցել, որ (2.16) համակարգը ս > Ա, դեպքում փովին ռեգուլյար է, 
որտեղ Աօ կախված է հիմնատակի անիզոտրոպիայի գործակիցներից և (ի 
անկյունից:

Օգտվեյով (2 2). (2 12) և (2.15) բանաձևերից հաշվենք կոշտ դրոշմի վրա ազդող 
ուժերի համազորը և մոմենտը

?= ք/(Հ)ժ£=օ'խ|>(։)<ք։ = ճՏ0/,։,, »՛. =

< ' ՀՀշհ2ր ~օհ2ր.ր
(2 19) ս I «

5/ = խ՜(տ)^ = "2 ք.է^0Ա)^ = «՜՝
-1 *-Ա,5

Դրոշմի հորիզոնական ուղղությամբ տեղափոխման >ափր կորոշվի (2.8)-ի 
առաջին բանաձևի օգնությամբ

Երե դրոշմի ւաւյրակետերի փոքր շրջավայրերում անհայտ կոնտակտային 
լարումները ներկւռրսցնեեք նյութերի փխրուն քայքայման տեսության հայտնի 
բանաձևերով

X



= Ի1<1. -<«±(1-0).
y/\ + X

ապա եզակիության գործակիցների որոշման համար (2.14) ե (2.15)-ից կստանանք 
հետևյալ բանաձևերը:

Հ(֊1) = (2րտհ2ր)-<1տչ;(֊1)Դ1 . Հ( + 1) = (2րտհ2ր)-օտչ;/;.
*-0 *=0

Այստեղից հետևում է, որ դրոշմի ծայրակետերում կոնտակտային լարումների 
եզակիությունների ՜գործակիցների արժեքներր կախված են հիմնատակի 
անիզոտրոպիայի գործակիցներից (^։;), անիզոտրոպիայի գլխավոր 

ուղղություններից ((թ) և դրոշմ]։ հարաբերական լայնությունից (^1):
Որպես օրինակ դիտարկված է ողորկ կոշտ դրոշմի ներթափանցման խնդիրը 

գծորեն անիզոտրոպ շերտի մեջ, երբ շերտի ներքևի հիմքը ամրակցված է. վերեի եզրը 
դրոշմից դուրս ագատ է արտաքին լարումներից, իսկ դրոշմի վրա ազդում են Ր 
կենտրոնացած ուժը և ՅՀ մոմենտը (նկ. I): Դրոշմի հիմքն ունի քառակուսի 
պարաբոլի տեսք

^«0 = «. է> = օ*

որտեղ «,. ձ։, Շ, ֊կամայական հաստատուններ են: Հիմքի բարձրությունր հ = 1, 
դրոշմի լայնությունը 2« = 0.25 . իսկ անիզոտրոպ նյութի առաձգական մոգողներն են 
(անիզոտրոպիայի գլխավոր առանցքների Օ.Հ}> նկատմամբ):

= 15.51%, 6-13 = 8%, = 13.6%, Շ.,4 = 2.9%. % = ւՕԴրշ/ՇԻք 2
(2 16) համակարգի անհայտները ներկայացվել են

= «,.֊ղ + + շՀկ, (ե. = 0; 1 ;2;• • •)
տեսքով: Հաշվարկները կատարվել են անիզոտրոպիայի գլխավոր առանցքների 
տարբեր ուղղությունների համար (ի = ^7է/8, (4' = 0;Է2;3;4) .

Հաշված են Ր ուժի, № մոմենտի և եզակիության ձ'(±1) գործակիցների 
արժեքները արտահայտված «,, ծ, և ճ, պարամետրերով: Յուրաքանչյուր դեպքի 
համար հաշված է նաև դրոշմի միջին կետի հորիզոնական տեղափոխման շափր 
(/կ(0./7));

Փ = 0
? = 8.3014«,+0.0643ժ„ .V/=0.1426/),, Շ44«.(0,/շ) = ֊0.10876/),

£(-1) = 14.708«, ֊ 4.10766, +0.61934֊,

7հ(+1) = 14.708«, +4.10766, + 0.6193(7,
Փ = ո/2

Ր = 0.8379«, + 0.0065ժ,. ՀՀ = 0.01406,, Շ^ս. (0./շ) = ֊0.0349/),

^(֊1) =1.4813«, ֊0.4033ծ, +0.0610Ժ,
£(+!) = 1.483«, +0.40336, + 0.061 Օր,
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<p = тг/8
P = 2.5450«, +0.10036, +0.022 lc,, .W =-0.1003«, + 0.04806, + 0.0008с, 

A'(֊l) = 12.895«, —2.83406, + 0.3670с, 
Л'(+1) = 2.43.33«, + 0.54226, +0.1596с, 

с44а<(0,6) = -0.7299«, ֊0.07256, -0.0058с,
Ф = я/4

Р = 1.2268«, - 0.03106, 10.0100с,, М = 0.0309«, + 0.02316, - 0.0002с, 
А(-1) = 1.2392«, ֊0.41046, + 0.0784с, 

А(+1) = 4.2661«, + 1.03806. + 0.1410с, 
с44м< (0,6) = ֊0.4721«, ֊0.01746, ֊0.0017с,

Ф = Зл/8
Р = 0.9085«, ֊0.01056, + 0.0071с,. Л/= 0.0105«, +0.01586, -0.0001с, 

с44м, (0,6) = -0.2336«, ֊0.00446, -0.0013с, 

£(֊!) = 1.2014«, -0.36986, + 0.0600с, 
А(+1) = 2.1922«, +0.55526, + 0.0799с,

Դյտշմի նստվածքի չափր որոշվում է «, ե С, գործակիցներով, իսկ թեքման 
անկյունը' 6, գործակցով (igG = 6, /с,,,):

Ստացված արւլրոնքներր կաբելի է օգտագործի) երկրաշարժի ազդեցության 
դեպքում կառույցների հաշվարկների ժամանակ. օգտագործելով ժամանակակից 
գեոդեզիական գերճշգրիտ չափումների արդյունքները [7].

ЛИТЕРАТУРА
1. Мусхелишвили И.И. Некоторые основные задачи математической 

теории упругости. М.: Наука, 1966. 647с.
2. Агаловян Л.А. Асимптотическая теория анизотропных пластин и 

оболочек. М.: Hawa, 1997. 415с.
3 Бегларян А. Г., Баблоян А.А. Изгиб анизотропной полосы. //Изв. НАН 

РА. Механика. 2003. Т 56. №4. С. 29-38.
4. Лехницкий С.Г. Теория упругости анизотропных тел. М.: Hawa, 1977. 

415с.
5. Рыжик И.М., Градштейн И.С. Таблицы интегралов, сумм. рядов и 

произведений. М.: Наука. 1971. 1100 с.
6. Александров В.М., Мхитарян С.М. Контактные задачи для тел с 

тонкими покрытиями и прослойками. М.: Наука. 1983. 488с.
7. Бегларян А.Г. Разработка и совершенствование методов и приборов 

для автоматизации геодезических деформационных измерений 
инженерных сооружений и разломов земной коры./Дисс. на соиск. уч 
ст. докт. тех. наук. Ереван. 1997 104с.

ф
Ереванский государственный университет Поступила в редакцию
архитектуры и строительства 16.06.2004

10


	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8

