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ПОЛУПРОСТРАНСТВА, НА ГРАНИЧНОЙ ПОВЕРХНОСТИ
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ДВУХ ПОЛУБЕСКОНЕЧНЫХ ДИЭЛЕКТРИЧЕСКИХ ЧАСТЕЙ

Саркисян К.Г.
Կ.Հ. Սարգսյւսն

Խնդիր պիեգոէլեկտրիկ կիսատարածության սահքային տատանումների վերաբերյալ, երթ նրա եզրային 
մակերևույթին ամրացված է առաձգական շերտ բաղկացած երկու կիսանվերջ ղիէլեկտրիկներից

Աշխատանքում ուսումնասիրված են առաձգական պիեղոէլևկտրիկ կիսատարածության (6mm ղասի 
հերսագոնսղ սիմետրիայի պիեզոէլեկտրիկ) սահթային կայունացած տատանումները, երբ նրա եզրային 
մակերևույթին ամրացված է փոքր հաստությամբ առաձգական շերտ' բաղկացած երկու կիսանվեր? 
ղիէլեկտրիկներից: Սիրավայրի տատանումները առաջանում են դիէլեկտրիկ շերտի եզրային մակերևույթի 
վրա կիրառված տատանման գծային աղբյուրի հետևանքով. Օգտվելով Ֆուրյեի ինտեգրալ 
ձևափոխության մեթոդից խնդիրը հանգում է անալիտիկ ֆունկցիաների տեսության .Դիմանհ խնղրին:

Ստացված են էլեկտրական դաշտի ինդուկցիայի և շոշափող լարման համար ասիմպտոտական 
բանաձևեր դիէլեկտրիկների բաժանման գծի տեղամասում և կոնտակտի տեղամասի անվերջ հեռու 
կետերում, որոնցից հետևում I. որ էլեկտրական դաշտի ինդուկցիան կոնտակտի տեղամասում, 
ղիէլեկտրիկների բաժանման գծի վրա ունի վերջավոր թռիչք, իսկ շոշափող լարումները պարունակում են 
խզվող գումարելի՛ պայմանավորված դիէլեկտրիկ թափանցեւիության տարբեր գործակիցներով:

K.H. Sargsyan
On the Shear Vibrations of Piezoelectric Half-Space on the Boundary Surface of which a Dielectric Elastic 

I-ayer Consisting of two Semi-infinite Dielectrics is Fixed

В работе рассматривается задача о сдвиговых установившихся колебаниях пьезоэлектрического 
полупространства (пьезоэлектрик класса 6mm 1ексагональной симметрии), на граничной поверхности 
которого прикреплен диэлектрический слой малой толшнны, состоящий из двух полубесколечных 
диэлектрических частей. Колебания среды возбуждаются с помощью линейного источник?, колебаний, 
приложенного на поверхности диэлектрического слоя. Используя метод интегрального преобразования 
Фурье, задачи сводится к решению задачи Римана в теории аналитических функций

Получены асимптотические формулы для индукции электрического поля и контактных напряжений а 
окрестности чинки раздела диэлектриков я в далеких точках участка контакта, из которых следует, что 
индукция электрического поля на контактном участке, яд линии раздела диэлектриков имеет конечный 
скачок, а контактные напряжения содержат разрывное слагаемое, обусловленное разностью 
коэффициентов диэлектрических .-гронипасмосгей

Рассмотрим сдвиговые колебания пьезоэлектрического полупространства, на 
граничной поверхности которого прикреплен бесконечный диэлектрический слой 
малой толщины (k?h « 1), состоящий из двух подубесконечных частей с разными 
коэффициентами диэлектрической проницаемости, причем коэффициент 
диэлектрической проницаемости при %, > 0 ֊ Е։, а при х։ <0 - Е2. 
Пьезоэлектрическое полупространство и диэлектрический слой подвергаются 
установившемуся колебанию под действием линейного источника Pô(x. )e-,w, 

приложенного на. граничной поверхности X, = -h диэлектрического слоя, где 
ô(x ) функция Дирака, Ц) частота колебаний, f - параметр времени. Считается, 

что граничная поверхность диэлектрика металлизирована. Задача заключается в 
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определении индукции электрического поля на контактном участке 
диэлектрического слоя и пьезоэлектрического полупространства.

Предполагаем, что упругая среда отнесена к прямоугольной декартовой 
координатной системе . Плоскость х2 = 0 является граничной
поверхностью между пьезоэлектрическим полупространством и диэлектрическим 
слоем. Ось Ох2 направлена в глубь пьезоэлектрического полупространства. Ось

Ох* совпадает с осью пьезоэлектрика класса 6шт гексагональной симметрии.
Обозначим упругие перемещения пьезоэлектрического полупространства и 

диэлектрического слоя М.(1>(ХрХ2,/), и'/\х^*х2.1) , а электрические потенциалы 

фР^рХр/), ф!2’(ХрХ,,/), соответственно. Упругие перемещения и электриче­
ские потенциалы ищем в виде: 
и?)(х},х2,1) = и{}\ху,х2)е-^, н!2)(ХрХ-,/) = и(2)(ХрХ2>-^
ф^.^О-ф^х,,*,)* ф‘г>(х,,х2,г) = фи(х,,х2)е-“

Тогда поставленная задача в амплитудах сводится к граничной задаче 11 ]: 

Дп‘'1' + А'12и11! =0, Дфи =-֊—А2«'՜'. -« <Х, < », 0<Х2<х 
£1!

+ ֊х<ъ <“
дх{ пв.

Условия контакта на х2 = 0 имеют вид:

^44 — 
дх, х2-п

Эф(0 

Эх,

Эм(|)

Эх,

(1)

(2)

(3)

= и

дф(|)

Эх, 2 *5-0
- £

х. ֊0

где т(х։) - контактное напряжение.

ли/2)
П‘(х1,О).е(х1)Р(хрО), О (хрО) = 0(-х)/)(хрО), р(хрО)=-е1-^-

дх2 х:-о

при х։ >0, £)(хр()) = — при X. <0. /)(хрХ,)-индукция электриче-

ского поля на контактном участке, А = Э՜ / Эх.՜ + д' / Эх,“, 

С2 о Си /рр к' = аг /с: (1 + %2), %՜ = /С^Ер - коэффициент электромехани­

ческой связи. £|5- пьезоэлектрическое постоянное, Еи и ЕрЕ2 коэффициенты 

диэлектрической проницаемости пьезоэлектрика и диэлектрика соответственно, р. - 

плотность пьезоэлектрика, с՛^ коэффициент упругости пьезоэлектрика, 
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cj = G21 p2, k2 = си' /c2, G2 и p2 соответственно модуль сдвига и плотность 
материала диэлектрического слоя.
В силу малости толщины диэлектрического слоя считается, что D(ixï,x2) ио 

толщине слоя не изменяется, т.е. р(х, . х2 ) = dU,o). тогда в силу ф'՜' =0* Хч ““ Л
для ф1 ’ ՛ (х։, Х2 ) будем иметь:

Ф12>(х1;х2)= - — D' (л'рО)-—D'(xl,0) |(х, +h\ - х < х, < х
£1 £2 )

(4)

Для решения уравнений (1), (2). (4) с контактными условиями (3) применим

интегральное преобразование Фурье Ср (о)“ J* <p(x)g dx, —х < <j < со .

Получим граничную задачу:

- (<Г - - О. - огф<° - ֊ • к֊ • й<”
dx: dx, Е..

Условия контакта на Х2 = 0 :

ф(2> (a;ü) = - — £)’ (o;ü) - — D ~ (и;0) 
е։ г2

(5)

ф(1)| = Ф(2,|
1х:-0 1х2-|

Выше имелось в виду, что контур вдоль действительной оси обходит точку 
С5 = —к2 сверху, а точку СТ = к2 - снизу.

Решая эту граничную задачу' и удовлетворяя условиям уходящей волны, получим 
функциональное уравнение:

После этого, имея в виду функциональные уравнения (7). для контактных 
напряжений, упругого перемещения и электрического потенциала в пьезоэлектрике 
получим:
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хЧН-(£| ^nWO-x'M0՜+ -к:)
С44

-PCjjEj/C^E,
-(1֊Е։/е5)Л (1*х: \Jo:-kr +^(а: ~к;) D’(o,0)

^44

ХЧН”(С» +C:։^(1 + X:M°*՝ * 7%2 “*:)
. •Нг е ՛ 11

+ +e„A|o|)tx:(l-e,/e:>io|ö'(o’0)

Х!е,|а| -(е, + е,,Л|с4(1 + х՝ \jo: - к; ♦ (<г - к;)

и

е^к;Х1 (9)

Ф:”(о,х?)-

Дня удовлетворения условий уходящей волны однозначная ветвь функции 
yjo1 - к‘ выбрана таким образом, чтобы Jo2 - к[ iüj при |о| —■ х и

у]о" - А,՜ - -^к! -о՛. При этом контур вдоль действительной оси обходит гонку 

ветвления 0 - -A'j сверху, а точку CJ - к.- снизу |2]

^/£J^1+xO,(E1+E:iAH)7^^(''^i|l-։; КИ0’՜*։) 0 (°՛0)ИЕ—-----  '>1-------- ------- (’<»
Х։։,|о|- (t, + е„Л|о|) (1 „ х:У<г -к; + (о2 - *’)

С44
Таким образом, задача свелась к решению задачи Римана теории аналитической 

функции относительно D (о.О) и Г) ' (о,0) [(?)]

Для решения уравнения, (7) перепишем в виде
Е — _ — Ре —-J-K(a)D’(a,0)-rD-(a,0)^--------- ^S(a) (11)
Ч С44

где К (о) -> 1 при ;0: -* X

Х2Е2|о|֊(г2 + Е„А[о|) (1 + ՝/: \у]а: -к: (сг: - к;)

ед---------------------- с֊------------------------------
хЧП-(е1 + £ПЛ1°1) (*+ х: V°՜-^ + —(а2 -*7)

Cxi

5(a)-

Для решения уравнения (11) факторизуем функцию К(о), представив ее в виде 
(3|. ед-К-(а)-К (а), где К ՛ (а) регулярна и нс имеет нулей при lmU>0. 

К (а) регулярна и нс имеет нулей при 1шСС<0 (а-О + гО),
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К ' (а) = exp L ‘ (0), К (а)« ехр/. (а), 

о ,
г(о)-fLMe'^dx,

-X

о

Затем, уравнения (11) перепишем в следующем виде:

е‘а՝^

^/С-(а)О-(а,0)+^^ = -^.й-(а)֊^Л(о) 

Е2 К (о) С„ С44

гле/г(а)+Я(о)=Я(о)--£^. R (о)֊ fR(x,)e""" dx, 
К W -J

О . +х
, я(х,)- — р(а)е'0л'йО

После чего будем иметь:

«~(<0- ֊—«'(о)֊ П - Г'(о) (12)
$2 ^44 с>44 V-*)

Дальнейшие рассуждения приводятся, как в [4]. Применив к (12) обратное 
преобразование Фурье, получим /?’(х,) = 7" (х. ), где И (х,)=0 при х, >0,

F (х,) = 0 при X, < 0, следовательно, [5-6]. F-(x,) = F ֊(*,)= go.Rx,)

('), где 8(°Ч) = г>М->6(‘Ч) - производные б(х.) (к =1,...??). Применив 

интегральное преобразование Фурье к (*), получим

Так как 1 - /С(о) при |о| —* х имеет порядок |сг| 1 , то в силу свойств интеграла 

Фурье следует, что А(х։) имеет порядок 1п|х,| при |х։ | -* 0. поскольку 

F )=---- In Xj| -г const, где F-обобщенное преобразование Фурье. /•' ‘ -

Л
г - -г- Т^( \ z7ln(a + ։(0\

ооратное преооразование Фурье. Тогда L (01 = О' -------------- и
а + )

L (о) = 01 - I при 'Oj х . Отсюда легко видеть, что К' (о) —> 1, когда
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кг-* оо . Далее гак как ф'(о;0) =----- (<л;0), ф'(о;0) =------------£)"(сг,0)и
е։ е2

поскольку Ф(^) имеет конечное значение в точке = 0, следовательно:

Р’(сг,0) = (^—/г(о;0)֊0^] при|о|֊-х.

Поскольку /?(о) - абсолютно интегрируемая функция, то /?(л'3) - непрерывная

функция, следовательно. R' (б) = /<(0)/ 2, R (О) = /?(())/ 2 .

я-(о)-о[-1
Ыо-гО

I, Я~(а)-о( . 1 .
I ՝ 1։(а+։0)

Из вышесказанного следует, что Т7 (с) и Я * (о) стремятся к нулю при |Су| 

Отсюда следует, что а. = 0 (к = 0,...п) , т,е. Г ’ (а) = R ■(о) а и, 

Из этого следует, что О ~ (о.О) и О (о,0) определятся в виде:

д-(О։0)-֊^֊4-П’ о-(о,0)--^я-(ст)-к-(о) 
СдА К (а) Сд.

где R' (о)/К ՛ (о) и R'(с)-К (а) можно представить в следующем виде:

(13)

е»|о|- хЧМЧ̂ +Е„Л!о|^1-Х2к|'ог֊^ ^(ог-к;) Л‘(о)-А.''(о)

Л|сг;) (1 + X՜ к֊°‘ - к? С2/1

Е

Е

ЕзМ- Х%!°МЕ2+®П' - к ■ х (о2 - к;)] I/? - (о),.՛ К (о) 

Сд.

хЧН-МмН) (1+х՜к՛«*~к- * £*(о’-

Далее приступим к исследованию знаменателей R (а)/ К’(о) и R՜ (о)-К'(о).

'а2
С

(14)

Х2е2|а|-(е,+ е,г
си

Исследуем первое выражение из уравнения (14). Легко видеть, что при А, >к 
2

(&2- —) и при любых значениях/ /.(к.)>0, /}(к.)<0. Кроме того,

—- < 0 при а > к. и при любых значениях /. Из этого следует, что в интервале 
до
к]<О<к2 функция /До) имеет единственный нуль О = (Т1. Из-за четности 

функции /До) следует, что С = -0. в интервале -к2 <О<—к. , также является 
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нулем этой функции. Аналогично можно покатать, что /, (а) в интервале 

к} <0<к: имеет единственный нуль а • О2, а в интервале -к:<0<-к}- 

0 = -0,. Чтобы удовлетворялись условия уходящей волны, контур вдоль 

действительной оси должен обходить точки О = -0։, О « -а. сверху, а точки 

О ■ О,, о я О: -снизу. Из вышесказанного следует, что существуют 
злектроупругис поверхностные волны Ляна, которые распространяются со 

„ о) _ шскоростья.ми С.. -—, С . соответственно по положительным и 
а, а:

отрицательным направлениям оси X,.
Далее, применив к уравнению (J3) обратное преобразование Фурье, для

I) (х, .0) и D ' (х։ ,0) получим следующие представления

2л Л(°) ։>

/Г(х։,0)--^ 

с«

2_ 'г( чН-Мо)Й (о)/К-(о)_ в, \
2л Д /.(<’) o + a,f

Ре

(1 А \ (1 - . V - , В \
Поскольку — " /~\------------ и —\О)։К (0)----------- -— -абсолютно

с!о К [о) 0-о:1 о+о1/
интегрируемые функции, то после интегрирования по частям, можно убедиться, что 
имеют .место следующие асимптотические формулы:

D ֊ (х, ,0) - + о(х.՜11 х. - -«

I)' (х. ,0) = ֊- I - ofx.՜1). Xj -> +»
Cj.

(15)

о>-
X:a,;te,.(VE: -1/е.)

•«•(aJ-K-fa,)
А.

Л (oi
lc-o

Я. “

__ 7.4 -l/E;k: . /y(֊a;)

(l-a./Hn/E,)E1 К “ (- a,)
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— , х /?(0) /1п(а-Ю)\ . .
Далее .так как 7) (п) =----- -—— ‘?-------- г 4- (л-------------- при кт. —> ос и

4 ’ с^е, 2/(а-Ю) 0-/0 ) 1

п./ \ ^15 я(о) Л/1п(а+Ю)\ I I
и (п)=---------- :------- -------------Г + ()\-------------------пр» 01—> ос, ТО В силу СВОЙСТВс„ 2/(а + ։0) 0 + Ю ) 1 1
интеграла Фурье получим:

р(л-, ,о) - Ре^°^ [ Ь. е(_ )+е(Х1) 1 + о(Х] 1п|Х։ |) (16)

2си £, )
при |х,|-»0.

Отсюда следует, что /3(^,0) имеет конечный скачок на линии раздела

(Х1 = 0) диэлектрика.
Поступая как выше, можно получить асимптотические формулы для т(х։).

4*.) ° - | + - ^-^(-хЛ + ^-Ь-^х,) + О(1)(П)

1 и՜*0
Асимптотические формулы для т(х,) при |х,' —» я получим в виде:

т(х,) = 1Е՝еЮ{Ч + о(х1՜1) при х. -► +х (18)

т(х։) =/£2е՜*0* +о(х1՜1) при х, ֊♦ -»

где

Автор выражает глубокую благодарность профессору Э.Х. Григоряну за 
постановку задачи и ценные советы.
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