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Կոնտակտային խնդիր երկո։ անվերջ ստրինգերներով ուժեղացված

ШПШ ձգական սափ համար
Աշխատանքում դիտարկվում է անվերջ համասեռ սալի խնդիրը, որը ուժեղացված 1 երկու ղուդահեո 

անվերջ առաձգական սսւրինգերսերով: Աալր դեֆորվացվում է ստրիսդերների վրա ազդող ուժերի 
ազդեց արյան տակ, որոնք ուղղված ես ստյփնգերսերէւվ: Ֆարիեյի ձևափոխության օգնությամբ որոշված 
են կոնտակտային տանդեեզիսղ ւարւոմսևրր ե ստրինգերներում նորմալ թորումները Այդ լարանների 
համար ստացված ես ասիմպտոտական բանաձևեր, որոնր բնութագրում են լարումների վարքր ուժերի 
ազդման կետերի շրջակայքում և նրանցից հեոու կետերում

Grigoryan E.Kh., Sargsyan K.S.
The contact problem for clastic plate strengthened by two infinite stringers

В работе рассматривается задача для бесконечной однородной мластины. усиленной 
двумя бесконечными парамельными упругими стрингерами. Пластина деформируется под 
действием сил приложенных к стрингерам и направленных вдоль стрингеров. С помощью 
преобразования Фурье определены контактные тангенциальные напряжения и нормальные 
напряжения, действующие в стрингерах. Для этих напряжений получены асимптотические 
формулы. характеризующие поведение этих напряжений вблизи и вдалеке от точек, 
приложений сил

1. Пусть бесконечная однородная пластина малой постоянной 
толщины Н усилена двумя параллельными бесконечными стрингерами и 
деформируется под действием сосредоточенных сил, приложенных к 
стрингерам и направленных вдоль стрингеров.

В исследуемой задаче относительно стрингеров принимается модель 
контакта по линии, т.е. предполагается, что тангенциальные контактные 
усилия сосредоточены вдоль средней линии контактного участка, а для 
упругой однородной пластины справедлива модель обобщенного плоского 
напряженного состояния. Задача заключается в определении контактных 
тангенцилаьных напряжений и нормальных напряжений в стрингерах.

Задача для упругой пластины усиленной одних։ бес.конченым 
стрингером, рассматривалась в работах [1.2].

В рассматриваемом случае уравнения равновесия пластины запишутся 
в виде:

խ + 2|Հ)£ճ+(?; + ս)2ճ+Ա Ճճ + Х(х. у).о
‘ дх2 'дхду ' ду1

d2v Л- >. \#2v л. \ д2иU.----7 + (л + 2ц )-----  + (л + Լ1)-------= 0 (1.1)
дх՜ ՛ ду вхду

(- X < Д- < х; - х < у < х ) 
где
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X (*! У) = уу [Р (х;«)б (у - <г)+Р (х;-о) 6 (у + а)]

Р(х; а) = /л(х; а); Р(х՝-а) = Ьх(х;-а).

х(х:а)՝, т(х:-а)֊ контактные напряжения, Ь - ширина стрингеров,

. 2Хцл. с------- , \ и ц-упругие постоянные Ламе.
X + р

Учитывая модель контакта по линии, уравнение равновесия стрингера 
при у = а, когда на него действует сосредоточенная сила Лб(х), 

запишется в виде:

Р, - Р(х\а) + /?&(х) - 0 (1.2)
Ах 

при условии
X
р>(л)А=Л (1.2)
-X

где <у(х;«)-интенсивность нормальных напряжений стрингера, Е. = ИЬ- 

площадь поперечного сечения стрингера, 11 - толщина стрингера.
Отдельно рассмотрим четную задачу, когда силы, действующие на 

стрингеры, имеют одинаковые направления и величины 
(R = R, ;</(х;«) = </։ (х)) и нечетную задачу, когда действующие силы 

имеют противоположные направления (R = R,:ц(х:а) = <7:(х)).

Рассмотрим четную задачу. В этом случае Р(х;«)« Р(х’,-а) = Р{ (х), 

естественно и(х;а) = и(х;-а), следовательно

х (*» У) “ К>* - «) + б(у + а)] (1.3)
н

Применив к уравнениям (1.1) преобразование Фурье по переменной 
х и разрешив полученные уравнения относительно /7։(о;у) и У։(а;у) 

при у = и . получим:

-/ \ о/ \ Г (^*+3н) (^+Р) -2!о:аи. (а: а) = Р (а У —А-------- -- -------------т-.-------\— а в +
|У М |[4ц(а +2ц)Я|о| 2ц(Х +2ц)Н

К +3ц
4ц(>: -2|1)//|о|

7(а) = р(л-)е'“Л. /(х) = ֊ р(а)е-“йО.
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Уравнение равновесия стрингера (1.2) запишем в перемещениях, имея 

в виду, что (х) = .
ах

Е,Е, ЕхЕ, (1.5}

Применив к уравнению (1.5) преобразование Фурье, получим:

где £х - модуль упругости стрингера.

2_ / X /^(а) /?1
-ан,о) = ֊!-^-------— (1.6)

Далее имея в виду условие контакта 
м։(х;«)«мл(х) (֊ос<х<оо) 11.7)

ДЛЯ Р.(а) получим

Применив к уравнению (1.2) преобразование Фурье, для определения 
<7(0) получим:

где

— 77?р^-֊ (1'8)
Т + 2|О|е сп|0| а - као е

т 4ц(>.'+2и.) Н , г(х’+ц)
Т = -Ц--------—•------- : к = -А------ — (1.9)

А +3ц ГХЕХ \ + 3и

следовательно, с = 0 .
Таким образом, для ^(о) получим:

. _/ х Р(а) R
-ю<?,(о) = -~7Г <1.101

7\ Л
Отсюда

б/, (о) = —— - + сд(а)
1 аГ, Г5а

Так как г/, (л)-нечетная функция, то и д. (а) - нечетная функция,

_/ х г/?, каве"1"4-2sgn(Jt>՜՝’ ՜'ch|cu^
Гт оН Ф Ы 1 '*>!« 11111

7 +2|<з|(? сЬо\а-кас е

Окончательно для искомых величин 7^(д) и б/((х) получим:

х ТЕ. \ соъох(1о
R (х) = Г--------------------------------7֊— (1.12)

и *1,Т - 2ае-оисЬоа - као'е՜՜'^
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/?, р(Ат?ае՜20“ - 2е'олсЬоя) бн] ах 
лЁД Т 4-20^’оис1юй֊Ада?е՜2^ °

Интересно заметить, что при а —> 0 ,\\я Р (х) получим:

1К{ рСОБОХ
2я«| Т/2 + о с!а

из которого видно, что жесткость стрингеров удваивается. Это говорит о 
том, что при приближении стрингеров их жесткость как бы 
увеличивается

Приступим к получению асимптотической формулы ,\\я Р{(х)՝ когда

\х\ —» эс . Для этого заметим, что при |о| —* О

I \ Л I 2

2(1 + к^а'-Т1 +4(2-гк)аТ + 8

7՜՜’
(4/3 2к)а'Т՝՜ + (к2- У2к + п}а2Т +12(2 + к)а ■

7՜’
+ °Й) 11.13)

Тогда по известному свойству интеграла Фурье получим при х| ֊•» ос :

^֊■^[^к)а2Т2 + 4(2 + к)аТ +8] 
(ТхУ (Гх)

+ О(х՜6)

Здесь были использованы формулы [3]

/'’-‘[а2я]= (-1)Ч12я,(х), R = 0;1;2;... (1.15)

Я
11.14)

где Г| |-обобщенное преобразование Фурье, а Г՜1! (-обратное 

преобразование.
Для получения асимптотической формулы (] (х) при |х| —* », 

пользуясь формулой (1.2) и (1.2՜) выражение <?։(х) запишем в виде:

Л« X Г*

Далее имея в виду нечетность функции из формулы (1-16) с 

учетом (1.14) при х —* « получим:

/?, р’2 2Т 

я/-; тх (тх)-
[2(1+к)а2Т2 ±4(2-ук)аТ + г\ + 0(х 5) (1.17)
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Определим асимптотические формулы для Р,(х) и б/.(х) при |,г| —*■ 0. 

Для этого представим /’(х) в виде

(Ъ2 -5

{ (Г* + 5 + де՜2’
Г/?. * СОБ0.Г ,—- Г-------б/0
л Г + а

а (1.18)

Г* -Га
Заметим, что при а -* х из (1 18) получится решение задачи для 

одного стрингера (1.2]. который имеет вид 

ТЯ. 'собой , ГЯ.
—- Г-------- (/а - —*-
л •' Г + <1 л

Полу ч и м 11 редста вление

֊ - $|(хГ) я։п(хГ)- С1(хГ)соб(хГ)

О < х < х (1.19)
интеграла (1 19) и виде ряда, для чего 

разложим подынтегральное выражение в ряд при а -* х :

1 А/ г

Т + а О
Тогда в силу свойств интеграла Фурье будем иметь

где |3]

о՜2՞՜2

-4—-[ч’(2т + 1)-Ч>(1)+С - 1п|х| 
л(2/и)!

(1.21)

где С - неизвестная постоянная. подлежащая определению, 
41(2)-известная функция пси.

Для определения С интеграл (1.20) представим в виде

-соя ал- , I--------ао = аI
° • / п—Бшохап
Г

(1.22)

где

£хГ1п— я)п0л«/о - ц>(1)-1п(Гл)
•п т

Сопоставляя формулы (1.20) и (122) при |х(-*0, получим С-ф(1)

Таким образом, получим следующее:
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1 —-51(хТ) <т(хТ)- Сл(хТ)со$(хТ) = — [ф(1)- 1п(7х)] + —
2 л 2л

+
1 |Тх|2^՛
2 (2/72 +1)! ' (1.23)

где ряд сходится при любых .г.
Окончательно для ^(х) при |х| < а получим:

V (-1)'

т-

/ ч . х ЯТЫ
Д + Ц>(1)-1п(Тх)+—у-

,2т

л

Л

где

(1.24)

Л
(*? -5)?|-|)е г’ф-

+ $ + .\т -кх2е ')(/
(1.25)

Можно утверждать, что первый ряд в (1.24) сходится по крайней мере 

при |х| < а.

Для получения асимптотической формулы для д. (х). когда |х|—>0, 

воспользуемся следующим представлением |1.2), (1.2՜):

(126)

Подставляя выражение ^(х) из (1.24) для с/|(.г) при х| —* 0 получим:

1 +4р(2)֊1п(хТ)]+^И+ (1.27) 
пД (2т-2)! \а) 4

у(-1Г(ггГ”
,21 2Г(2т + 1)! -—^х

2. Рассмотрим нечетную задачу. В этом случае в уравнениях (1.1)

*(х;у)=“^[б(т-а)- б6' + а)1
(2.1)

где
Л(х) = /’(х;а)--Р(х;-«).

В рассматриваемом случае для и(о‘.а) получим (1.1):
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и (о; а) = Р2(о) л + Зи
и(х' + 2ц)//|о|

е“01о!5Ьа|а| '■ + Ц ае~2а՞' 
и(к* + 2ц)/7 (2.2)

Поступая аналогично, как и в четной задаче, для Л(о). <7г(о) в 

исследуемой задаче (R = К2;д(х:а) = (/;(х)) получим:

_  7՜/?
Рг (°)" , -и . Л .2 (2'31Т + 2|а|е 1 8па;а] + кас е

[R, касе՜՜“՞' + 2я§паг'|1:,'и5Ьа|о| .
Ч'- ° л Г + 2|о|е’|°!“5Ьа|о| + Ааа2е‘։'101 12 41

Таким образом, для искомых величин Р2 (л՜) и ф2(х) находим:

, ч 77?, * со$сх4с
- Я ^Т + 2|о|е-^ЬНа + ^02е-^

/?2 ’ 2е'оа$Ъао + касе՜2
—— Г-------------------------------;—;—81 п
л7-\ 'Т -!֊ 2ое"Ои8Ьаа + кас е

(2.6)

При «-*0 Р,(л) = 7?,б(х), т.е. жесткость стрингеров стремится к 

нулю. Значит, в случае нечетной задачи, при приближении стрингеров их 
жесткость как бы уменьшается.

Приступим к получению асимптотической формулы ^хя Л(х) при

|х| -» х . Для Р2 (о) имеем

Л(а)=7?2
1 _ (2 *(2 + к}-д2 

т т т2

+ О|;а|՜) , И՜*0

2(2 + 3£)д3] 4

3 Т

(2.7)

Тогда для Л(х) получим:

Рг(х)-Яг12о^+^27 + 0(х-6).

Используя формулу (1.16), для ^2(х) получим:

^и)--я;4<'?(иАЦ + о(|^"5).2 2 ятт; .? у՛ 1 7 И՜*00

(2-8)

(2-9)

Аналогичным образом получим формулы для и ЧЛХ) ПРИ

|х|<а.
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+ 4>(l)֊ln(Zx)+—i +

т +
(2-Ю)

л"(~) +х[ф(2)-/Л(хТ)]+^֊^+ (2.11)
£.(2т~2)\\а) 4

/<
—-sgnx 
2FV

где

•ЦТ՜’ + 5 - 5в'2' + к$2е՜2')(?” + л՛)

Из полученных результатов можно получить решение задачи, когда 
при у = а по направлению х действует сила Рб(х), а при у «= -а - сила 

(2&(х). В этом случае контактные напряжения равны

1>(х; а) = Р, (х) + Р2 (х): R, + R, = Р 
/’(х;-а)»/’(х)-Л(х); Л,-R,-С
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