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Ռ.Կ Ալեքսանյան, ՎՀ. է/դոյան, llU. Հովակյւմյան, ՎԳՍարզսյան 
Նախապես լարված վերադիրներով ուդդանկւան հարթ խնդիրը

Դիտարկված Լ ադդանկյաս համար առաձգականության տեսության հարթ խնդիրը, երթ ուդղանկյուսր 
ենթարկված Լ իր երկու զուգահեօ Եզրերով համաչափ դասավորված և նախապես լարված վերադիրների 
ազդեցությանը Վերադիրը ե ուդդանկւան նյութերը անեն տարրեր ֆիզիկա-մեխանիկական 
հատկություններ Խնդիրը բերված է թվազի-լիովին ոեսալյար անվերջ հավասարումների համակայով։: 
Ստացված են լարումների ե տեդափոխոէթյանսերի արտահայտությունները ասթոդջ տիրույթում 
Վերադիրի ծայրակետերի շյդոսկայյշերում անջատված են ?ո?ափոդ յարումների եզակիության 
գործակիցները

R.К Aleksanyan, V.H. Ycdoyan. A.S. Hovakimyan. V.H. Sargsyan 
Plane problem for rectangle will՝, previously strained cover plates

Рассмотрена плоская задача теории упругости для прямоугольник« когда прямоугольник 
подвергнут воздействию предварительно напряженных накладок, симметрична 
расположенных по двум параллельным краям прямоугольника. Материалы, накладке и 
прямоугольник имеют разные физико-механические свойства. Задача приведена к 
кназивполне регулярной системе бесконечных уравнений. Получены выражения 
напряжений и перемещений Выделены коэффициенты особенностей касательных 
напряжений в окрестности краевых точек накладки

1. Рассматривается плоская задача теории упругости, когда 
прямоугольник подвергается воздействию симметрично расположенных 
ио двум своим параллельным краям предварительно напряженных 
накладок (фиг. 1|.

Для накладок принимаются известные предположения. Тонкие 
упругие элементы не оказывают сопротивления при изгибных 
деформациях и находятся в одномерном напряженном состоянии 
Применив эту гипотезу, был решен ряд задач из которых отмстим 11-4).
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Материалы накладок и прямоугольника имеют разные физико
механические свойства.

Задача о напряженно-деформационном состоянии прямоугольника 
приводится к следующей краевой задаче для функции напряжений.

Д Дф = о (1.1)
11а линиях х -0 и у « 0 удовлетворяются условия симметрии.

х^(х:0)-т^(0;у)-0 (1.2)
У(х;0)-Щ0;у)-0

на краю у ■ 11

тч(х;Л)-0 (1.3)

а,(л;Л)-0 (1.4)

на краю X - / при наличии частично-прикрепленной накладки 
следующие граничные условия

имеем

о,(/,у)"° 0<у<Л (1.5)

тху(^У)“° а<у<11 (1.6)

дУ л
— 1..,-и/тда|,., л֊£„ 0<у<а (1-7)

1
где Ео-предварительная деформация на концах накладки, Ц------- ,

А, — ширина накладки. —модуль упругости накладки.
2. Функция напряжений представляется в виде [ 5 ]

X
ф(х,у) = V (At chaty + Dt aky sha^yjcosc^x +

(21)
У (£4 chfrx + ЯДх shftx) cosp. у-tl/ -ы,/

где
Атт п Атт 

a. « —. В. = —
* / ‘ h

Напряжения и перемещения определяются формулами 
д‘ф д2ф д' ф

о =—֊. a »—т ------- —
д/ ’ дх2 " дхду

гг, r д Ф дф ГЭ‘Ф дф
Ес - Г —v^w’-v —. EV = Г—т-б/у-v —

J &у‘ Av J Av՜ ' dy

где E и V -модуль упругости и коэффициент Пуассона 

12.2)

(2-3)

материала
прямоугольника

Краевые условия (1.2) удовлетворяются тождественно:
Удовлетворяя убЛвмям (13). (14) и (1.5), получаем следующие 
соотношения
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(Д +Dt)shatA + aA./ichajt/zDi =0 (2.4)

2 П, у (-l),VFx;l> + 4 п’ А (-1)*урх<3)
*2 + Пр (*2+ifJ

+(֊1)''У‘‘Ч-°

4у;, А(-1)*У^у,т
Л ” (*2 + п;)2

֊(֊l)"x«cihY^ + (-l)4%=0 (2.5)

, Л А (֊1)М°
1 = ’^Й ’ '2=0

где

h / , ПЛ w .l Y/Л
п,=7р; y,=7p; ^֊c։hv+^:^-cthv+^v

VI-a’ Dtshcikh = ><։): tfk’fil Hksh$J = x{̂  (2.6)

V* -₽: [(Ek + H, )sh₽i/ + НД/chft/]- x"

Удовлетворяя смешанным краевым условиям (1.6) и (1.7). получаем 
парные уравнения | 6 ]

* ЛО « »
-֊- cos ку = «АЛ-^П cos М\1 ‘xj; ՛ cos Ay + (2.7)

0 < у < Y,

где

«. = 7^0 ֊ сЛул) ■ 12.81

1 ( v/ n*7tchn^chrltY“n*YshntYShn^^
=-------- 1 СПлу + —------------------------------------------- ------

sh7]t>T^ shqtn t

Заменой переменной у = — \՝. интервал у€Е[0:/1] отображается на 
/?'

интервал у£[0.я]. Воспользуясь решением уравнений парных рядов, 

относительно неизвестного л՜^' получае>։ :

Я ш Р
где
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I» Й
= р; (cosO)yn(cos0)^֊JH 

о 2

Г| 6
=p',,(cose)tg֊g։(cos9)i/0

О

7/?« AW™՜
gt (COS 0) =------ f : ֊ - d'{

я Jcosy-cos0
(2.10)

?, -֊«• у։(х)-р(_1(*)+ЛМ. г4(х) = />.,(х)-л(х) 
Л

1\ (л) — многочлен Лежандра.
Для функций (2.10) составим интегралы Ломмела: 

ХЛ^х) а^-рг^ 
Л 1 + х к‘ - р՜

рП(х)^(х)^ _ _ ПЛ(*)+ ?*,,(*)& (х) 
■' 1 + х »и-р3

+ . , (пЛ(л)У/х) + р/,,(х)/։ (х)) 
ОК+Р)

где

Я { ^СО5у-СО5 0

|х|^1

(2.И)

// (. тЬясЬ i]Ansh >у/- njchПЛ*ЬПЛ 
sh ’ ntH

,1(1..иь9) = 2^>ь’Ъ7

л J Shn*n ^cosy-cosG

,,(„,)).^f^.,”<Vij> J, 

л { зЬпл ^/cosy-cosO

Для вычисления значений функций #fc(cos0), /\ (cosO). Л. (cosfl) и 

/։ (cos9) эти функции представим в виде рядов функций Ym (COS0) и

ZJcosO)

g,(cos0)-֊ —4 
л п» Л л՛:-I

(-i)"y,(cose) 
(/л'+нО՜’

Fucose) = ֊֊щУ -Д,(~1)՞ Z„(cos8)

Л «(ЛГ+ГЦ)՜
(2.13)
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4 А А1У”L< (cos fl) = - ֊ У -А------ Zrrt (cos 0)
Я^/П- 4-1]֊

4 1
/A(COS0) =------

Л1]А
;-V^y„(cose) 
1w +П4

Воспользуясь

УД-1) - 2Д1) = 0; УД1) = (-1)‘”2Д-1) = 2
Получаем

(2.14)

я Пл я £("։2+<) 
F։(1) = O; ХД1)-0 (2.15)

/t(D
4 1 4 А 2(֊1 Г
---------+ -1Ь )֊>—г

Выясним поведение этих функций для больших значений индекса А’. Д-\я 

получения асимптотических разложений g. (cos 8), A (cos6),L. (cos 8) и 

/4(COS0). воспользуясь методом перевала | 7 | для

4х-/2 Ь г ек cos^/2) .
4 (cos 8) =------ е —Л-с/у (2.J6)

я J -Jcosy-cos0

получим

„-АСч-Н)
4 (cos 9) =-----------

я

я 
^ig(8/2) (2.17)

/Дамб), йДсояй), /Дайй), /.ДсобО) ~О(4ке'Цг^)

При ()<8<я (2.18|

Л(А') = <Х-т=) 7Ч=О{֊) при |х|<1-£
\А л/А-

на основании которых для коэффициентов бесконечных систем (2.5) и 
(2.9) имеем следующие оценки:
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Следовательно, бесконечные системы уравнении (2.5) и (2.9) 
квазивполне регулярны.
Для контактного касательного напряжения получается выражение в виде 
слабо сходящегося ряда в конце линии контакта.

При X = /
- Х0)

= (2-20)

Подставляя значение х'к'' из (2.9) в (2.20) и используя значение ряда

Уг/созу^япру-^
Р“1

л/25Ш(у/2)
^СО5у -СО$у։

0

7<У1

У > У1

(2.2 II

Для тп при х = I получаем выражение с выделенной особенностью в 

конце .линии контакта.

т„ Ь- ~У ■ ■ ■ R + г(хГ'.хГ.уГ’.у.т,) 
y]ws•{-cos՝^^

где

/? = ^2в<։ЫС0^1)4) +

+ -|^(-Т)‘£к(«*¥|)7Г։ + (£,Л + 2£,)

12.22)

(2.23)

2 П *5 д/сояу-сове

-V ЕнэЧуГ 1 ^(;/2)/Л(.со50)с!е(!|^2)д)
2д < ^сову -со$0

Ей
При некотооых значениях параметра и, =------  приведены графики

ЗД
касательного напряжения на линии контакта в зависимости от 
у = у/ к. Оз у < а и коэффициента особенности касательного напряже

ния в конце накладки в зависимости от отношения а = а/к, (фиг. 2 и 3).
Из приведенных расчетов выясняется, что увеличение параметра Ц 

приводит к увеличению значений контактного касательного напряжения и 
коэффициента особенности, как при конкретных значениях параметров 
а и у , а также при их увеличении.
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