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Լ. Ա. Ադալովյան, (к ժ. Հովհաննիսյան
Օրթոտրոպ սալերի սեփական տատանումները. երբ դիմային մակերևույթների ւխա տրված են խստր I 

եզրային պայմաններ

ւ՚սիմպսմափկ մեթոդով լուծված է օրթոտրոպ սափ սեփական տատանումների վերաբերյալ 11 
աուսձզականոէթյան տեսության եոայափ դինամիկական խնդիրը, երթ սափ դիմային մակերևույթներից I 
սեկը կոշտ ամրակցված 1„ իսկ մյուսն ազատ 1.: Որոշված են լարումների րենզորի և տեդափոխությաՍ I 
վեկտորի բաղադրիչների ասիմպտոտիկաները, սեփական տատանումների հաճախություններն ո ■ 
տատանման ձևերը: Ապացուցված է. որ օրթոտրոպ սալում կարոդ են աոայ՚անսղ երեր տիպի սեփակաս I 
տատանումներ երկուսը սահքային և մեկր երկայնական:

!.. Л. Aghalovyan, R. Zb.Hoshannisyan
F rec vibrations of orthotropic plates under mixed-boundary conditions on face surfaces

Асимптотическим методом решено трехмерная динамическая задача теории упругости о .1 
собственных колебаниях ортотропных пластин когда одна из линевых поверхностен жестко I 
закреплена, а Другая свободна. Найдены асихпгтотики для компонентов тензора напряжений 
и вектора перемещения Установлен։»՛ виды собственных колебаний Доказано. ՝гго в I 
ортотропной пластине могут возникнуть собственные колебания трех видов; два сдвиговых и 
одно предо маше. Определены значения частот и формы собственных колебаний.

1. Для определения и анализа напряженно-деформированных сос- I 
тояний тонких тел (балки, стержни, пластины, оболочки) в последние 
десятилетия широко используется асимптотический метод решения 
сингулярно возмущенных дифференциальных уравнений. Статические I 
краевые задачи изотропных и анизотропных тонких тел асимптотическим 
методом рассмотрены в [1,2]. Метод оказался особенно эффективным для 
решения неклассических с точки зрения теории пластин и оболочек 
краевых задач. Была найдена принципиально новая асимптотика для 
компонентов тензора напряжений и вектора перемещения, которая 
позволила найти решения новых классов статических и динамических 
краевых задач [2-7]. Некоторые классы задач о собственных и 
вынужденных колебаниях полос-балок и пластин рассмотрены в |8-14]. 
Обзор работ по использованию асимптотического метода для определения 
напряженно-деформированных состояний тонких тел при статических и 
динамических воздействиях содержится в [15].

В работе рассматривается задача о собственных колебаниях 
ортотропной пластинки D = {(x,y.z): (л՜. )՛)£/),., |zjճ/г. А«/}, где Z)lt - 

срединная поверхность пластинки, а / —ее характерный тангенциальный 
размер. Предполагается, что нижняя грань пластинки жестко закреплена, 
а верхняя свободна (фиг 1).

Имеем следующие граничные условия:
и« = Պ- “0 ПРИ z = А (1<1) I
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и = 1' = IV = 0 при г = -А (1.2)
Условия на боковой поверхности конкретизировать не будем, 

поскольку. как показано в (II], они для этого класса задач 
непосредственно не влияют на значения частот собственных колебаний. 
Ими обусловлены собственные колебания в зоне пограничного слоя.

Фиг.1
Требуется определить частоты собственных колебаний пластинки и 

собственные функции, сбответсвующие граничным условиям (1.1).(1.2). 
Для этого необходимо найти ненулевые решения системы динамических 
уравнений пространственной задачи теории упругости для ортотропного 
тела:

ЙО» 4. дО^ 4 30 
-------------ь---------- ••-------
дх ду dz

д2и

РР՜ (.r,y,z; u.v,w)

■ди dv
“ ailO.tx 4՜ а12°уу 4 ? Т~ = (1пакх + а22^уу + Я23°гг

ди д\> Эи- ди— ~Wa+a23o +ay3o::4 — + — ^а о _ + Й5$о
dz ду дх дх dz

ОIV д\'
— + — = ^|О« ду dz

при граничных условиях 11.1). 11.2).
Решение системы уравнений (1 3| будем искать н виде [7, 8]-

ua(1(.v,y,zj) = 0>;Дх?у,г)ехр(ко/)

(h.v.iv) « (их,му.ы.)ехр(/оя) a,(3 = x,y,z; j,k =1,2,3
где (0 — искомая частота собственных колебаний.

Подставив (1.4) в уравнения (1.3). получим:
доп да., до.. , л / ,
—— + —— + —— + риги. = 0 (х.у; 1,2)

дх ду dz

Т-"ВД, +я,2оа +Й„0„ (ау;1,2)
Эо., да.. да„ , . ди.
— + — + —֊֊ + рад-и; =0 —- = я,3а„ + + яио.
дх ду dz dz

(1.3)

(1.4)

(1.5)

дих duv

V+^=a66°12'
ди. ди, ---- х. +---- L
дх dz

= «55а,3-
ди. ди
------z. + ---------

ду dz
Перейдем к безразмерным координатам и безразмерным компонентам

= U

вектора перемещения:
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Эту сингулярно возмущенную систему будем решать асимптотическим 
методом Решение системы будем искать в виде |3):

? = x/Z, n = y/l, t = z/h
11.6)U=ujl, V- и II, W = ujl

В результате получим следующую сингулярно возмущенную малым
параметром £ = /г/7 систему:
d0ji del,, dCFp д г
—-+—— + е —- + w:e 6Г=()
da dr] da

dU
— = anon + «1?a22 + «13033 
d§

dCJp d(j>, 2 _? . ,
--- — +---— - E  — + ОКЕ V = 0
d§ dr| du

av
— = ai;0։, +«22022+0,30,3 
di]

(1.7)

du.- da23 _3 d033 -> _?n, r»--- 1Д +--- IL + E  ». 4 W;E = 0 
dr| arc

.J d\V
8 "df =a,5°i։+^a22+a”°33

du tW
— + — = dn dg

dW . dU
d? du.

dw , av 
dn d? J

co: =p/i"co

(£/,У,Н/) = £Ч^и‘У(')ЛУи)) (1.8)

ОК = Е*(1КО 5 = (),.У

где обозначение 5 = О,Л' означает, что по немому (повторяющемуся) 
индексу 5 происходит суммирование в пределах [(). Л՛].

Подставив (1.8} в (1.7), применив правило Коши умножения рядов, для 
определения коэффициен тов разложения (1.8) получим систему:

^2+^2+^+ц1/<->.о
ос, <9т| ЭС

dV(’"h <•! ... .»>
— С7р0ц +(/„0,, + (Ц0։,

Sai,?11 4 zn2 0՛ UJ. . V \J
dH 51. <K

d0jr]> 5a‘,’ " 
+ —-— + + со:,И/|^’=0, к -0,5

d§ 5r| du
э6.ч»֊1) (" <». |.J

= «„0 II +«12022 +«:3^'O

(1.9)

dlVz<0 ... ->
л ..о я£*13(-711 +й23^22 ~ (17>>°'3-*■ du
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ьи“՜" ау’-”
Э1]

дИ/(л՜0 ди{х)
= Д55айЭЖ<Т֊1} ЭУ(Д) Эп + а? «о

Й44°23 ’ (2 5՛ ■ 0 при 5 < О

В |1.9) все Величины можно выразить через и՝" Упо формулам:

где

А.

= — А°11 Л23 + А„
ас/^2 а? эу<>-'1 

~ Аг -
Э1]

(։) . дМ"> й ди1’-" л
“֊Аз֊^-----Аз-тг— + Аз

дъ, Зе
ЭУ*5՜1’

дТ|ЙИ'՜“1 . й/7<։՜” . дУ^------- Л,,-------- А,-------  ас ас аг. .1.10)

<Й?
1 Гаи'*'՜11

о« а’1
зу1”а?

°11а22 ~а12՜ 

д

^22^51 ^23

д

_
Л33 -

и-.?։»23 4 ИПМ2Ч л **22и13
А ’ “ А ’ -5 “ ՛ А՜△ А Д (1.11)

. . - 2 2
А = ^11^22^33 + “^12^13^23 *”^22^33 ~^И^23 "”^33^12

Для определения же 6՛ 11.1/՛՜՛ ДУ ՝ получаются следующие
уравнения:

д2Ц('}362 +й5Х^°“х> = ^\ ^С+«44и4^(։-Х) =/?^ аг;- *
к =0,5

(1.12)

где
д2]У^Х)

Эс сП]

эЛу1’՜1’ ГаоИ՜1’ Зой՜”
-------------а.. —-— + —

Э1]Эц Эс Э1]
11.13)

и' ‘23 13 дт]#. Ф]
Очевидно, что = /?, " = = 0.
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2. Чтобы определить значения 
при .? = ():

2 М
<*э

частот, рассмотрим уравненияаУ(0) а?2 4-й.мсо:0^(0> =о

аЧ0О)
(2.1)

+ а^1У<0>=0

(1.12)

Решениями уравнений (2.1) являются:
С/101 = С^'1/cos + С ‘°? (5 , и) sin (2.2)

V’1"՛' = СУ7 (5,r))cos + cv: (5»n)sin (2.3|

и^'1» =С^(§,11)сО8-^=^ + С^(§,п)8Й1-^=^ (2.41
уА1 у^п

Используя (2.2) и удовлетворив условиям (1.1),(1.2) относительно
(0) 1 д6г(0)

Ос, и и учитывая, что о,. =------------ , получим систему алгебраических
«55 <К

уравнений относительно функций С77 Из разрешимости этой 
системы вытекает

cos2yta550).n = 0 (2.5|
откуда следует

Итак, определили 
колебаний пластинки. 
(1.7) имеем:

= —=т(2/? + 1), пЕ.М (2.6)
4а/^55 

некоторый класс значений частот собственных
которые будем обозначать индексом “1 ". С учетом

4Л =—5=(^+1), пел |2.7)
4/гуР«55

Точно чак же, удовлетворив остальным условиям |1.1),(1.2), получим
-—£=(2'1 + 1) или ш;'„=-----* (2,|+1), „ел՛ (2.8)

4У11а» 4'ЧР««

й։™. =—7-^(2« +1) ил« со,1," -֊ [Т-(2" + 1). „ем (2.9)
4 4/г \ р

Имея в виду ц.. = ֊—, . для ортотропного тела будем иметь
с)3 с23

следующие главные значения часто) собственных сдвиговых колебаний 
<0,7 .со,'՜, и. собственных продольных колебаний со^,

= -7 J—(2« + U = 77-4“ P'+i) 
4Л у р 4/i
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< = — J—(2n+l) = — v>r:(2n + 1) nG.V 
°" 4Л \ p 4/i

В (2.10), (2.11) у," и у^-известные скорости распространения 
сейсмических сдвиговых волн, а V -скорость распространения 
продольных волн в пластине

Если (О.о =ю!Оп, то оно не будет удовлетворять условиям разрешимо­
сти систем алгебраических уравнений, соответствующие (2.3) и (2.4). 
откуда с-.едует, что эти системы будут иметь нулевые решения т.к. 
определители систем отличны от нуля, следовательно:

К? =° (2-12)

Точно так же, если О).0 = то:
■г՛ ^=И^=0 (2.131

А при ш.„ = со”,
I I £С=^=о (2.14)

Итак, мы имеем три тина собственных колебаний:

а) колебания с частотами - ——(2/? -г 1) и следующими
4Л7раи

собственными функциями и компонентами тензора напряжений: 
£^ХСЙ?а,Ч)«п[(1+^|(2П+1)]> к'“’=о. <=0

=C'“>g,n)-^(2« + l)cos[(l + У 7(2/1 +1)] (2.15)
4«5j 4

а‘”=0, а”>,=(), 0‘»',=(), а”’,=0, о£>,-0

б) колебания с частотами =----- 1— -(2/i -ь Г) и следующими

собственными функциями и напряжениями:

V„<?,)=CS)a,.1)sin[(l + t)֊(2» + l)]7 4/^=0, И^ = 0
4

oS’n =c;“’(|.11)֊^(2^1)cos[(l+t)^(2« + l)] (2.16)
4«.U 4
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в) колебания

су'*1' = О и 22 Л - и,

с частотами

а‘?„=0,
=£1Р(2и + 1>

4/? р
собственными функциями и напряжениями:

и{,,) =0 ° К111 и>

<в-0
и 'следующими

И°> = О 
клШ и4

= ֊С™ (Уп)А,, ֊(2« + 1)СО5[(1 + У ֊ (2Л +1)]
(2.17|

<>£’„, - -СЖпМ„ ^(2л + 1)СО5[(1 + У ֊(2л +1)]

о5? & п)Л,, ֊ (2л +1) а»[(1 +У ֊(2и +1)]

Опш-0. ой’ш“0. Оаш-0
Несложно показать, что каждое из семейств функций 

кЛн' <՝ (К' 11՛}’ Кга) составляет ортогональную систему на интервале 

֊1^=0. Функции С*”’, С‘?, С*,’’ определяются из начальных условий 
известным образом.

3. О приближениях я & 1. Рассмотрим уравнения (1.12) при 5=1. 
Сперва рассмотрим первое уравнение (1.12) при С0,Оя = (1)!Ол:

иги% 
к,2 (3.1)

Решение Су'1/ представим в виде ряда по собственным функциям (7^' 
нулевого приближения [14, Г7|:

(3-2)
/л-։

Это решение удовлетворяет граничным условиям (1.1), (1.2), соответ­
ствующим и и 0^. Подставив (3.2) в (3.1), с учетом (2.1) получим:

(">ч,„)՜ ֊(“С)՜=-«.«(“-1,3՜^։' +^»1 (3-3)

Умножив |3.3) на С՛',.՛!՛ и проинтегрировав по $ на отрезке [-1. 1 [. 
учитывая ортогональность функций (ьгЛ7|՛ получим:

"55 Ь«* [(од,У - (ю™ )՜ ] = -"55 У С1Х, + , (3.4)

1ДР — символ Кронекера, а
1 ’ <•«»>

/?‘Н _  Г/?Й) гН|։>.л- /-’(0> _ С €/■•

При к = п из (3.4) будем иметь:

(3.5)
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(^1р)‘=— (З-б)
«55

а при к * п 
R" 

(3'7)

Из (1.13) и (2.15), следует:
С>“0 |3.8)

следовательно. 
ЬяЛ«0. к*п (3.9)

йДв«О, /?ЕзУ (3.10)

Для определения Ьпп нормируем 17п (15, 17]:

откуда получим:
И (3.12)

-1
Подставив ив (3.12), используя (3.2). будем иметь:

ЬЙЛ=0 (3.13)
Итак, имеем:

С/ч? =О.о4 =0. яЕ# (3.14)
Теперь рассмотрим приближение з = 2. Первое уравнение (1 12) при 

Ю.РЛ = 0)!0л имеет вид:

д2£/(2)
~7Г՜ + «яНо.)2 С‘՜;՛ + в55(ш'п,)՜ и"' +о5<(оД.)2 с՝"’ - Я,1;’, (3.15) 

ОС
Решение снопа поищем в виде:

л I /, г. г г I 
г~[

Повторив те же действия, полупим

к,)2 -спк —

я-՛ -от/лМ> =

(3-16)

к п

(3.1?)

и{а) т
ч'»=7^Г = ^Ю + У7(2« + 1)] 13-181

где функции {Фл} составляют ортонормальную систему. Из (1.13/ имеем:
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№ *Ч(11 fl [M?. ,aog. 
Эт) (3.19)

И՛! ՛ определяется из гретьего уравнения (112). при s = 1 и а).Оя = d)!0(r

А, + (<я Г и?0 + К)Ч(0) -ас
(3.20)

Вычислив R^\ из (1.13) и подставив в (3.20). получим следующее решение 
этого уравнения:

= сйsin ■7='? + сй cos 77^ + A?’ costt1 + АХ.Л ] VA. VA։
, (3.21»

(«55^֊1)(с((.0>1Дед . 1---
(I - Я55Д| I ) 0).(|„ yj «55

Для определения констант С?,!, и С.^ удовлетворим вытекающим из
(1.1).(1.2) граничным условиям:

= -!)=()

<jg։K-i)- А.
аи;:> абт,(0>
at '23 э?

(3.22)

Используя (3.21), (3.22). получим неоднородную систему алгебраических 
уравнений, опр<?Д1‘литель которой отличен от нуля, следовательно, эта
система будеч иметь единственное ненулевое решение:

Подставив значения W^j'՝. Oj'/, и в (3.19), будем иметь:



"\
+ '0« а55

66

х
(3.23)

Х5!п[(1+р7%<.]
а используя (3.23), из (3.17) следует:

»(2) - 1 (1 + 2пХояЛа - I)
X

а

х я(2л + 1)]
4Л««ЛПV 55 (3.24)

л(2?? +1)

՛ ,
к”Н1֊«55А;։)֊(2л + 1)-«ч

4 и66
д,1А

В итоге по формулам (3.17) определятся (ш!^)
и спк ■ Д™ Определения

с\0 поступим так же. как п случае Ьм, в результате получим:

С„„ = 0 (3.25)
Итак, мы определили (/<]' и а)’.?л. которые отличны от нуля. 

Следовательно, имеем:
а)! •о» + Е Ш'2л

(3.26)

Аналогичным образом рассматриваются случаи 

= • В итоге будем иметь:
К՜ ^ = 0.^-0, < = (),

И?2 = 0, И^О, <-0, <жо

°>.Ол = И

(3.27)

Из полученных результатов следует, что начальное приближение дает 
достаточно точные значения для частот и форм собственных колебаний 
Поэтому, значения часто! для исходного приближения назовем главными 
и а практических приложениях можно ограничиться этими значениями.
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