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Рассматривается широкий круг аналитических точных и приближенных решений 
эволюционного уравнения для электропроводящих жидкопасыщепных грунтов с 
нестандартной нелинейностью Показано, что а недиспергирующей диссипативной среде 
могут был, солнтонообразные волны,

Волновые процессы в жидконасыщенных грунтах описываются 
системой уравнений для твердой и жидкой фаз и уравнений Максвелла 
{1-3]. Для описания поведения нелинейных волн в таких сложных средах 
из исходной системы выводится нелинейное эволюционное уравнение 
(4,5] с нестандартной нелинейностью. Исследование такого уравнения 
представляет интерес для широкого класса применений, а именно — в 
сейсмологии, геофизике, геологии, в частности, при изысканиях полезных 
ископаемых, электроразведке и так далее

Эволюционное уравнение имеет вид [4, 5J:
сГф .. z.. д ( ..chp2

------- + ձձ.Ա + £— »G—Н’— +Р—- + Е—1— 
дтдх ՜ Эх Эх Эх дт Эх

1П

где х координата, вдоль которой распространяется волна, А, —опера
тор Лапласа по координатам у, Ц> —компонента скорости частиц среды 

по нормали к поверхности волны. Л. (7 и Е -соответственно 
коэффициенты дифракции трения, вязкости нелинейностей причем О’ 
обусловлен обычной (геометрической, физической и т.д., а Е — концент
рационной или токовой нелинейностью. Эти коэффициенты не зависят от 
координат и времени, ио содержат все физические параметры, характери
зующие среду, Т = ХС|՜'-/, (С]-линейная нормальная скорость волны). 
Как видно из уравнения (1), в рассматриваемом волновом процессе дис
персия отсутствует. Если полагать I. = И = О = Е'= О, то в этом случае 
уравнение-(I) имеет решение типа ударной волны |6].

В данной работе уравнение (I) будет исследовано как приближен
ными методами. Так и посредством точного частного решения Так как в 
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природе .могут реализоваться ситуации, когда проявляется только токовая 
или только физичоско-геометрическая нелинейности или обе нелиней
ности совместно, уравнение (1) будет исследовано для каждого случая в 
отдельности.

Итак, предположим, что 6'* О, £*0. Тогда уравнение (1) при

С =Р-0 имеет точное решение ф0, которое после ввода переменной

С =---- - имеет следующий вид [6]:
<6

Ч><, ֊ ехр(- Вх + £?)/[/•՝, (?) - К (х)ф, ехр(- £?)] (2)
где

Л(§) = -у[ехр(-Е?)- 1J К -1[ехр(Вх)֊1] 
Е В

/к:Й)] = #0;)ехр(-^о)

g (%)—произвольная функция, которая выбирается таким образом, чтобы 

функция ф0 удовлетворяла некоторым граничным условиям. § = -т/с։. В 

силу требования ф0 —> 0 при х » зо должно быть В > О
Подобно задачам поршня в гидродинамике можно брать

= #&)=(!, Прн со ֊const
О при Н < О

Пусть Е < 0 . тогда из (2) следует

Фо =■

ехр(- Вх) 
1֊£ф

1+Ц,
ехр(- &г )£'[<? ֊ F, Ml - gcp)]

1-£ф
Х>0

(3)ц,

° X < О
где ф «= [1 - ехр(- £?)]£’’, х » ф - F2 (хХ1 ֊ £ф)ф0.

Первое неравенство в |3) можно переписать

л<11пк
В иа+<((ииЕ֊В)

Неравенство <4) определяет область переменного 
кривой ф(х), впереди которой фо=0, а позади

(4)

х. ограниченную 
ф0 * 0. то есть

Ф=^2(^-^ф)фо является фронтом разрыва. Выражение (4) имеет 

место ,\м ф < и„(В - Е1/") 1.

Если Е >0 выражение (3) остается в силе, только неравенства из (3) 
и (4) меняются на обратные.

Приближенное решение уравнения (1) имеет вид [5]
Ч>-1|>0[1 + Т(у,Г,хЛ)] (5)

где искомая функция Т должна удовлетворять условиям
зс ,г аг дТ дТ 37՜

дх Зё Зу 32
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Т =------
й /
йЦ а?

тогда, подобно |4], для функции Т получится выражение 
1С&Л+ОСЕ2^-

)
Для определения профиля стационарной волны введем в уравнение 

£
(!) переменную Т| =-----—, где ц = ат-г Ьу +с1г - кх Тогда уравнение (1)

а 6'՜
примет вид

■* у^ + дч) = -1Р^ + о,-^4 + £1ч>г (в)
аг) ш] <щ

.. к £(г>2+й:) Т1 „ п о „ _
га՞ V ---------5— ------ г В.=аВ, О,-—Е.=аЕ.

ав а2в 1 1 аС,2 '
Если в уравнении (6) положим Л, =0, то полученное уравнение 

имеет точное решение ф,:

Л»— А1пф1 + В21п1 
аЕ

11 УЕ п Л УЕ
где Л = ֊—, В, = 1 - —----- .

(Г СВ 2 а֊ С; В

(7)

Приближенное решение уравнения (б) снова будем искать в виде (5), 
даЧ>„=ф1։ Г = т;(п) и удовлетворяет условиям

ВТ В2Т 
 » -----г б/т|---- с/гр

(8)

тогда

Ф1 ~^֊Е,ф։

Следует отметить, что из ветвей функции (7) следует брать только те 
части, которые удовлетворяют граничным условиям, то есть 
бесконечности стремятся к нулю

Уравнение (1) имеет точное частное решение. Перейдем в (!)

в

к

координате < и введем новую функцию ср, «---- ф , тогда получится
аО

^'Ф| 1 б/<Р։ л/ з ^Ф։ о~г + 7>| —֊^ср, +ф1—1 = 0
аС (1С, ск,

(9)

где =[ак-ь{ь' + , Л/=-^, Аг =

Следуя метолу Баклунда (7, 8], решение уравнения (9) можно записать
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Ф։ в^2[1 + ехр(^)р‘ +Ь\,

где к{ = ±(2Л՜ ֊л), а функции €/2 и определяются в ходе решения.

Использованный метод дает два точных частных решения:

Ф| =

2к{ ехр(*£)
1 + ехр(ЛЛ) 

2к{ ехр(*Л) [ М
1 + ехр(А^) .V ’

при и у = О

ТГ М п₽и и,= —

Полученные функции <р, есть сглаженные ударные волны, разница 
между которыми в постоянных значениях при = 0 и ц = ±ос .

Теперь приступим к случаю, когда в уравнении (1) Е = 0. то есть 
токовая нелинейность не проявляется. Для простоты записи решения 
уравнения (1) введем обозначения

т|։-л,+/>£,-сх, х։=-—, Ь?-2кСЬ2 
О

сГ:=21.6<12, v-.DC,1, а-1, V. =-* + -(б,2+<7,2) 
I ' * 9 I 2 \ I I /

тогда получим уравнение типа (6) с соответствующими новыми обозначе
ниями. Если в нем полагать В =0, то частное точное решение ф2 имеет 
вид [6]

где

V, -|[ч>г(+°0)+’Рг(-“)1 V; ’|к(-“)֊Ч>2(+=°)]

4>2(-«’)>4’г(+а>)

Функция 1р, есть обычное решение сглаженной ударной волны.
В случае аналогично (5), где Т«=7';(т|1), 1р0 =ф2 и Т2

удовлетворяет неравенствам {8). для Т2 получим

^(п,) = 2^. »/ V \ / V
1 -3(Ь՜ —-1], V; + 2у,улЬ| —п, 2у ” 2 ’ 2 Ьу ’

Для представления о характере кривых Г2()|) запишем характерные
значения

г;(0)- 2Ву ( V ДУ
------------------ /. (._ ос I с=_____________
У2гр,(+<»)’ 2

С
2 2
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՛/ \ / V \ у 1 IVг/Дт]|) имеет две особенности !Ь| —=-1]. = /-4- + 3, в которых
^2у ) Зу2 Зуу;

фигурная скобка в выражении 7՝, превращается в ноль. Кроме 

окрестностей этих точек всюду Т, мало.
Теперь рассмотрим случай. когда С = 0, а Е * 0; такая ситуация 

проявляется в сильно проводящих и полупроводниковых средах, когда 
токовая нелинейность проявляется раньше, чем остальные. Уравнение (1), 
записанное через координату £ , имеет вид

V, +в ц, _ £ 1 _ о ЁД _ о
2 сГС ' 2л';:

где V; = -ак+ь(ь2 + <Г) О2=а5О. Уравнение (10) при 

решение

(10)

£)2 ■ 0 имеет

4>з = ссхр -Ч + 
/

£

1 / ЧА
где постоянная интегрирования с = —пРичем ПРИ 

должно быть с > (<)0 для конечности ф3. Решение ф3 описывает 
сглаженную ударную волну.

Решение уравнения (10), как и выше, будем искать в виде (5). где 
Ц10=Ч>3,в Г = Г,Й), причем последнее удовлетворяет условиям типа (8).

Тогда для Т3 получится

2О,С2В,г , 

Ь,у2
Здесь полученное решение верно для всех и..
Уравнение (10) имеет точное решение, которое можно получить мето

дом Бэклунда. Полученные этим методом решения справедливы при 
определенных связах между коэффициентами, причем в данном случае их 
несколько.

Итак, решения имеют следующий вид՜.

6 V;

25 ЪЕ,
25 7), 
. х г*

6 V

5 Е,

и(1^5А֊,Р2/У?)ехр(^Л) _ 
[1 + ехр(Л^)]2

гг п 1 п 100 V2
где в случае и3 »0: при / = 1 Д, =-֊ — , а при

/■ = 1,2,3,4

9 V,2
1 = 2 Е.----------

2 О,
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п В. ■ 1 и 100 V2 • л п 9V’
в случае U3 = —!- : при / = J U. =------- — или при i = 4 ֊=------—.

Еу 9 ^2 2 £»•>
к _^!i_30_L к _^Üx2ÊJ_

12 17 17 а,д’ w 17 17а։„

а;։-Т— Р, а24=+-0,
15 9 2 2 D,

Все полученные решения, кроме последнего, представляют сглажен
ные ударные волны с разными асимптотическими значениями, а послед
ние кривые есть солитоноподобные решения.

Интересно отметить, что в отличие от обычных бездисперсибнных 
случаев, когда за счет диссипации получается сглаженная ударная волна, в 
данном случае получается решение типа солитона.
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