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О ПОСТРОЕНИИ УПРАВЛЕНИЯ С ЖЕЛАЕМЫМ 

СПЕКТРОМ В САР
Григорян Ф. П.

Ֆ. Պ Դրիգորյան
Ցանկալ]) սպեկտրով կառավարման կառուցման մասին ավտոմատ կառավարման 

համակարգերում
Ավտոմատ կարգավորման համակարգերում դիտարկված I. խնդիր ցանկալի սպեկտրով 

կարգավորիչի մուտքի ազդակի գործակիցների րնւորուբյսւն մասին րնդհաճուր դեպքում, երբ 
որ կարգավորիչի մուտքային և ելքային ազդակները հանդիսանում են սկալյարներ:

Ստացված է բանաձև, որր կապ է հաստատում կարգավորիչի մուտքային ագդակի 
ւծակիցների (տեքստում b = (hj.è......ծ,) տողը) և նախապես տրված ցանկայի թվերի միջև

F. P. Grigoryan
On the Management in the System of Automatic Regulation with Desired Spectrum

В системе автоматического регулирования рассмотрена задача о выборе коэффициентов 
»Годного сигнала регулятора с желаемым спектром 8 общем случае. когда входные и 
пыходиые сигналы регулятора »шляются скалярами. Получена формула, выражающая 
••-‘неспмость между коэффициентами входного сигнала регулятора (в тексте строка 
Л = (6(,Ь?,...,5,) Я между наперед заданными желаемыми числами).

Постановка задачи. Пусть задана управляемая система 
dLr , 
— = Ах + ни 
dl

и Jg(r -t')v(t')dt'

V = h ■ X
или

dx 

dt
Ах + h J՝g ( i - / ' )bx(/ ' )dt ' U)

где X-(х1։х2,...,хл)—столбцовая матрица размером п х 1 вектор 
состояния процесса (штрих на матрице означает транспонирование). V- 
скаляр, входной сигнал регулятора. £ -скаляр, импульсная переходная 
функция регулятора, и -скалярное управляющее воздействие 
рассматривается как выходной сигнал регулятора, А = (« .). /,/ = 1.2.....п,
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А = (Л։,^,...,Лл)', ..... Ьп).
Предполагается, что система (1) обладает свойством управляемости. 
Желательные числа являются

крХ2,...,ля; ц,ц....,ц; 0,0.... 0; л։+л2+л5-л (2)*֊ ч— — _ •
"։ «։

при \ * X* у; г, у = 1,2,...,л։; р х Х4, ц г- 0 (3)

Требуется построить Ь-(Ь},Ь,,. ..,ЬП). так < ггобы система (11 при

новых неизвестных у - (у։ приводилась к виду

<

(<”>.2......«.)
(11
(Е՝,

(/ "Л1+1......«1 *'»:) =>

- Оу* (А - Л, 4 п. + 1......п)
(1,

У,-еЧ

>՛. “Г.

у, -й։ад<Х.....Х, )

/’’-г-՝1

■•ле с’՞'1 -(С,....С,)'. С*"'1 - с'՛՝1 -(С.,.Л;....... С,)'֊
столбцы из произвольных постоянных:

У"*-(У..... у.,)'. /’'“(У,.!.....У,..։)'. У*”-(У,..։....... У.)’
У -(/",(5|

Предполагаются также следующие условия, при которых для 
передаточной функции регулятора /?(Х) удовлетворяются

(<=1.2.... П.-1)

. <6՛
(1=1.2....«,-!)

ар
Решение. Выполнив в системе (1֊ преобразование 

х = 5г $-(й,.4Л.......4’ 'Л) (7)
получим

— = Д.,2 + Аи^я(/-Г )с11 (8)

|де |2|

<Н1



I- Ку

где К - К%(1)

0

1

0 ...

0 ...

-р„ ■

-Р-: Ь, -5'Л = (1,0,...О)'

4-5’’Л5 = 0 1 ... “Р.-2 (1-Ь8 = (ч^дг,....д.)

4 •• • •• ••• ... А'Л - -р.Л -р„ ,ДЛ -,..-Р|А” 71

0 0 ... -Р|
Теперь сделаем в системе (8) замену переменных по формуле

(91

(»01

|Ч|

у (/ - 1.2,...,л) решение системы |4) /(/) приводи! матрицу ./ системы

1»1
</т) / Ж - ./т]

А-

X, 0 0 ... 00 X, 0 ... 0••• • •• ••• ••• • ••
0 0 0 ... хл О 0 0 ... 1ООО ... о

Л "
ц 1 0 ... 00 ц 1 ... 0

• ••• ••• • ••ООО ... и

(12)0 1 о ... оО 0 1 ... о

ПхХПу П.ХПг П,ХЛ}

и
Х(0 = <11а§(Е.,х2(г),х5(0) (13)

1
г г*'4

1
г՜ т”-1

1 0 0 ... 0 •?» (л. -1)! -я
0 1 0 ... 0

0 I 0 1
г”-՝

...
. ХДО-

(«,-2Х (п,-2)’
... ... . зь(О- ... ... • ••

0 0 0 ... 0 ... ... ... ••• ... ... •••

0 0 0 1 и 0 0 ։ 0 0 0 /
0 0 0 1 о 0 0 1

Л,ХЛ| п. АП. Л, X»,
к диагональному виду 11)

Л «а(ай(л..л......Х,.ц.ц......р.0,0......0) (14)

Мйфицы К и К представим в блочном виде
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к-(км,к,
где

=(*>•■■■> ч,.... .

^„)=к....*3 ч-..>
Из (5), (10), (13) и (15) следует

я։ .] >•••> ^Л,-Л,

Л, *г.2 »1 <15}

г-Ку-^м,К(։,..,>А)' У14 
И

/у-
^ЛЛ,^хг(0Л )Х3(')1 у(й 116)

или
г = ^(^У'՛1 * «(л,.Л;(Х2(0у‘։’ + к(п)Х։(0У(3)

Из (16) можно заметить
^1л>) = ^(п1)’ = ^.п^ХзЮ, ^(П) “ ^(л)Хт(0

(17)

118)

Из (17) следует

(1!՜ <л‘^։
Подставляя (17) и (19

Л/2։ <*Х2(0 -д2)'
Ж а(

1.19)

(1у<"
в систему (8), получим
^+^у^] + КМ) 

(11 (11 с1( с/г
^] =

7.,-Л')

= А.1^,>/՝։ + ^«.>Хг(')у|2> + *«ХзО)у(1)] + (201

* >՛. .]■«(' - <ЖмУ<։1('՛)+к,„,х2(/')/:)('')+

а = /г. 4- щ ։ *
Выбор матрицы е/ и К ограничим требованием

. <П 1

<1у‘-:՝՝ (21

(11 (11 ■

4у['} , ^Хз(О глл/ 
ск (1( '

(11

^Ч<։> ■/Л՛)

ХгО)

После ।

(211

= м(«>х։(0у'։,+л. р<»-'М..№(Оу<’1(‘>՛

= АЛ<.,։Х5(')Х(" +А» ро - 'Ж.Л.ЛОг’ЧОЛ'

преобразований подсистемы (21) приводятся 
соответственно к виду:

ан
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122)К., А - А К . +1։ ГхМдК.^ .е՜7’’^\Л;) I О (П. I 1/ I О \ /Л (Л| / 
О

Х(„,(Г; + цЕ^)- А„К (а) + (-5)е Л (23)
О

^(Л)Г։ - АЛ„>+(24) 
о

где Г,. Г3—матрицы сдвига соответственно порядка п2 хл2, /I- хл3
Отдельно рассмотрим выражения (22) — (24).
Обозначим

Л(р)-Ь(5)ё-'’&, К1(р)-|^^ = ^Ь(у)51е-'”Л (25)

О 1‘ "Р 1’ о
/-(и..,«)

О(Х) = А» + А„У8(5)е-,Л*Ч - А, + ЙЛ(Х)9
п

Имея в виду (6) и (25), подсистемы (22) —(24) распадаются

а = л, + п2
После определения строки д = Ь5 из подсистем (26) определяются

соответственно на следующие:
£/(Х,)К,=ХД (ЩИ)-р£)КЛ1„=0 £/(0)^.1 ֊0
и(к2)К2^Х2Кг (1/(ц)-ц£)К^ Е(0)К„.2 = Ка.,

(26)

ио^к՝ -\кпу (Г/(|0-цЕ)Кй-Ка., С'(0)Кл-Кл.,

столбцы К}, Кг,...,Кп.

Теперь переходим к определению д = ■

Характеристический многочлен матрицы С;(/.,) = .40Л0Л(А։) из (25) 
имеет вид 3]

։)+^(^-^РЛ"՝2^-+Рл-гН-+<7я] +

4-л" + р,хг 1 +... + ря_Д + р„ =-/?(/., + Д2(Х)^ +•’•+ <?г.Ь д(к) (2?>
где
Д,(Х) - Xя՜* + РА"'*՜’ + Р2л *՜2 + - 4 р, к в 0,1...., п, Д0|л) «= Д(Х), Л,(Х) = 1

При Л. * а? , ж; ц. ж. (I - 1.2..... /г) (зз,-собственные чис-
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ла матрицы Л), из (25) следуют
/?(\) х О (;=1,л։), Я(р) х О, Я(О) х О (28)

Подставляя в (27) X •= Х։ (/ = 1,2,..., гг) и имея в виду (28). получим 

относительно ,<?2.следующую систему из п. уравнений:

Д։(\)<71 + Д2(Х։)?2 + ••• + <?„ = Д(Х1)//?(Х1)

Д,(л7)<?, + Д2(Х2)^2 + ... + $„ = А(Х2) / Я(Х2) 

............................................................................................. (29)

+ - + я. = Д(ХП)/Я(ХЛ։)
Аналогично (27) характеристический многочлен для матрицы 

^'(В) = Л + М(н)<? будет

|ЬГ(|л)-Х£'| - -Я(ц)[а։(Х)^ + Д2(Х)</2 + ... + цп] + Д(Х) (30)

Наложим на (</;,б/г,...,с;р) условия, при которых X = |Л являлись 

корнем кратности ?2, для многочлена (30). Дифференцируя |30) п2-1 раз 

и подставляя X = и. с учетом (28), получим следующую систему из п2 

уравнений относительно ц},ц2,...,цп :

л I (и)<?, + д г (н)<?2 +•■• + ?,= д(н) / Я(и)
АХм)?. +д2(и)<72 + •■• + ДХ,(н)?,-1 = А'(н)/Я(ц) 

...................................................................................................... (31)

д? '(и)«,+дгш+-+=д<"!

Теперь перейдем к случаю, когда X = О является корнем кратности 
??, для характеристического многочлена |С/(0) - Х£’|. Нетрудно увидеть, 

что многочлен получим в таком виде, если в (30) положить Ц = 0

|ьг (0) ֊ ХЕ I = -Я(0)[Д, (Х)9, + Д,(Х)9г + ... + ?„] + Д(Х) (32)

Дифференцируя многочлен (32) Мя-֊1 раз по X и подставляя Х^0 с 

учетом (28), получим систему из уравнений относительно Ч{,Ч2,—,Чп-
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ДДО)9.+ Д.(0)9,+... + <?,-Д(О)/Я(О) 
д;(0)91+д:(0)9։+...+д;.1(0)?.., -л'(о)/жо)

132')

Л? '(О)«?,. ДТ:(О)?_. + ... + ДГ('.,.„(О)?. - Д’”'-”(О)/К(О)

(Л, >Л։)

окончательно получаем систему уравнений отно< нтельно 2
Объединяя системы (29), (31) и (32 ) в одно матричное выражение,

/.</' = д0 (33)
где для простоты обозначены

Д,(\) Д;(Х։) — Д«^Я։.,((^*։) Дч>։-л(^,) д..,а,) ։
А,(Х։) Д.(Х։) ... Д.4.,.„(Л։) д..,.;.։,(Х,) ... Л..,(Х2) 1

д,(\) Д.֊(\) - Д.н.,-„(^..) Д.-,•,-։,(*.,) - Л..,(\) ։
Д,(ц) Д,(И) ... Д..... ,„(И) д..,^,(ц) ... Д..,(н) ।

1. =
д;(н) д'5(н) - д^.,.и(н) д^.,.:,(и) - дин) о

Д։,":'”(н) л։г"(и) ... д'?;”.,,(и) 0 0 0
Д,(0) Д,(0) ... Д.ч.;_„(0) Д..,.։.:,(0) ... Д..,(0) 1
д;(о> д'.(о) ... д;ч.:.„(0) д;к.,.3,(0) ... д; ,(0) о

Д'։’'-”(0) <-"(0) ... Д',"!^-,,(0) 0 0 0
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До-

A(X,)/«(\)
Д(к,)/Я(К2)

Д(\)/Я(ХЛ1) 

Д(и)7Я(н) 
Д'(Н)/Я(И)

Д<"-'’(ц)/Я(И)

Д(О)/Я(О)
А'(О)/Я(О)

(341

Д'г--"(0)/Я(0)
Используя условия (3) и (28), нетрудно увидеть, что матрица А невы

рожденная. Поэтому из (33) находим

7' = Г’Д„ =><? = ДДГ1)

Тогда по (9) окончательно получим

ь=а;,(а|)'а՜՜' (35)
После того, как найдена строка Ь = (Ь։ Ья), мы определяем 

столбцы матрицы ЛГ = (К,,К2,...ЖЛ) из (26).
Следствие. Согласно (3) (7), 110} и (11) найдем решение системы (1)

х - SK՝/_(t)e''C (36)

Пример. Рассмотрим задачу программы управления космического 
аппарата при посадке на лупу (4). Движение космического аппарата в 
конце посадки будем рассматривать в относительной системе координат 
ОХУ2. Начало относительной системы координат поместим в расчетную 
точку прилунения.

Для простоты рассмотрим однородную часть системы уравнений 

=ху

л< = -огх. + (7а,
Г: (3?)

•ч =

х'. « 2огх3 + О'а4
где ® ։ (38}л.
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Обозначим
Ш ֊угловая скорость на круговой орбите радиуса г0.

0 10 0 0 'х.

-со2 0 0 0 а, л\
А = , Л = С

, * =
X

0 0 0 1 0 Л-3

0 0 2со2 0 а< х‘.■
примем

(39)

у = Ь\ Ь = (Ьу,Ь2,ЬУМ 
-X

тогда система (37) примет вид 
• Г

֊֊ - Аг + Л у 8(։ - ։')Ьх(1')<И'

Предположим, что наперед заданными желательными 
являются 1,1,0,0.

(40) 

числами

Требуется построить Ь = (Ь[УЬ2.Ь3,ЬЛ) так. чтобы система (40) 
приводилась к виду

У,=С/

У՝г = Уз> У1 = С2е՛

Л »0-№ Уэ = С,
.< -о?,, =С4

Предполагается, что
Л'(р)/п - = 0, /?"(р)/( ., * 0, Я'(р)/,... = 0, /Г(р)/, - э * 0 140,)

Решение. Предположим (Х2 = СО$60" «1/2 следовательно, 
(Х1 =1~«2 =3/4, СХ4 = л/З/2 Тогда по (39) матрица (7) имеет вид

0 0.5 0 -О.5(о2

0.5 0 -0.5(п՜ 05=(ММ?М5Л) =
0 0.5>/3 ■>

(0՜ 0
(41)

0.5^3 <1)2 0 - со4

Так как |5| = 3(1)' /16 0 легко получить обратную матрицу
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5-1

-47з<о2/3 0 0 2>/з/38ш’/3 4^3/3 2ч/з/3 -4/3-4>/з/3 -2/ш2 0 гТз/зш-8/3-2/ы2 4-Уз/Зш2 2>/з/Зсо2 -4/3<о22 142)

Из (39), (41) и (42) следуют

= 5 "'Л = (1,0,0,0)', А0-5'Л5

О

1
О 
о

о 
о
1

о

о 
о 
о
1

о 
о 

-О)2

1

(43)

Из (27) и (43) получаются
Д(Х) - |Д -Х£] = X* + ш2Х2; Д,(X) - X’ + ш2Х 

Д2(Х) = Х2 + <о2; Д3(Х)-Х; Д.(Х)-1

/.»

(44)
Из (34) и (44) найдем

АО)
а;о)Д։(0) д;(0)

(45)

АС) △5(1) г 1 + <о2 1 + аГ 1 1 Д(1)/Я(1)А'2(1) д;о) 0 З + о)2 2 1 0
. дп =

Д’(1)/7?(1)А2(0) Д3(0) 1 0 аг 0 1 * 0 Л(О)/Я(О)Д’2(0) д;(0) 0 ш2 0 1 0 Д'(О)/Я(О)
получить вид для обратнойИз (45) имеем |/,| = 1. Можно

Г1»

-23 2аг -За) 2
1

-1
-аг
(1)՜

2֊3-2оГЗаГ +1
1֊21 + 0)2 2со2 (46)

Из (40։) следует вид для 
окрестности р = С)

передаточной функции регулятора [5] в

К(р) = ^' 

р- +с,(р)
С։(0)*0

н окрестности р « 1

Следовательно,

И(р)---- 2^—,
(р-1)՜ +6\(р) 

/?(()) - 1, /?(1) " 1

0,(1) X о

(4?)

Из 1451 и (47) получаем До-[Л(1),Д'(1),Д(О),Д'(О)]

68



Поэтому из (44) найдем
Д„ =(1 + ш2;4 + ш2;0;0)'

Используя формулу (35),из (42), (46) и (48) окончательно получим
Ь = [2(ш’-1);4;0; 0]
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