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Ջ-Ն. Դա սոյան
Անիզոտրոպ իդեալական հաղորդիչ միջավայրում կետային աղբյարից տարածվող 

մագնիսաաոսւձղակաճ ալիքների հարթ խնդրի վերարերյսպ
Դիտարկված է հարթ խնդրում լորս աոասզական հաստատուններ ունեցող անիզոտրոպ իդեարսկան 

հաղորդիչ միջավայրում ակնթարթային իմպու|սի տիպի կետային աղբյուրիս տարածվող 
մագնիսաաոաձգակաս ալիքների հարթ խնդիրը, երբ միջավայրի գտնվում է արտաքին համասեռ 
հաստատուն մագնիսական դաշտում Խնդրի լուծումները կառուցված ես Ամիոնովի-Սոբպևի կոմպյեկս 
լուծումների մեթուբւվ Դասված են պայմաններ առաձգական հաստասրունների և մագնիսական դաշտի 
ինտենսիվության միջև, երբ ալիքները տարածվում են որոշակի բնութագրիչ օրինաչափությամբ 
Մասնավորապես գտնված են պայմաններ, քղանց օգնությամբ կարելի է. որոշել ալիթների ճակատների 
երկրաչափական ձեր ե սղիբային դաշտերում լակՈէնանհրի առկայությունը:

Z.N. Danoyan
On the Plane Problem of Magnetoelaslic Waves Propagation from A Point Source in 

an Anisotropic Perfect Conducting Media

Рассмотрела плоская задача распространения магаитоупругих волн аг точечного 
источника типи мгновенного импульса п анизотропной идеально-проводящей среде с 
четырьмя упругими постоянными п плоской задаче, находящейся в» внешнем однородном 
постоянном магнитном ноле. Решения задачи строятся методом комплексных решений 
Смирнова Соболева. Найдены условия между упругими постоянными и интенсивностью 
магнитного ноля, когда волны распространяются с определенной характеристической 
закономерностью; В частности, найдены условия с помощью которых можно определить 
;е«мсгрическук։ форму фронтов воли г. наличия лакун в волновых нолях

Введение. Волновые процессы в анизотропных упругих средах и, тем 
более магнитоупругие волновые процессы сложны и многообразны, 
зависят от класса анизотропии, соотношений упругих постоянных, вели
чины и направления внешнего магнитного поля, направлений распростра
нения волн и т.д. В отличие oi изотропных сред, где распространяются 
чисто продольные и чисто поперечные волны, в анизотропных средах, а 
также изотропных и анизотропных средах в магнитном поле распростра
няются квазипродольные и квазипоперечные или быстрые и медленные 
волны. В изотропных средах волновой процесс был описан функциональ
но-инвариантными или комплексными решениями волновых уравнений 
|1] В работах |2-4) методом комплексных решений исследованы волновые 
процессы в анизотропных средах, причем в [4] предлагается уточняющий 
подход к построению комплексных решений. В работах |5.б] методом ком
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плексных решений изучены волновые процессы в изотропных средах 
находящихся в магнитном поле. В работах [7,8] этим методом изучено по
ведение магнитоупругих волн в идеально-проводящих анизотропных 
средах В этой работе продолжается изучение данного вопроса. Детально 
изучаются решения, соответствующие магнитоупругим волнам от точеч
ного источника типа мгновенного импульса. Исследованы геометрические 
формы волновых фронтов и условия возникновения лакун в волновых 
полях. В работах [9,11] изучены поведения магнитоупругих волн при 
наличии сосредоточенных сил и импульсов в упругом полупространстве.

!.Уравнения магнитоупругих волн и их решение методом 
комплексных решений Смирнова-Соболева. Рассмотрим анизотропную 
идеально проводящую среду, уравнения движения которой в случае; плос
кой деформации содержат четыре упругих постоянных [5]. Оси л՜, у, 2 
прямоугольной системы координат совпадают с главными направлениями 
упругости среды. Перемещения не зависят от координаты 2 . Среда нахо
дится в однородном постоянном магнитном поле //и, направленно։՝ по 
одной из координатных осей. Уравнения движения этих сред в 
перемещениях имеют вид [8]:

“Л+‘'Л+О„ =«„
, 11.1)е^а+с„иху+Ь„у>у=у11

где и = /(х,у,1), V =« —компоненты упругого перемещения
и "{«,7,0}, индексы у и и V обозначают производные по X, у и I ; 
ая,Ьп, Ст՝ ет —постоянные коэффициенты, определяемые 

формулами (>й“0, 1, 2, 3 соответствуют случаям Но = 0, Но - Н{)1, 

Но-На], Н0-Н(1к, где I. ), к орты координатной системы Охуг}:
а, = а0, Ь} = Ь(. + /. г/, = б/„, е} = <4 +у, с, = сп

^2 ~ г Х> ^2 = 4| > ^2 ~ + Х> = ^0 > ( 2 ~ С о (1-2)

Йз=«о+Х> 4ЯМХ, <4 = =б/п,с3=с0+х

а0 ~ с’и ՛ Ри? 4| = С22 ■՛ Ро> *4 = 1 Ро> С0 = (с12 + С66 ) •՛՛ Ро

са -упругие постоянные. р0 - плотность среды, X = /4лрс —величина, 
характеризующая интенсивность внешнего магнитного поля, называемая 
скоростью Альфвена.

Область допустимых значений параметров «0, /?0, с{!, , т.е. коэф-
фициентов уравнений [1.1) при т » 0 (при отсутствии магнитного поля) 
находятся из условия шможительной определенности формы упругой 
энергии [3]:

а0 >0, Ь0 >0, <4 >0, £0 -аД -(с6 >0 (1.3) 
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При этих условиях система (1.1) (при т = 0) вполне гиперболична, что 
означает возможность распространения чисто упругих волн в любых 
направлениях в рассматриваемых средах.
Можно показать [В], что при условиях (1.3) и />0 (что имеет место при 
наличии магнитного поля любой интенсивности) система уравнений маг
нитоупругих волн вполне гиперболична и магнитоупругие волны в рас
сматриваемых средах могут распространяться в любых направлениях, 
причем

". >о, >0, с1„ >0, ет >0, |ся|<с<"’ (1.4)

4” = л/".6. + ■ ™-0Д>2>3 (1.5)
Ввиду того, что упругие постоянные реальных известных сред 

рассматриваемого класса удовлетворяют условиям (3]:
я0 >4> Ьо >^0. ^0 >0> 4 >0> £о>0 I1-6)

или. что то же самое,
4 =о0-4 >0> 4 =4-4 >0> 4 >0’ О<со <СЕ} (Ь7) 

в работах [2-4] поведение упругих волн исследуются именно при этих 
условиях В этой работе мы также будем исходить из неравенств (1.6] и 
Х>о.

Согласно методу комплексных решений Смирнова-Соболева |1| 
выражаем решение системы уравнений (1.1) функциями:

« =/(Й), V » (1.8)
где $2 представляет собой функцию, определенную в неявном виде 
линейным уравнением относительно л՜, у, I

5 э /(Я)/ + т(О.)х + п(&)у -£(й) = 0 (1.91
Здесь под / и % понимаются дважды непрерывно-дифференцируемые 
функции, если величины /($2),..., к(О) вещественны. А если некоторые 
из этих величин комплексны, то / и £ — аналитические функции в 
соответствующей области.

Определяя производные функций (1.8) с учетом 11.9) и подставляя их 
значения в систему (1.1). получим соотношения:

(в««2 + </„л2 -/;)/'(Й)+с„тл4’'(Й)-0

« [ '($) + (е.т ' + 4»2 ֊ >8 '(Я) - 0 
устанавливающие взаимосвязь между искомыми функциями (1.8). 
Система (1.10) имеет ненулевое решение, если ее определитель равен 
нулю:

л Е("„т2 + <«՛ ֊^„т2 +Ь„п--12)-с2т2п'-0 (1.11)
Соотношение (1.11) устанавливает зависимость между функциями 

1(Щ т(Ы), <й), а также, согласно (1.10), между производными
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Таким образом, класс функций (1.8) выражают решение системы 
(1.1). если их аргумент £2 определен уравнением (1.9), с коэффициента
ми подчиненными уравнениям (1.10).

2. Решения, выражающие магнитоупругис волны от точечного 
источника. Из класса функционально-инвариантных решений можно 
отделить решения, выражающие магнитоупругие волны от точечного 
источника типа мгновенного импульса в начале координат. Эти решения 
будут однородными решениями нулевого измерения. Для этого примем в 
уравнении (1.9) /(£2) ■ 1.я(£2) ■ X, Л(£2) * 0,/и(&2) ■ >0. В этом случае 
уравнения (1.9), (1.10) и (1.11) примут вид:

г-6х + Ху = 0 (2.1)

Г |ке2+<хг֊1)/’(0)֊с„ех«-(0)-о
Г |-с.0Х Л0) + (е„02+ьлг-1)«'(О) = о
ДР М-Л‘-А»(0)Ь2+л.(0)-о (2-3(

АЧЧ֊(«ЛЧ^Хг.Ч«ЛЖЙ (2.4)
9« = Й-^.г. “ ֊ 2M.ll 2+ В1, 0 = II -4аЬ4е (2.5)

М„ = (Ьт + «Г )А՜ - {ат(1 - Ьгге„ )Вт, 1п = аЬ + - с: (2.6)п \ гл гл / т \ гл гл ш лт / пт > лт гл гп л» ,п *п 7
Ат -еггУ (2.7)гл гл /п 7 п гп гл • /п гл с: гл ՝ '

В этом случае уравнение (2.1) определяет новую переменную величину Э 
как функцию от х,у,1, а уравнение (2.3) определяет X как функцию от 0:

X - ±7.к (0) - ± ЕЖЖьБЖ (к = 1։2)։ X _ _К|, х4 - -% (2.8) 

иI л։ т
функции \(0) являются ветвями алгебраической функции л = л(0) 
однозначно определенной на римановой поверхности, вид которой 
зависит от соотношений упругих постоянных и интенсивности магнитного 
поля (параметрах).

Решения (1.8) системы (1.1) принимают вид:
«I в (2-9)

где 0* определяются, согласно (2.1), иэ уравнения:

1-0л£ + \Г) = О (2.10)
а производные искомых функций, согласно (2.3), из уравнений:
■ (вЛ։^Х-1)Л'(е,)֊с„0Л«:(е() = о (211)

-с„еЛ.Л'(0л)+(^0И^М -1)«;(0») = о
Для получения решения, соответствующего физическому смыслу 

задачи необходимо просуммировать условия (2-11) (4):
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+ ~<ЛЛ -1)Л'(0։) +У /я л гл д. т х х 7 7 х \ к 7 {' 2 1 ?}
+(чХ+V2» -сл\, -1)«*Л)-о

Согласно (2.12), решения (2.9) можно представить в виде: 
4 «1

«(х,%0 = -У М/КУ +Ь„Ь\ ֊1֊с„&№(<№

/ », 12131

у(х,у,0= у Ке{/[а„52 +^Х; -1-^^]^^}

где И^’д - ветви произвольной аналитической функции И', однозначно 
определенной на вышеуказанной римановой поверхности функции Х(0)

Равенство (2.10) устанавливает соответствие между вышеуказанной 
римановой поверхностью и областью на плоскости Оср] (следовательно, и 
на плоскости Оху ), где определены функции 0* (£,Г|).

Из вышеизложенного следует, что для построения решения, 
характеризующего распространения волн от точечного источника, необхо
димо исследовать алгебраическую функцию л(0), ветви этой функции и 
соответствующую риманову поверхность. Для чисто упругой задачи этот 
вопрос детально изучен в [2-4], а для магнитоупругих волн —в (8].
Для изучения поведения корней >^(0) следует изучать поведение функций 
р(6), #(0) и г(0) из (2.5). Корни дискриминанта характеристического 
уравнения 12 3) определяют особые точки алгебраической функции Х(6):

ф„(е)֊1б«Л'-Дв)9„(е)-о (2.14)
что эквивалентно следующим двум уравнениям:

г,,, (А) = (0) = 0 (215)
Корни функций р(0), #(6) и г(0) определяются выражениями:

0 - ։,1—------г (2.16)

0 = ±0;;’=±1/ /а 0 = ±е^> = ±]//Г՜ (2|7)

9 = ±9^' = = 1,2) (2.18)

Л„ = М՜ - Л,;Д„ = ^4Ьтс1,сгтЫт (2.19)
Характер и взаимоположение этих корней в зависимости от упругих 

постоянных и от х детально изучен в [8].
Гак как точки (к =1,2) суть простые нули функции (за

исключением слу^я, когда Л'/я =0), то внутренний радикал, входящий в 
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(2.8). будет однозначной функцией на плоскости 0 с разрезами, 
соединяющими точки разветвления ±0^И- Эти разрезы таковы:

1) л?т >0:(^т\те<7’); (±0^*, те;™’)

2) Nm < 0, Dm > О, Мт < 0 : ф<7>|); (-i|0<7’|, -i|0‘7’|)

3) W.<O>D„>O>JW„>O:(0<7I,O<;>); (-е'?,-0<7>) (2.20)

4) 2V„<O,Dm<O:(0'7>,+x); (-»,֊0'7’)
t +<•»); H«.

В случае Л'„ = 0 имею։ место равенства ± О՛,?' “ ±9^՛, и поэтому двой

ные нули ±9^' не являются точками разветвления для внутреннего ради

кала функций Хк(6), т.е при «V* =0 внутренний радикал функций лх(й) 
является однозначной функцией на всей комплексной плоскости 0. 
Случай ?/м=() имеет место, например, для изотропной среды при 
отсутствии магнитного поля. В этом случае:

0;<;> = 0<“> = +оо, х, (0) = 71/а’֊02, х2(б) = 7i/jo-02

В общем случае значение внутреннего радикала функций \Д0) будем 
фиксировать условием: он положителен при 0 - ib где b достаточно 
малая положительная величина.

Взяв два листа плоскости 0 с вышеуказанными разрезами и склеив 
крест-накрест соответствующие берега разрезов, получим риманову 
поверхность однозначного определения функции Т(0):
Ж r(0)-(2bmd„)-1[p„(e)+Æ/ë)] (2.21)

находящейся под внешним радикалом функции Х(й). Ветви функции Т(0) 
определены на плоскостях 8, и 02 и имеют вид:
К. Т1(0)-(2Ь^Л,Г[р„(0) + (֊1)‘7?Дё)] (2-22)

Теперь рассмотрим поведение радикала Х(9) = (9) на двулистной
римановой поверхности алгебраической функции Т(&). Функция Г(9) 
обращается в ноль в четырех точках, которые являются корнями уравне
ния гД6) = 0. т.е. в точках ± 9^'(к » К 2) . При вышеуказанном выборе 
ветвей ГДО). согласно результатам работы |8. табл.1] следует, что в 
зависимости от значений параметров bCi, d», с0 и X с точки зрения 
обращения в ноль функций ТК (0). возможны следующие случаи:

1| При условии КП1>0, Лтп>0. Sn.>0 функция Т։(6) обращается в ноль в 
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точках ±0^7' плоскости 6. римановой поверхности функции Д6|, а 7^(0] 
— и точках ± 0';?‘ плоскости

2) При условии Кп,<0. А_>0, 5_>0 функция Г,(6) обращается в ноль н 
точках ±0՝г7 и ±0,7 плоскости 0, римановой поверхности, а Т3(0) нигде 
не обращается и ноль:

3) При условии Кт<0. Ая = 0. 5_>0 имеет место 0.7' »^',7' и функция 
7,(0) обращается в ноль в двух двойных точках ±0^7 плоскости
0,, а Т,(0| нигде не обращается в ноль;

4) При К„,<0 А„,<0. $„>0 функции Г։(0) ведут себя так же. как п 
случае 2). но здесь взаиморасположение нулей функции /,(0) на 
плоскости 0, меняется на противоположные;

5) При КР,<0. 5_<0 функции 7*։(0) ведут себя так же. как в
случае ||. но здесь взаиморасположение точек 0,?' и О'?* меняется на 

обратное, причем «■ 0. 7*.(0'7 )"0;
6) Случай Кп, = 0 является переходным между случаями I) и 2). случай 

же Яш=»0 - между случаями 4) и 5)
Отсюда следует, что в случаях 1) и 5) точки ±0(,7' являются точками 

разветвления первого порядка функции Х(0). причем в случае I) две из 
них. а именно, точки ±0'7’ являются точками разветвления для ветви 
>.,(0) = ^Ц&) этой функции а другие две. те. точки ±0'г7'. являются 

точками разветвления для ветви л.;(0) = ^/7.(0) этой функции В случае 

5) роль точек 0'7 и 0.7 меняется на обратное. В случаях 2) и 4) опять же 
точки ±0,7 являются точками разветвления первого порядка для 
функции Х(0}, но в этих случаях все четыре особые точки являются 
точками разветвления для /. Ю); ветвь л;(01 точек разветвления не имеет.

Заметим,что в случае 4) по сравнению со случаем 2) взаиморасполо
жением точек О1,’՜' и 0’7 меняется на обратное. В случае 3) точки ±0'г7' 
не являются точками разветвления для функции Х(0). Этот случай 
(конической рефракции) является особым и требует дополнительных 
и следован ий

На основе вышеприведенных рассуждений приходим к заключению, 
что радикал л(6) = ^Т(О) на римановой поверхности функции Т(0) будет 
однозначным, если на «т й поверхности провести следующие разрезы

— При условии 1) на плоскости 0 разрез: |-017', +0'7՝1՛ а иа ~ 

разрез ( - 0'7 '. -г О.”') (фиг 1 а. б. в. г);
При условии 2) и Ь_>0. Мв>0 на плоскости 0, разрезы: 

4Н



|+х,+е‘")>. (+е‘7’։+б‘;’>, (-о;?1. + О а на 02 — разрезы: 

|^*0$։м֊е‘7), + е<7։). (фиг.2);

-При условии 2) и □„.<() на плоскости 0! разрезы:( +9;։?), + 017).

(֊ О^, + 0*7’), а на е2 - разрез: ( ֊0’7 + ()£'). (фиг.З).
Случай 4) аналогичен случаю 2). Здесь взаиморасположение точек 

противоположно. Случай же 5) аналогичен случаю 1). В случае « 0 или 
Кт = 0 являются предельными лля вышеприведенных случаев.
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Для получения римановой поверхности функции Л(В) следует брать 

два комплекта двулистной римановой поверхности функции Т’(В) с оди
наковыми разрезами, и склеить соответствующие берега этих разрезов, 
где функции X, и —). и -л.: принимают одинаковые значения склеить 
друг с другом (берега разрезов двулистных поверхностней склеиваются 
крест-накрест) Ввиду сопряженности рассматриваемых функций 
относительно вещественных осей, решения можно найти, ограничиваясь 
рассмотрением двулистной римановой поверхности функции 7(6)

Значение радикала Х-(8)»^Г(0) на вышеуказанной римановой 

поверхности с приведенными разрезами будем фиксировать условием гак. 
чтобы оно было положительным при 6։ -/Ь։ где точка /6, принадлежи ։ 

мнимой оси плоскости 0.. причем Ь. — достаточно малая положительная 
величина Следует отметить, что в случае, когда корни Хх(0) характеристи
ческого уравнения принадлежат первому типу (8). вышеприведенный 
выбор значения радикала /.(0) на римановой поверхности равносилен 
следующему выбору: шачение радикалов Х4(0) фиксируются условием, 

чтобы они были положительными при 0, ° 1Ь и в, = //>,, где точки /Ь] и 

/Ь, \Ьк —достаточно малые положительные величины) принадлежа։ 

соответственно плоскостям 0- и 02. если же корни л*(б) принадлежат 
второму типу, то вышеуказанные выборы уже не равносильны (в этих 
случаях аналитические продолжения приводят к неодинаковым 
результатам).

Легко показать, что при вышеуказанном выборе ветвей >֊*(6) каждая 
из них на противоположных берегах разрезов где они вещественны, 
принимают противоположные значения Отсюда следует, что на берегах 
этих разрезов ветви л։(0) принимают все значения действительных 

корней характеристического уравнения I ± X. и ±7.,)
Магнитоупругие возмущения, исходящие и» точки л = 0. у «0 в 

момент времени I - 0. будут в мобой последующий момент времени 
/ > 0 находиться в плоскости Оху внутри фронтов магнитоуиругой вол
ны. отделяющей возмущенную область от невозмущенном в момент вре
мени /. В любой момент времени I фронт волны может быть получен как 
огибающая прямых (’2 10) при вещественных значениях 0Д и ±7.4(64)
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Согласно вышеуказанному выбору ветвей л4(0) фронт волны можно 
получить, как огибающую прямых (2.10) при £=1 и £=2. причем 
параметр 9 должен меняться на обоих берегах разрезов:

х;(в) 1
- --------------- ’ Па   7----  (2.23) 

У (6)-ел (9)----- \(9)֊9Л(е)
Из вышеприведенных рассуждений следует, что решение системы 

(1.1), характеризующее волновые поля магнитоупругих волн, испущенных 
из точечного источника типа мгновенного импульса, имеет вид (б):

2
= -У Rc{fle^2 ֊1 -F,fcW

,՜ e. (2-24>
v(x,y,0 = £Rc{j[<jm52 + -1-c„5y JH'JsJd;}

где функцию W необходимо выбрать так. чтобы вещественные части ее 
ветвей обращались в ноль на берегах разрезов римановой 
поверхности, где функции Х։(6) и /^(0) вещественны.
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