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Рассматрипаютхя типичные дифракционные полнопыс задачи плеская задача и 
проникании давления к сжинаемую жидкость занимающую полупространство и задача о 
проникании узкого конуса в жидкое полупространство Н обеих задачах исследуется 
окрсспюсп. точки касания распространяющейся волны с точечной волной. Находятся 
линейное и точное нелинейное решения впереди точечной волны, а затем формулируется 
задача численного решения нелинейных уравнений коротких вам։ позади точечной волны с 
определением висячей ударной волны.

1. Плоская задача о проникании отрицательного избыточного 
давления в жидкость или положительного в упругую полуплоскость.

Для определенности рассмотрим задачу о движении сжимаемой 
жидкости под действием давления возникающего в начальный момент 
է - О в точке О на поверхности и движущегося по границе жидкости по 
закону

0, |л| > Vf

где /0)= 1. р} <0, v>a -постоянные, координата X отсчитывается по 
границе жидкости, а ֊ скорость звука невозмущенной жидкости

Ставится задача определить нелинейное решение в окрестности 
точки В касания волн АВ и ВВ фиг. I В случае р{ > 0 эта задача 
решена аналитически в |lj. при этом ЛВВ является ударной волной и 
определено распределение давления вдоль ВВ При этом условия на 
ударной волне удовлетворяются с достаточной точностью. В случае 
Pi<0 АВВ является непрерывной полной [2|, при этом имеется 



висячая ударная волна ВК фиг.1 на которой получено аналитически 
нелинейное решение,

Фиг. 1

которое удовлетворяет 
не столь точно условиям 
на ВК [1]. Поэтому сле
дует рассмотреть поста
новку задачи численного 
счета нелинейных урав
нений для определения 
точного решения в окре
стности В фиг. 1.

Пусть г, О есть
полярные координаты.

Рх <0 ввестиф-потенциал движения. Тогда можно в случае 
переменные [2]

(2)

где р0 - начальная плотность, п -показатель адиабаты. Тогда из уравне-
ния для ф в нелинейной задаче в первом порядке по у 
уравнение коротких волн [2]

Эф Эф
Ц = —, V « — 

Эд ЭУ

получится

а<р 
а 6

Э 2ф I Эф * 1 Э2 ф о 
Эд2 * 2 Эд ' 2 ЭГ7"

(3)

В упругой среде для нормальной скорости продольной волны [ 1 ]
са - а + Гн где и = д^!дг есть нормальная к волне скорость частицы,
Г<0 ив (2) следует заменять (п + 1)у/2 на - Га0. ։де «"֊начальная 
скорость частицы в точке О, причем

а° /12Л 1 ч-(?_!֊_ IV 1 1±П“ Ь'рДь2 у2^՜? { ' Гу2 Ь1) у2 V--У2й2 ’7

а —скорость продольных, Ь скорость поперечных волн р՝ >0.
Впереди точечной волны ВК имеет место точное нелинейное 

решение [2]. получаемое методом характеристик

&
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(4)
У2

И, =6֊—. v,=-p,r
«Ur

или для потенциала

Решение (4). (5) имеет место до нижней характеристики фиг. 1, где 
У = У}. после которой имеется постоянный поток

У2 1
ц, = ֊1, V, ф, --6 + — -- (6)

Решения (4)-(6) имеют место впереди ударной волны КВ. причем (5) 
имеет место ди! 0>У>У0, а (6)—д\я У0>У>-2, где при

У-Уо, н,--!,

Здесь для определенности выбрана граничная точка К . для которой 
Y = -2. Координаты точки В [2}

У = О, 5 = 0, р = 0, v = 0, ср = 0 (7)
Считая, что на ударной волне ВК У < 0, получим 

дифференциальные уравнения ВК

— 0>Y>Y„ (8)

^.-726-H+J, У0>Г>-2

На точечной волне BE фиг. 1 имеет место
6 = 0, ф-0 (9)

Формулируется граничная задача в области КВ ЕМ К фиг.), где 
введен дополнительный контур КМЕ. на котором ставится условие 
перехода в частное точное решение уравнения (3). полученное в |2)

6 = - ~y2tg’iut + ц + --—sin 2ря (10)
2 2 тс

Поскольку решение этого уравнения для определения и. = —- 
д Ъ

затруднительно, можно вместо него брать линейное решение |2]
1 V-26

НвМчр Но = ֊֊arctg—֊— 
я У

<₽ = <p“(6,ri ф".-֊Г-7^ь_±(26_у^гс1й^ (И)
2л 2гс г
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Используя (10), (5), (6j, (8) можно получить асимптотические решения 
на ударной волне КВ для малых Y:

6 = ֊|у2, ц--|у2, Ц, =-|у2 (12)

3 О О
и для больших -У >0:

3 3
и = -1+-г^г, 6 = ֊1 + —— (13)

п2У2 2я֊У
Уравнение вспомогательной дуги КЕ, на которой задается 

ф = <р°(б,У) по (11), аппроксимируем в виде ломаной КМЕ фиг. 2: 
для КМ 6 = -1. - 2 < У < 2, для ЯЛ/ У = 2, -1<д<0 (14)

Решение (12) удовлет
воряет с большой точ
ностью условию на удар
ной волне ВК вблизи 
точки В . Отсюда следует, 
что ВК является ударной 
волной, что не согласуется 
с выводом работы [4], где 
решена аналогичная по 
математической постанов
ке задача обтекания 
установившимся свехзву- 
ковым потоком верха 
треугольного крыла, при 
этом расчет ведется не

только вблизи В , но и во всей области возмущенного движения, причем 
утверждается, что расчеты показывают на отсутствие ударной волны КВ 
вблизи В.

Вероятно, этот вывод получился в связи с тем, что там в нулевом 
приближении д-\я КВ бралась характеристика, на которой решение 
непрерывно, т е. отсутствовала ударная волна.

Схема расчета задачи.
Запишем, следуя [4], |5|, конечные разности для сетки 6 =

У = 2 + йА, Л-шаг. U = 1,2,3,...
Тогда уравнение (3) можно записать в виде

' Э(р' “ 2^ (фмл Ф։-и ) (15)
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(16)

Решение задачи проводится методом итерации, когда в правую часть 
подставляется линейное решение (II) в качестве нулевого приближения. 
При этом учитываются в граничных узлах сетки условия (5), (11), которые 
имеют вид:

6 = 0, ф = 0 на ВЕ, 6 = 6°(У} ф = Ф։ из (5), (6) на КВ.

Ср = ф° (б, У) на КМЕ. даваемое (14) (17)
Для нулевого приближения уравнение ударной волны получается из 

(12), (13) в виде

6°(У) = --У2- —У* (18)
4 ' 3 24

После указанных процедур мы полунаем первое приближение 
ф-ф’(б,У). По найденному ф’ определяется вблизи ударной волны КВ

’ “ аб по (15). и подставляя его в дифференциальные условия (8) и

интегрируя их. начиная с точки У'1 = -0.2, 6 - --(у0)2 . можно получить

уравнение КВ в первом приближении 6« д'(У).
Далее берутся граничные условия (17) с заменой 6՝ (У) на 6'(У), 

подставляя в правую часть (16) ф = ф'(б,У) с учетом (17), можно 

определить следующее приближение ф = фл(б,У). Потом в (8) заменяется 

р1 на ц՜ = - / ■■ и интегрированием от точки У° = -0.2 получается 
д 6

уравнение КВ во втором приближении 6» 6:(У) и т.д.
Расчет заканчивается, когда 6 '~‘ (У) = 6Г (У). ф<я'|'(б,У)= фя(б,У) с 

нужной точностью. Поскольку /, к = 1,2,..., 10 шаг по У Л = -0,4, шаг 
по 6 Л, = -0,1, для (8) шаг по Л = -0,2.

В случае, когда нулевое приближение (18) приводит в некоторой 
итерации к мнимому уравнению ударной волны КВ из (8), следует 
уравнения (8) отбросить и вместо них брать уравнение характеристики
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КВ [4]. на которой решение непрерывно, т.е. Ц = рР причем из

уравнения характеристики получится՛

приО>У>-1, 6 = -у, |Л, =֊У\ ц = -У2

приУ2<У<-1, и, =-1, ц = —1, 6 + 1 = —(У + 2)2
2

(18’)

причем Ср " ф] дается (5), (6). При счете в качестве нулевого приближения 
во всем отрезке [0,-2] лля КВ вместо (18) берется (18'), а в интервале от 

О до У2 равенства (18'). повидимому, имеют место для всех приближений 
Н).

Здесь У2 <-1 есть некоторая точка на КВ. где решение на КВ 
становится разрывным, расчет ударной волны КВ в последующих 
приближениях ведется но формулам (8).

2. Движение узкого конуса в сжимаемой жидкости.
Картина движения в 

задаче проникания узкого 
д՛ О А конуса раствора 2(3 со сверх-

------11 . звуковой скоростью V в 
\ \ /--------/--------------------сжимаемую жидкость, занима-

X. \ / В" ющую полупространство, дана
В'\ ЛЛн фиг.З.

г/ Выберем ось О г по
\\/ уг поверхности жидкости, ось

О г — вглубь.
и» Введем полярные коорди-

7 фиг.З паты Г = Г1СО5ф, 2"Г։5)Пф.
Методом замены в линейном 

решении [3], (6) характеристической координаты на нелинейную можно 
получить решение на ударной волне СВ |2)

р-р', -^ = -(г։+1)р4М<'(мг֊1)՜', А/- — (19)
р„а" 2 а

Вводя в окрестности точки В фиг. 3 безразмерные переменные
1'1 + 1 V

Ф - Фо " О՝~2 ~Ч} • Р = Р н. V,, =

л + 1 , /л + 1 ֊ р
г\֊а! + а1 — уо, V, = а I----- уи, •/ = ——- (20)

V 2 '
О1
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где есть компоненты скорости частиц по г., ср, можно получить [2] 

линейное решение вблизи В позади точечной волны ВЕ\ t > О I
\ а /

ц-с|у + v'y2-2ô), с = ֊- (21)
V12

д Ф
Вводя потенциал ф по формуле U"—-, интегрируя (21) при 

дЬ
условии 6 = 0, ф ■ 0, можно получить б линейной задаче 
Ф = ФО(6,У) 6<о,

ф’-с8У-с(уг֊28)Ц+֊|У|3 (22)

В случае 6 > 0, т.е. впереди волны ВЕ линейное решение имеет 
вид (6|. [2] '

ц = 2сл/У2-26, V—2с7У2-26У (23)
Уравнения коротких волн в осесимметричном случае |6), |2]

Эф ՛) Э'ф Эф 1 д2ф
—- - Ô —т + —- +---- v = 0

laô laô2 dô 2ay- (24)

Уравнение ударной волны ВС вблизи точки В (11. [6] 
б=1у2Д 

2 2
Уравнение нелинейной параболической линии ВЕ будет 

д = р
Точка пересечения их В будет иметь координаты

У«-1, Н*-1. 8„=1

(25)

(26)

(2?)
Можно найти [1]. [2] решение (24), которое для больших 

переходит в линейное (23). в виде 6 > 0,
. У2 0 3 , Эф,
о = — + 2и։ —и,, V) = -Урм р. = -т—

У

(28)

где при определении ф, учтено, что на ВС ф. =0.
На ВС имеет место (25) и но (28) ф։ =0, р. =1. т.е. решение (28) 

удовлетворяет всем условиям на ВС . и гем самым является точным
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Следует решать уравнение (24) методом конечных разностей в 
области В'ВЕМВ” фиг.З с учетом граничных условий:

на ВЕ = 6, 6 = ~ + Л— + — У1, ф = ф} (29)
3 19 3

в точке В" У “-2, 5 е» 0, в точке Е У = 2. 6 «*1.5, поэтому уравнение 
В'Е можно взять в виде ломаной В ՝МЕ

для В"М 6 = 0, -2<У < 2*для МЕ У = 2, 0 < 6 < 1.5 (30)
на которой ф берется в виде (22), на ударной волне ВВ

■ — = 72Ь-ц, ф«0, Ц = (31)
ВУ ' эб

Как в задаче п.1 сначала задается ударная волна ВВ" 6 = 6°(У), и 
из условий в точке В : У ■ 1, 6-1 ив точке В":

У = -2, 6 — 0. можно взять
б1<(У)=1уг+1_А(у_^ да

Л7 Эф .-«Эф
и решается (16), где заменены ф на ф,-------  на Л — и в правую часть

2 до до
подставляется линейное решение (22) с учетом граничных условий (29)- 
(32) Таким образом, находится первое приближение ф'(б.У), далее из 

(31) находится ударная волна ВВ 6 = 6՝(У) и т.д.
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