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Կ Ս Մատվիյյուկ
Ղեկավարվող առաձգական թո>Ո>) սարքի ո։ գծային վիճակների տեխնիկական կայունության 

պայմանների որոշումի

Հողվածի նվիրված 1 հրթիոի տիպի երկարարված առաձգական թոյող համակարգերի ո.՝ գծային 
վիճակների տրված ՛ափի նկատմամբ տեխնիկական կայունության հետազոտմանը ոսրյաձիգ 
հարթության մեջ նրանց երկայնական շարժման ժամանակ | 1-6] Պրոցեսի առաջարկված ղեկավարման 
համար ստացված են դինամիկ համակարգի տրված շափի նկատմամբ տեխնիկական կայունության 
րավարւսր պայմաններ Օգտագործվում է համեմատության մերողը J5-6] թաշխված պրոցեսների 
օպտիմիգացիայի հիման վրա |4] Լյապունովի ուղիղ մեթոդի հետ կոմբինացված

K.S. Mstvjjcbuk

Drtermination of Technical Stability CoodiUon։ of Nonlinear
Stile) of Regulated Elastic Aircraft

Статья посвящена исследованию технической устойчивости относительно заданной меры 
нелинейных динамических состояний удлиненных упругих гстательных систем типа ракеты 
при их продольном движении в вертикальной плоскости [1-6]. Для предложенного управления 
процессом получены достаточные условия технической устойчивости относительно меры 
заданной динамической системы. Применяется метод сравнения [5-6] на основе оптимизации 
распределенных процессов (4) в комбинации с прямым методом Ляпунова.

1. Формулировка управляемой краевой задачи системы. Пусть летательная 
система представляет собой удлиненное упругое тело, например, тонкое тело 
вращения, или тело вращения с крыльями и оперением малого удлинения, которое 
совершает движение в вертикальной плоскости. Скорость полета тела считается 
постоянной Колебания оси летательной системы, как балки переменного сечения, 
пол действием сил упругости, веса и аэродинамических сил описываются 
уравнениями [4]

^--Ф„ ^L_£(4>)+“u, tCT., x<=D 
dt * dt m

m dx I dx' I m m dx m
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b}=b£!G, m^ingHG, O<u£iio<l, Г։-p0MVp՜']

Ds (O, 1), l0-const js О, /V = const >0, T, C+oo) 
u=u(t,x) управление, a = ex (x)-заданная функция, учитывающая место 

приложения управляющих усилий, например, если управление приложено только в 
отрезке [«, 1] оси, то полагается: а(х) е 0 при х€Е[О, «) и Сс(х) = 1 при 

xG[ad]; G-вес, f. -длина летательного тела; X -координата текущего сечения, 

ф>֊= ф(х,т)-отклонение оси от равновесного состояния, Ср, -безразмерное 

отклонение оси. EI -жесткость при изгибе, m-погонная масса, а,Ь-

коэффициенты аэродинамических сил, ц ускорение силы тяжести, (£ - приращение 

поперечной Нагрузки за счет искривления продольной оси системы: т-время, /- 

безразмерное время. При горизонтальном полете (2=0 }4]. Введем граничные 

условия для функции ф, = ф,(х,/):

Эх Эх՜ ?
= 0,

(ЭМ

, д*2 Л-1

Эх Эх' )
(2)

где Ит - управляющая сила в точке X = 1. Пусть заданы начальные распределения 

заданного процесса

<p,(x.z), =о>о(Д ф2(х,0| -''oW 
1'"'о 1'-'о (3)

'« ет,, д՝ео. Ф0(х)»(«oW,*(,(*))՛
Управляемую краевую задачу (1}-(3) исследуем в предположении, что при 

заданных функциях Ц,(х), У(1(х), удовлетворяющих необходимым условиям 

согласования на границе системы, задача (1)-(3) имеет однозначное решение в классе 
непрерывных по I, X функций, имеющих непрерывные ito I, X производные 

необходимых порядков В качестве меры р = р(ф). характеризующей отклонение 

функций ф= (ф,(х,/),ф2(х./)),ф,(х,/) = Эф.(х,Г)/Э/. от значения ф=0 

невозмущенного процесса, выберем величину [3]
1

р(ф)"+ (*$Ф1 / Фз]^ ■ наперед заданы область

о ЙН
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возможных начальных состоянии системы (1)-(3) С20 в {ф: 5'1>0( и

область допустимых текущих состояний системы (1}-(3) 
й(г) = {ф: Р^Л(О> = соп81 >О}՛. где врт|(7)-заданные

число и о։раниченная в области 1\ С /։ функция соответственно, при этом 

справедливы условия 5Г|(/0), ЙОСЙ(/О). Используем оптимальное 

управление, полученное в [4]:

2о>(х)т(х)-{ &

2»,т(1)Л &

Здесь множители при функциях ф,(|,0, ф2(£>0 являются коэффициентами 

усиления обратной связи, которые представляют собой функции координат точек 
продольной оси летательной системы. Смещения разных точек оси системы вносят 
разный вклад в величину управления в зависимости от того, где расположена эта 
точка оси [4].

Симметричные функции V,, = Гу , входящие в управление (4), (5). 

должны удовлетворять соответствующей системе нелинейных интегро- 
дифференциальных уравнений вида (2.25) работы [4]. Однако отыскание точного 
решения для этой системы уравнений является проблематичным в силу ее 
нелинейности и переменности коэффициентов. Поэтому при заданных свойствах [4] 

функций V. = для решения задачи о технической устойчивости

исходного управляемого процесса (1)-(5) применим метод сравнения.
2. Условия гехннческой устойчивости динамических состояний упругой 

системы при вертикальном полете. Для исследования свойств технической 
устойчивости рассматриваемого процесса зададим функционал

Р = 2, + а? + Ь", 2, = ։ир(2), а" - ։ир(а,), Ь" = 5ир(Д) (7)
1.x л л

При (7) имеем неравенство У[ф./] £ (1 - Р)р(ф)/3. Отсюда находим, что 

функционал ^[ф,/] (6) положительно определен при условии 0 < 1 - Р £ 1. Исходя 

из содержания заданного динамического процесса, будем рассматривать случай
0<1-Р<1 (8)

Величина Ц = 1-Р имеет смысл малого положительного параметра: р.€: (0,1). 

Условие (8) будет справедливым при выполнении неравенства [3|
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f(Q0+a/gi + b)<G, VxSD, Vr<=T։ (9)

При (7}-(9) с помощью параметра ц определяем конечный промежуток 

времени 7j, на котором, согласно (1), рассматривается динамическое поведение 

системы: Г։ »[/(pAfyl՜1], Ц г О, .V = const > 0-величина, характеризующая 

надежность системы. Рассматриваем систему (1)֊(5) в заданной области:

di dx дх их

iE7\ С /рхЕР,|ф։.| s п։,
Эф, 
V

*4
дх* дх'

s yitm. s т(х) <. гп। 1 ' mm х / nut

Os0(x)sQ„x, Os Pel, a,mi„ sa, sa,„„

bimi» s b, s , 0 < S 6) s ft)m„

|v17| s 0j;, 0 < EI s K, e max(£/), d(EI) 

dx
s£2;

^.УЛ^т^Ь^Ь^ Q„M,(Dmil,,u>tm,K},K2 ֊const>0 i = 1,2; 

j = 1,2; к = Пусть заданы величины b - const > 0, y0 = const > 0. 

При условиях

О<уо*Ь (10)

определим с помощью V (6). (7) множество

^>0 ={ф: Ш'1s л» Vx-eo} (ii>

которое по предположению удовлетворяет условию

Qq С Nпри / =■ (12)

Вдоль решений краевой задачи (1)-(5) находим

t/V[cp(xj)j] 
Ж

£1 (1)т:(1) Ф1 ,1) а>։ /[''7 ('։('։'Й։+

1
+ 2^dx 

о

А А и(х) _ р ^,(^.0 ^<р2(аг,<) +
т дх дх2 дх дх (13)

/ aJcp,(x,z)
I дх‘

g|W (х ь,(*)д<Р,(х,0
w(x) г т(х) dx

1
Q(x) q>2(x,<)
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- (Х։ 1 Ц’Ё11?<2 х) +1':’
2а>(х)п։ (л) { &

Выражение справа в (13) обозначим ЛГ(Г). Пусть Л/ «сопз1>0 заданная 

величина. В частости, пусть:

|W(r);sA/

т(1) + Е1(\)
՛ £/(!>’(!) ՝ш, frf +0;j ] n, + 2 —к,с, + — К,с, + с, y,+

+ [c4 + л, + ^-c, +^=s-|n. +------- Ц֊с,у|0,. +H,,|л,

( "'™ ' n'm. ""m.. / ‘ 2a..m֊. ft
(14)

Пусть задана функция T|(/) вида

, ч 1
П(0-уехР 7 <СХР

p 4-г

2

Н + 'о
- exp

1
+DCXp -----------

ц + г

Л/ = const > 0, Л/ s М

при условиях (10)-( 11). Рассмотрим функцию

(Ф(0 = М (г) ֊ - ■* -p(<r(x,t)) 

3(ц + 0

exp
о

(15)

(16)

О

Пусть функция Ф(/) (16) удовлетворяет условию

|ф(фф(<)-М ■ 1 ■, ехр 
(и+0

(17)

где Л/ = const >0 заданная величина согласно (14). удовлетворяющая свойству 

Л/ £ Л/ .
Полагаем, что при (10) имеют место неравенства

e’A/sM. 0^3-'(1-Р) (18)

Вдоль решения исходного процесса (!)-(>) находим неравенство

JV(Q 
dl

1___

(в* О2
V(0*

3(ц ьг)-
(19)

Из (19) при (17) на решении процесса (1 )-(5) имеем
JV(Z)/J/sl/(p + /) К(Г) + Ф(Г) В области Т} существует интеграл

I
<)(/)“ pV(x)th. Рассмотрим функцию £(г) = I [(|.{х,/),г]-о(/) вдоль решений 

'о
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задачи (1)-(5). Для (IV)'& при вышезаданных условиях вдоль решений задачи (!}-
(5) имеем ск(1)1(Ь * (ц/(|Л - /)' )г(/) + о(/)]. Отсюда следует задача 

сравнения вида
ф'/Л-(1/(И + 02)у + а(0], ,е7֊1

УМ-У^Уи- ПФоСО.'оЬ \fxED

Задача (20), (21) имеет в области Т\ непрерывное решение

, ч М
У(0 = уехр -

Коши

(20)

(21)

+ уоехр

1 Г
------  5ехР p + z

2 2 1
-схр ------

Н + 'о

1

Н + 'о

11 / ч
ехр----------о(г)

р + /

(22)

Используя (22), по соответствующей теореме о дифференциальных неравенствах 

находим [5-7] 2(1) < у(/), 1^.1] . Тогда вдоль решения задачи (1)-(5) при условиях 

(X), (9) имеем У(1) у([) + 0(1), I <ЕТ. . Отсюда находим последовательность 

неравенств

Л/
V(r)syexp - ехр

1
р + £ц-1

ехр -схр
_2___

u + .-Vp 1

Ьсхр
1___

ц + Лц՜’
ехр

. . М
П(0^уехр -

1

Н + '

2

Н + 'о

Л(го) = Ь, Ч) £ Ь, вдоль решения процесса (1)-(5) при (8), (9). Из этих неравенств 

получаем следующее свойство включения:
СД։1)СО(0, Сл<„ = {ф:У[ф,/]5Л(։) У/ЕТР УгЕО}, А(г) = >՛(/) +а(г) (23)

Из полученного соотношения (23) и заданного условия (12) при (8) - (10), (21) и 
условия (18) следует справедливость неравенства

р(ф(х7)) 5 Т](г),У/ЕТ՝,, Уд(ЕГ), т.с. исходный процесс (1)-(5) при ф0€ЕЙ()։

технически устойчив по мерс р на ограниченном интервале времени Г.. При 

условии ( —* кос дЛя (15) справедлива мажорация s Т](/) . Оценка
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.. _ _ М
П(') = П. П= - exp ֊ 1 + bexp

И + 'о
справедлива при любых

2

Н +
7\ С 1}. Следовательно, процесс (1)-(5) при ф()ЕЙ(1 технически устойчив на 

бесконечном интервале времени /։ ио мере р .

Рассмотрим функции следующего вида:

Ф,(/,<р(х,/),«Л)

о fl /
Ef(x) 

m дх I

а;Ф,(х,/)^а<р,(л,г) dJ<P|(x,Q
дх2 дх дх4

<Р2(*,')

Ф2(ЛФ(х,0.п) = - 2J+ ^ф֊(хД) +
дх дх т(х)о

fr,(x) 3tp,(x,/)

m(x) дх

а2(х) 
----------- з—<Р2v(x)m2(x)

Ф2(х^)+ -֊ 
?п(х)

+ v,. ((,х,Ё)}р,(£>Г)^ , предполагая

их существование в области Если на решении процесса (1)-(5) 

выполняются условия: а) Ф2(г,ф(х,/),и) s -2/V[<p(.v,/),/], tGT. С /։;

) | £ Л/ц(7), С /|; в) справедливы условия (18), тогда

управляемый процесс (1}֊(5) асимптотически технически устойчив по мерер [1,3,6]. 

В этом случае имеем

p[cp(x,z)]sr|('). Vier.C/,; r|(/) = e՜"
__ .2 1 2

b + Ме (О|(т)б/т 

го

М £ М , М = const;

Полученные условия технической и асимптотической технической устойчивости 
процесса (1)-(5) нарушаются, если Р 1, что равносильно неравенству

G
1, V.xGD, Условия технической неустойчивости в Г։

или в /. по мере р процесса (1)-(5) имеет вид ,4(/) — ■>+<» прИ ((£Т}, или 

/6/(. В последнем случае [3] критическое значение ()11кг приращения поперечной
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нагрузки за счет искривления продольной оси системы равна величии:

.. ~ I—7 L
= — ~ayjg*-Ь- Если справедливо услош

Ф,(/,ф(х./),мл) s -Ф2(г,ф(х,/),м). VfGZ,, то управляемый процесс (1Н5) 

устойчив по Ляпунову относительно меры р. В случае выполнения строюго 

неравенства исходный процесс будет аси.мптотчески устойчив по Ляпунову 
относительно меры р [1].

ЛИТЕРАТУРА
1. Абгарян К.А. Устойчивость движения на конечном интервале // Итоги науки п 

техники. Общая механика. - М.: ВИНИТИ, J976. т.3, с. 43 124.
2. Байрамов Ф.Д. Обеспечение технической устойчивости управляемых систем! 

Проблемы аналитической механики, устойчивости и управления движением. - 
Новосибирск: Наука, 1991, с. 134 - 139.

3. Матвийчук К.С. Свойства технической устойчивости решений краевой задачи жи 
движущейся в жидкости протяженной стержневой системы. Прикл.мсханша, 
1996, т.32, №7, с. 84-89

4. Сиразетдимов Т.К.Оптимизация систем с распределенными параметрами - 
М.:Наука, 1977,480 с.

5. Matviychuk K.S. Technical stability of disconnected control systems with a continual 
set of initial perturbations// Int. Appl. Mcch., 2000. vol. 36, N 11, p. 1142- 1155.

6. Matviychuk K.S. On technical stability of forced automatic control systems with 
variable structure// Int. Appl. Mcch., 2001, vol. 37, N 3, p. 393 - 406.

7. Szarski J. Differential inequalities. - Warshawa: PWN, 1967, 256 p.

Институт механики им. C.ITТимошенко 
НАН Украины

I Тоступила в редакцию
10.01.2002

70


	56
	57
	58
	59
	60
	61
	62
	63

