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Ծրկօղակ մանիպուլյատորի շարժման ղեկավարման ստոխաստիկ խաղային խնդիր

Դիտարկված է մանիպուլյատորի սաոխաաոիկ շարժման խաղային ղեկավարման խնդիր: Էքստրեմալ 
նշանառության եղանակով ուսումնասիրված են մանիպուլյատորի բռնիչի մեկ և երկու նպատակային 
բազմությունների հետ մոտեցման խնդիրներր. Կառուցված ես հիպոթետիկ անհամապատասխանություն­
ները և ստոխաստիկ օպտիմալ ստրատեգիաները:

A. A.Ghukasyan, A.G. Matevosyan
Stochastic game problem of control by a movement of the double link manipulator

Рассматривается игровая задача управления стохастическим движением двухзвенного 
манипулятора Методом экстремального прицеливания исследованы задачи сближения 
схвата манипулятора с одной и с двумя целевыми множествами. Построены гипотетические 
рассогласования и стохастические оптимальные стратегам.

I. Расчетная модель двухзвенного манипулятора и уравнения 
движения. Рассматривается двухзвенный антропоморфный манипулятор 
типичной конструкции (I). состоящий из подвижной платформы и 
механической руки со схватом (фиг. 1). Предполагается, что рука 
представляет собой два абсолютно твердых тела (звена), соединенных 
шарниром О։. Первое звено посредством шарнира О связано с
платформой, а на конце второго звена расположен схват с грузом. 

Шарниры О,()у идеальные, ци­
линдрические. Управление движе­
нием манипулятора осущест­
вляется при помощи электромеха­
нических приводов, каждый из 
которых содержит линейный элек­
тродвигатель постоянного тока с 
независимым возбуждением и 
редуктор |2). В данной работе ди­
намика приводов не учитывается.

Для описания движения 
манипулятора введем две прямо­
угольные системы координат 

и Ох[х'2х'у с общим нача­
лом О и осью в га ’пения плат­
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формы (7x?. Система координат Ол^х.л'. неподвижная, Ох^хгх\ жестко 
связана с платформой, координатная плоскость Ох-.х\ совпадает с 
плоскостью руки манипулятора.

Введем обозначения: СХ0 — угол поворота системы координат Ох\х2ху 
относительно Ох}х2ху (угол поворота платформы), а, - угол между 
первым звеном и осью Ох, (угол поворота первого звена руки 
относительно основания), а, -угол между звеньями руки манипулятора, 

00,—длина первого звена, - О,Ог - длина второго звена. Z, — 
расстояние от оси шарнир«! О до центра масс первого звена, /2 — 
расстояние от оси шарнира О. до центра масс второю эвена

Кинематику движения манипулятора по вышеуказанным степеням 
подвижности, принимая с хват с грузом как материальную точку, можно 
определить следующим образом:

Л'-/'(a) Я'-Г(а)а (|-1ДЗ) (1.1)
где R՝ — радиус-вектор центра масс первого звена относительно точки О; 
СРч
R' - радиус-вектор центра масс второго звена относительно точки О: 
R — радиус-вектор схвата (материальной точки на конце второго звена) 
относительно точки О

а-(а,„а,а,У;Г(а)-

максимальный ранг
Кинетическая энергия движения манипулятора имеет вид 

K--2-cto+-V=^[7n + A/,/;cos?a +ЛЛ1, cos’a + 

+ Л/2/32 cos2(a։ ta2)+ 2Л/2£,/: cosa. cos(a. *a. )* (1.2)
+ МУЦ cos2 а, + А/,L. cos2(а, + а.)- 2Л7 cosa,cos(a. + a:)]do + 

+ |[л/./2 4Л/./.; +М :Г: +2.V :£,Z: cos а. +Л/+ /?,}+-2Л/ ,£t/-2 cosa2]at2 + 

+ ^[w;Zj 4 A7jL2Ja; 4 [a/?/J. cos a. 4 M .1; * Af J?, 4 M՝LL: cosa;]a։d7 

где /„—момент инерции вращения платформы относительно оси Ох։; 
Л/рЛ/ , — массы первого и второго звеньев руки манипулятора.

Потенциальная энергия силы тяжести манипулятора будет
II -[Л/,/,+£։(Л/, 4 А/ Jig sin a, t(A7,Z, ♦ Af ,£2)^sin(a, + a2) Ц.З) 
Движение манипулятора в рамках принятой модели описывается 

а/; 
да.

— якобиан который имеет
tj-j.u
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системой уравнений Лагранжа второго рода
d як дк ап _ (. ... .
- -------------- -- --------+ (?. (/=0,1,2) 
dt da, da da,

(1.4)

Обобщенные силы (?.(/= 0,1,2) состоят из двух слагаемых, первое из 
которых является движущей силой, а второе - удерживающей. Они 
могут быть выработаны в системе управления манипулятором с обратной 
связью с помощью одной или нескольких приводных систем и в 
сочетании обеспечивают плавное (или мягкое) движение звеньев и схвата 
манипулятора 13,4). Для определенности предполагаем. что движущие 
силы по каждой степени подвижности совершают положительную, а 
удерживающие — отрицательную работу.

Из (1.2)-(1.4) следует, что уравнения движений манипулятора имеют 
вид:

ЛД. + /0(«.«,а) = л„м0 -

4i։di + A12d2 + f(а,а,а) = -m։v, (1.5)
А21а, + A22d2 + /2(a,d,a) = л2м2 - m2v,

С /целью дальнейшего упрощения движения манипулятора (1.5) 
предполагаем, что вращение манипулятора в целом относительно оси Ох$ 
происходит независимо от остальных движений. При этом уравнения (1.5) 
принимают вид

АхД = Vn~'Vo
4l։dl+A։2a2 + /n(a,d,d)» л։м։-WjV, (1.6)
A21at ч-А^а, + /2,(a,d.d) = л2//2-?n2v2

где A,, (/, j - 0,1,2)—постоянные коэффициенты, a - (а0,а։,а2)Г, 

Ci " n:ui - m,v> • ^>^(/=0,1,2)—коэффициенты усиления или
передаточные силы приводных систем. /.Да, а, а) (/ = 1,2) — нелинейные 
члены соответствующих уравнений и имеют вид
AfX1 = А> + +(^з + Af-)Lj:)cos2 a. + (л/2/2 + Л/3£2)соя2(а։ + a2)+

-r (bl 2L}12 + .•W3A!A2)2cosa] cos(a։ + a2) = const
A,, = M./.2 +

11 41 «-А IX». J / X v»

AJ2-A,։ »a22=a/:/22.m3l;
/H (a. a, d)=£ j (Л/ .l2 + M :J.2 )[2d։ cos a2 +a, cos a 2 -2d ,d2sina2'֊d2sina2] + 

ч-(л/,/1+(л/2 + л/5Х)^cos a, ч (MJ2 + A/3£2)% cos(a. + a,)

/„(a.d,a)- Z,։(M2l2 +Л/XL2 Xa,cosa, +a2 sin а2)-(Л/2/2ч-Л/3£2)g cos(a։ +a2)
После перехода к безразмерным переменным
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‘ «,» -—; V, «х ֊֊^- (/ - 0,1,2) (1.8)
А» Ад

уравнения (1.7) принимают вид
, А., .. /' (а,а.сх) , , ,, л։

а1 + Т"а2+—7----- П-9)
‘ А1 А»

•• •• /»(<х,а,сх)
а. +а2 +-^-----— = и, -V,

Ап
В обозначениях (1.8) 7',—принятое за единицу измерения

характерное время рабочей транспортнрй операции, осуществляемой 
.манипулятором. Углы поворотов платформы, схвата и звеньев руки 
манипулятора — суть величины порядка единицы <х։ -1, (г = 0,1,2). Тогда 
ди безразмерных переменных и параметров системы (1.9) выполняются 
следующие соотношения порядков [5]:

и, ~ 1, Ц ~1, а, ~ 1, а, ~ 1, (/ = 01,2)
Рассматривается случай, когда параметры 

удовлетворяют соотношениям:

Соотношения (1.10) имеют место для ряда 
специальных манипуляционных роботов, динамику

/„(а,а,а)
«1;

А,(а,а,а)
«1

А, Л22

можно представить системой квазилинейных

системы (1.14)

(1.10)

промышленных и 
движения которых 
дифференциальных

(1.11)
уравнений второго порядка

Да + Е/(а,а,а) = Ви -г Су

р 0 0՝ И 0 0

где А| - 0 а 0 • А- 0 1 -л
0 0а

0 ֊1 1 ]

/-1
С,- О

«3(«<|ДА)'. а«1“- Е/о=0՛ е/, Л>:^22-<<1

А« АЛа
& • «1, ь . гЬ.>и՛ = .с«(л/.

ААг А«

о о
-1 ь

(М2)

2. Игровая задача управления движением двухзвенного 
манипулятора.

Рассмотрим задачу управления движением двухзвенного 
манипулятора, описываемого уравнениями (1.10).

Требуется привести схват манипулятора из заданного начального 
состояния (/0,а^а/) в целевое множество М .

М = {а: + «.а; + Л՝} (2.1) 
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где а, (/' = 1,3.5). с! — постоянные величины.

Так как вращение манипулятора н полом относительно оси Ох. неза­
висимо от остальных движений, то целевое множество (2.1) для схвата в 
системе координат Ох։х,л\ в частности, имеет следующий вид (фиг 2):

где
х = [а, соха, + A, cos(a։ + a,)]sina0, L. - 100, L2 = 50

у = [A, cosa, + L2 cos(a, + a;)]cosaQ, 0 < aG < .t/2, 0<a, < тс/6

z = A, sin a + L2 sin(a, + a.\
,\хя исследования поставленной задачи используем линейную модель 

уравнения движения манипулятора, т е. (е = 0).
Предположим также, что во время управления движением в 

передаточных системах манипулятора возникают случайные элементы. 
Движение такого манипулятора можно описать следующей системой 
стохастических дифференциальных уравнений [б]:

Лх(1
,. U.-V՛. . (н'-v'fc _/ \

t/a, = ----- ---------- ------•֊-(£(։. w) (2.2)’ ]-b - 1-Ь ' ՝ '
.. ”V1 л- («’ -V՛ ) м./ \

</a. = ------ -dz. - —----- - Jc <*. w
• \-h - 1-Ь

где — с\у։айный процесс, удовлетворяющий условиям
теоремы существования и единственности решения стохастического 
дифференциального уравнения |7]

Введем следующие обозначения:
х, - a0, х2 - а1։, X, = а։, х4 - а,, л\ - а2, хь - а, (2.3)
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. , . U, . U-> . , . V. V,и.. = il.al » ——, и, = —V.. = v..,v. = —։—,У2 = ——° °՛ 1 1-/,’ 2 i-b 1-b 2 }-b
Система (2.2) при (2.3) приводится к виду

dx = Axdt + Bud^ + CvdZ (2.4)

Целевое множество (2.1) в новых переменных примет следующий

где
f() 1 0 0 0 °' 0 0 \ ( 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 -1 0 0

0 0 0 1 0 0 I.) 0 0 0 0 0
А =

0 0 0 0 0 0
. В-

0 1 -ь . с =
0 -1 ь (2-5)

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

(° 0 и 0 0 °> -1 ь 1 5

х = (* ,Х2 ,х3>*4 Х5 и - к. v;,

вид:
М = [х: + a .Xj + asx2 d: [

Пусть на управляющие силы наложены следующие ограничения:
и*2 + и*2 + и22 s X2 vj2 +vfJ + v-2 s IT (2.6)

Рассмотрим дифференциальную игру сближения системы (2.4) с 
множеством Л/ в момент времени О. Для исследования поставленной 
задачи составим гипотетическое рассогласование, которое будет 
стохастическим |8,9| 

л
e(r,z0,t>,0))= max[/'X[O,rlx(z)+ min ГР + f . min IX(f,a>) + 

|/J<I -ГЕМ J u’
fl

+ f min ZA'^xjcfTjv^w^^U))] (2-7)
I ^•VpVji*M2

где Д'[thт]—фундаментальная матрица решений однородной части 
системы (2.41. Предположим, что стохастический процесс можно 
представить в следующем виде:

^,m) = n(w}/0) (2-8)
где Т)(ш) — случайная величина, а у(/) имеет ограниченную вариацию 

d%(tt со) f т)(со)с/у(/) = т|(со)р(/)с// (2.9)
Пусть имеет место регулярный случай (10). Тогда стратегия первого 

игрока, обеспечивающая встречу почти наверно всех траекторий системы 
(2.4) с множеством М определяется из условия

min 7'.¥[О,/]Вю)(с։)Хг) (2.10)

По методу неопределенных множителей Лагранжа можно вычислить 
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минимум в правой части (2.10). Оптимальные стохастические стратегии 
первого и [ рока будут

и(> = -К/, / D. u։ = -Х(/3 ֊ /5)/ D, и2 = -\(ls - bl*)/ D (2.11) 
а стратегии второго игрока являются

v„=n/;/D, v, =ц(/։-/,)/£>. v, =ц(/5-Ы,)/£> (2.12)

где D - ^^^-/J’+^-feZ,)2 .

Предположим, что р(/) линейная функция, то есть Р(г}=mt + n. 
Тогда гипотетическое рассогласование примет следующий вид:
«Оо,О)) - max + /,(й֊/0)х° «• / + /,($- Го )rj + +/,(О -/0)л" +

I-------------- (2.13)
+ (р - X)£>n(w)[ (ft2 - Г2)- т + ftn(ft- /0)|֊</.|— + — + —

(2 3 * pi ах а<
Для удобства исследований за начальное состояние возьмем начало 

координат фазового пространства J = 0 (i = 1,2,...,6) и а, =а3=л5=1. 
При этом гипотетическое рассогласование будет

е(/,/0,0,со) = тах[л/ ։ J1 ֊ 2(1 + b)lj5 + /?2/2 + /; ֊ d] (2.14)
1'Н

где М, = (и -л)ч(а>/ ”\»2 -z02)-- + ftz։(f}֊z0) .

\ 2 3 J
После этого по методу неопределенных множителей Лагранжа 

вычислим максимум по I в (2.14). Согласно (1.8) и (1.13) всегда имеет 
место следующее неравенство 0<Ь<1. Тогда решение задачи 
условного экстремума имеет следующий вид:

,Z5 =
У2 2y[4 + (h֊l)2

I ? - 1---- ֊.----- ГТ֊ ПРИ 1 (°) < 0
V2 2у4 + (б-1)՜

(2.15)
Z|=0,Z3 JI- . (Ь71)

P 2y[4+ (b-\)2
I1 AZ / \ A

■Jo+ 1-----7----- ГГ np«w,(w)>o
v2 274+(ь-1)-

Выбор компонентов вектора / зависит от значения (со), т.е. 
является случайной величиной. После этого, подставляя {2.15) в (2.12) и 
(2.12) в (2.4) и интегрируя, получим соответствующие фазовые 
траектории, обеспечивающие их встречу с множеством М почти 
наверно.

3. Игровая задача управления при двух целевых множествах. 
Рассмотрим задачу управления движением двухзвенного манипулятора, 
описываемого уравнениями (2.2) ь случае двух целевых множеств.
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Пусть требуется привести схват манипулятора из заданного 
вмалыюго состояния (у0,а/а/) в целевое множество Л/։ в момент 

ф, и в целевое множество Л/2 в момент 02 (^<^2)» где 

левыми множествами Л/, и М2 являются :
Мх ~ {а: + а2а£ (1՜ (3.1)

(Л/? = [а: Ь,а^ + Ь2а; £ с1; (3.2)
Введем те же обозначения, что и в (2.3) и пусть система в фазовых 

юордннатах описывается системой стохастических дифференциальных 
■ранений (2.4), а целевые множества (3.1).(3.2) в фазовых переменных 
примут следующий вид:

М} = \а: ахх,: + а2х2 * (1Х (3.3)
М2 = {а: Ь}Ху + Ь2х; сГ2 (3.4)

Для исследования поставленной задачи используем гипотетическое 
рассогласование, построенное для стохастических систем при ш целевых 
множествах |8,9]

max 
14“ Sz‘x*+ + +

+ J min У l'kX [1%, т]#(т)иЙ=(т, ш)+J max l'k X [ft. 5т]с(т) v <^(т, (о)+

m
(3S|

Здесь €z[fy !fO.)) — начальное положение системы (2.4), а

Матрицы Л՜ [/,!:] и Аф,т] определяются следующим ббразом:

/ >т, 
t S т.J Е, 1 J О, (3.6)

ТД& Х[О,т] — фундаментальная матрица решений однородной части 
системы (2.4), Т](ц))б/у(/)= q(o))p(/)t/r (2.8). (2.9).

Стратегия первого игрока в регулярном случае, обеспечивающая 
речу почти наверно всех траекторий системы (2.4) со всеми целевыми 
»жествами определяется из следующего условия:

У<"Ж-Ф(Л'о’1(“)Р(')= . Ф‘П . (3.7)

Гипотетическое рассогласование ддя системы (2.4) и при двух 
вбых множествах (3.3), (3.4) примет следующий вид:
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Ео (/., х. ДО, ,О2 },о>) =
- тахк0*:' +('1(1)(Л-(.)+4”к +/։г’^ +4”(^+ФЧ՜ +«кг ֊'.X +

-'։)+/г1)“|> +((?1-'։2>Х^-1:)“1+Й2)-ыР>Х<>1-т)иг]х

X п(ы)р(т)сГт - Д(/р* ֊ /р’ кг - т>, + (/?’ - Ы}2) кг - т)и2 ]>)(и>)р(т)Л: 
н։

+

X

-т) + к + («’ -кг -+ («’ -М”кг -тк 1X

+ («’ - М3) кг - 'Фг ]>1(“>)0(։)‘*: -
(3.8)

где (/.♦*,) — начальное положение системы (2.4) и /, Е[/о,Ф։).
Оптимальными стратегиями первого игрока будут 

и ___________________ __________________________________

7('!М -')+е ИОй’-^кг-^Ук^’-^кг-оУ
при /, 5 I < О,

= О при О, I < О2
и . <֊43,кг֊0

" ((«’ ֊^’кг ֊')Г + ((^֊ЫЙ’кг ֊О)2
(3.9)

при к 5 Г < О|

При 5 I < О2

>(о,-д+/<‘7 * (Й1 -«'кг -')Г" ((«} -<кг -ОУ
При I, 5 I < О,
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а стратегиями второго игрока являются 

„ ._____________________________________________________

-ОУ
при I, 1 < О,
Уо = 0 при О, *; / < О2 

„____________________ __________________________________

Ж 44М’> -ОУ 42’ ֊«Ж -ОУ
при Г, 5 / <

при О', <; I < О, (3.10)

________ ^»-МЖ-О________
֊'М'У + (Й1 -Ж -ОУ ♦

рг =

при /. <, ։ < О։

при О. I < {}2

где /0 = Й >4?’^7>(£0— максимизирующий вектор из (3.8).

При конкретных значениях параметров манипулятора и при заданной 
функции распределения стохастического процесса можно вычислить 
экстремальный вектор прицеливания /0 из (З.Я). Комппнрнты 

определяемого вектора прицеливания 1(1 при выборе стохастического 
процесса в виде (2.8) будут зависеть от си неявным образом. Отсюда и из 
вида гипотетического рассогласования (3.8) заключаем, что при разных 
значениях О)Е£2, области достижимости будут подобными. После чего, 
подставляя (3.9) и (3.10) в (2.4) и интегрируя, получим соответствующие 
фазовые траектории, обеспечивающие их встречу с множествами Л/, и 
М2. При заданной функции распределения для стохастического процесса

можно вычислить также математическое ожидание, дисперсию 
гипотетического рассогласования (3.8). Оптимальные стратегии (2.11), 
(2.12), (3.9), (3.10), которые были определены для управления линейной 
моделью манипулятора, можно использовать при управлении нелинейной 
моделью, применяя метод компенсации с помощью дополнительного 
регулятора.
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