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Շրջանային օղակաձև սափ հարկադրական տատանումները

Առաձգականության տեսության դինամիկական հավասարումների ասիմպտո- 
տիկական ինտեգրման միջոցով ստացվել են սեղմելի և անսեղմելի նյութերից 
պատրաստվւսծ սալերի լարումների տենզորի և տեղւսփոխումների վեկտորներ]։ 
բաղադրիչները որոշե|ու համար ոևկուրենւո րանաձևեր. երբ նրաճց երեսնային մա­
կերևույթների վրա տրված են աոաձգւսկանության տեսության ղինւսմիկական խնդրի 
եզրային պայմաններ: Արտածված են հարկադրւսկան ւոատանումների ւսմպլի- 
տուդները հաշվելու րանաձևեր և համասեռ կինեմասփկական ու խառը եզրային 
պայմանների դեպքում հաստատված ևն ռեզոնանս ւսռաջացնոո սալի սեփակւսն 
տատանումների հաճախությունների գլխավոր արժեքները: Ապացուցված Լ սեղմելի 
նյութից պատրաստված սայում երկու տեսակի ալիքների առկայությանը և ի հայտ է 
բերված անսեղմելի նյութից պատրաստված սափ առանձնահատկությունները:

Ye.G. Virabyan, R.S. Gevorgyan
Constrained Vibrations of Round Circular Plates

Путем асимптотического интегрирования динамических уравнений теории упругости 
аыведены рекуррентные формулы для определения компонентов тензора напряжений и 
вектора перемещения круговых кольцевых пластин из сжимаемого и несжимаемого 
материалов, когда на их лицевых поверхностях заданы граничные условия динамической 
задачи теории упругости. Получены формулы для определен №* амплитуд вынужденных 
колебаний. При однородных кинематических и смешанных граничных условиях установлены 
главные значения частот собственных колебаний пластин, обуславливающих возникновение 
резонанса. Доказано наличие двух видов волн в пластине из сжимаемого материала и выявлена 
особенность пластины из несжимаемого материала.

L

1. Имеем круговую кольцевую пластину, занимающую область 
Q = {г,ф,г;/?0 ճ г s /?.0ճ փճ 2л,-А ճ z ճհ,հ «1,1 - min
Требуется определить амплитуды вынужденных колебаний, если на лицевых 
поверхностях пластины заданы кинематические

a) սՀր,տ,±հ,է) = u*.exp(/Q/) j = r,q>,z (1.1)
или смешанные
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условия, т.е. требуется найти решение уравнений динамической задачи

б)
А (г,ср,-Ад) = и ’ ехр(7£2/) 

оу.(г,ф,Ад) = а*. схр(7Ф/) 

й (г.ср,-Ад) = и՜ схр(/Й7)

У-г,ф,г;

У =

У »г,Ф,г;

(1-2)

В) й. (г, ф,Ад) = к ’ ехр(/С2г) 

а,.(г,ф,А./) = Од. ехр(/О/) У -

(1.3)

Г) й - и՝ ехр(7йг)

й.(г,ф.-Ад) = и՜ ехр(7й/),

У-^Ф, 

^(/•^»Ад)« ехр(7й/)

(1.4)

теории упругости, удовлетворяющее на лицевых поверхностях пластины 
одной из групп граничных условий (!.!)-(1.4).

Для решения поставленной краевой задачи в динамических уравнениях 
теории упругости в цилиндрических координатах [1] перейдем к 
безразмерным координатам и безразмерным перемещениям по формулам

§ = г/7, Т) = ф, £ = г/А, £ = А/7, й = иг /I, V = мф //, й> = и, /7 (1.5) 
Одновременно все компоненты тензора напряжений и вектора перемещения 
представим в виде [2]

(2 (1.6)
получим

^Д^+Е-^+1(а 
э? £ ал Г '

-О^) + Е'2<03И=0

аа 1 Эо ։_ _ _---------- (- £  ;—
5 ат]

-2 2 п-----— + Е СО V = О

|=20^)ёк-у(а’’+о“)]
1 — + - и  ------ !------[а - у(а + о..)]

5 2(1 + у)С1^ ' ~ 1

1 ди ди 1 1
-------+ — +—и ■ —о...§ в ”

(1.7)

I 1 Г , + °„)]
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Система уравнений (1.7) сингулярно возмущена геометрическим
малым параметром £, поэтому ее решение ищем в виде асимптотического
разложения

(1.8)

« -1 для напряжений, в 0 Для перемещений [3].

Подставив (1.8) в (1.7) и приравняв коэффициенты при 
правых частях, получим непротиворечивую систему

О)2 о{т> . .
—г՜ +----« “ (и, V)

Е՛՛՝ в левых и

д2^ ш7(1-2у)нДж>
а£2 2(1 -у к;

{л 2у(7 ди'<л) (։)
о =------------—+ С (г,Ф)

" 1-2у а^

(1.9)

2у(1-у)С аи/° | л(а)

1֊2у

(О
'Ф

/Юи”՜1’
О --------

(5 ди

ди*'՜'’ и*'՜11
(1.Ю)

О՝"

/ди՝" йи-”-”\ -----  X ---------

( 1 Зи-”՜1’ Зи”’ \
6 Г--------- + —(Эг| Зи )

<£’ =с

Л”’
ао”՜” 1 а»”՜" 1

? ап §
-о£

ап1;՜” 1ао”-” 2а”՜1’

а^ ? ап

п(<) 2(1֊у)С Эми"։) 2у(7 .1 аи1'՜”
/С 7 = —------ ------------- +--------- ------- +-------------



2(1-v)G 
՝W 1 n, .

/1 Эу(д~п t . 2vG du1*՜" 

, l-2v

,>(.) 2vG(dif'X) 1 ch/5'1’
/?'.J -------------------- +------------ +--------l-2v( d£ | ft] 5

я'“ = !/?<•>
G '2 d$d'C

v g w | dnat;
(1.11)

i-2v ,1^,о(ГП

2v(i-v)g( a§ § a«] §

Очевидно, что общее решение системы (1.9) имеет вид 
u(t> - д;мсо$а։Х + Z?։(՝’$inaut+ ./։(/r"' (м,и)

*vu> « cosqHi; + sin ci J; + J^“:) (1.12)

аи =co.«, - a,
l-2v 

2(1 -v)G

где (мд\и/)- неизвестные пока функции интегрирования, а

5 2:1- частные решения неоднородных уравнений (1.9). 
которые имеют вид

1 ’•
•/У ’ ’ »— (Х'Чта^-т)^ (и,р,и^) (1.13)

О
Рекуррентные формулы (1.8), (1.10) (1.13) позволяют вычислить 

компоненты тензора напряжений и вектора перемещения пластины из 
сжимаемою материала, когда на ее лицевой поверхности заданы граничные 
условия вида (1.1)-(1 -4).

а) Удовлетворив граничным условиям (1.1). получим значения амплитуд 
вынужденных колебаний пластины, когда на лицевых поверхностях заданы 
кинематические условия

Л?’ = —֊—к,։> -./'“’’К = = -1)]
2сокаи

В':' - --3— [«-и՜’” 1) + = ֊1)]
2smaM

(1.14)

sin 2au x О, (n,u,kv)
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uz{'"=uz/l, ut(s) = 0, 5*0, (r,q>,z;w,u,w).
б) когда на лицевых поверхностях заданы граничные условия (1.2), 

получаем

Д'”---------—[(и‘<։) = -l))cosa, +
cos 2а u

sina,/'о;, aw”՜"
ajG a? “ k՜ J

B‘” = —֊/”-՛>£ = -l))sina, + 
cos 2a „

a. ( G at at,

/ aw”՜11 i aw՛-՛1 \
r,cp,2U/,v,iv;--------- ,-------------,0 (1-15)( a? e an J

cos2aax0 (w,v,iv)
в) когда на лицевых поверхностях заданы смешанные граничные условия 

(1.3), амплитуды Д’.ч.определяются по формулам (1.15). а

Л;/’ - по формулам (1.14).
г) При граничных условиях (1.4) решения (1.14), (1.15) справедливы, 

если sin2au х 0, cos2ao х0 (u.u,w). Если же эти условия не 
выполняются, то происходи г резонанс и амплитуды вынужденных колебаний 
резко возрастают. Значения частоты вынуждающего воздействия Q, при 
которых sin2ae =0, cos2a;i =(), совпадаю! с главными значениями частот 
собственных колебаний пластины [4]. Эти значения можно определить гем 
ясс методом.

Удовлетворив на лицевой поверхности пластины z = ±Л однородным 
граничным условиям жесткого закрепления или однородным смешанным 
условиям (1,2)-(1.4), при 5»0, используя (1.10), (1.12), получим 
дисперсионные уравнения

sin 2aM - 0, cos 2au = 0 (м,v, w) (1-16)
откуда определяются главные значения собственных частот:

а) когда лицевые поверхности пластины жестко закреплены

~ я ,Qu w = —к — для сдвиговых поперечных колебании,
' V Р
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л 2(1-у)С „
=—к ------------- для продольных колебании. (1.17)

* 2Л \((1֊2у)р
б) когда одна лицевая поверхность пластины жестко закреплена, а 

противоположная поверхность свободна от нагрузки, то
<2..,Л.=֊(2А֊ + 1)^

4/г у р

Я„. = —(2* + П (1.18)
” 4/1 \ (1-2у)р

Таким образом, в пластине из сжимаемого материала в основном (с 
точностью (?(£")) возникают, независимые друг от друга, два вида 
собственных колебаний: поперечная и продольная, и каждая из них имеет 
свою собственную главную частоту.

2. Заметим, что для пластин из несжимаемых материалов (при V = —) в 

формулах (1.12)-(1.18) амплитуды вынужденных и частоты собственных 
продольных колебаний имеют особенность (Оп.->։»), следовательно, 
полученные решения поставленных задач для пластин из несжимаемых 
материалов непригодны.

Для того, чтобы решить поставленные краевые задачи для круглых 
кольцевых пластин из несжимаемого материала, к преобразованном системе 
(1.7) присоединим условие несжимаемости

дм 1 1 ди . дп .— + -и +------ + £ ' — = 0 (2.1)
I | а»]

и решение полученной сингулярно возмущенной системы представим в виде 
разложения (1.8). Для определения коэффициентов (7'1' получим 
непротиворечивую систему лишь при [5]

1 ЛиУ'<д’2)
—+ Се֊—------
к I дт)

Х„_. = X.,-3. Хо, = X,, " Хо„ - -2. X. - X» = -Т X» " 0 (2.2) 
Подставив (1.8). (2.2) в (1.7). (2.1), известным способом найдем рекуррентные 
формулы для определения коэффициентов разложения (1.8)

/ -г,<р, г

ф) „ди™ „тЫ™1'
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Эи"’՜” ие(1-։П
О' « о------------ + —------------- - —1^5 гЭТ) дс С )

и'{" - Дф>сояр? + Як” 5Н1Р?-

(2.3)

_։ +1 р;՛՛мпр£.Т)л,о-’л-р р-!

иг(,>-с,>”со5р։;*ог'“мпрс-

_к_ 1 +1 г л; ՛151п р(ц - т) л,
й’Л'рс Л1 Р-),

О 7։ р
7(7 . о$.рЛг,։| Ак,) 1дС",։\

'ол7р51П Д + ։= +| ап

„Лав** вф> 1аоЛ1)\ 
йл^р а? § & ап )

л. 1 [К,:՛
<ЗЦ а*

1Эо1։*։’ -0'2.’

ъ ?

1 1

се 5 ап д|

Уао;?-2) 1а<"2} 
дп * 5

+ Й2Л2рг/(,-г1

ао^՜֊^

п' 9 ан

26е /1 аи,(,"2) иг(։’2}

9 а»] §
(2.4)

” ° 9 д£ 9

/1 аии’-2> ие{"2)
(Л ал + £ /

н-Г”
1 '■/лр'',>> рг“՛ 1

5 1

[1-СО5₽(1;-т)рТ

Рекуррентные формулы (18), (2 ! >֊(2 4) позволяют вычислить 
компоненты тензора напряжений к вектора перемещения круглой кольцевой 
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пластины из несжимаемого материала с любой заранее заданной 
асимптотической точностью, когда на ее лицевых поверхностях заданы 
неоднородные граничные условия (1.1) (1.4).

а) Удовлетворив граничным условиям (1.1), получим

Л'(։> = —------- А֊ + _ у + ./>'<»(£ _ _у
2с<к₽[й2йгр “

в«‘> “ = 1)֊Л։<։)(? - -1)]

Л,В;В,О,И,г՝;—,֊— 
м ап

Г'(։)Й = ±1) = и,"” -1 |Х՛“ яп₽(±1-г)Л, р = ЙЛ Д
н К'

(г, ср; и, г՝)

(2-5)

»уе(։) = -
0 2

й’00 - м*//, нГ։(Л)»0 $ * 0 (г,<р,г)

, *(«> + и -(.֊> _ _ у _ ц/М = _уС(ёр х
зр

[«/” _ и;<’> _ (£ = 1) + !> (£ = _у +118р ху2ое(.1 _ в^’~рР 
=’ '2(р-/гр)

* ((֊ + Л(-/Г։)(^ ֊ 1) + ^:<0К = ֊1))+ г|֊(֊/;<։)(ч - Л + - ֊1))'

81п 20 * 0 0 - tg0 * О

где о?.,', определяется аналогично [3].
б) Из граничных условий (1.2) функции интегрирования определяются как

<0 =О«։,"О^»1)

АН։) - СО80 1 д

вф)

СО8 20 О /гр

$т0 1 а,(,)-
0со$20

5П)0 1 д

С°8 2^. й՝’/Гр а?

кц,֊о^(?-1))4-у;

-у/?ие(1)СО50К-т)Л-
о

аЗ?(^ = 1))+./^(? = -1) +
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, CQSP 1 p.<»> 
0 cos 20 Ge

-p^cos₽(5֊T)^֊——
Jo dS

(u,v;A,C;B,D; rz,(pz; ~1 (26)
§ih] J

w‘(f> - m;(v) + ——• v2(<!։) -o'JJK -1))- »<c0('C = ֊1) -

sin0рАф) Аф) 1 асф> cos0pBf(<> Вф> 1 дРф} \
‘ р + ? +? йп / ₽ jC С? J

а/-0) = ° ’ °//<Х) = ° 5 * 0» cos 20 * 0.

Удовлетворив смешанным граничным условиям (1.3)- и (1.4), 
получаем значения функции интегрирования соответственно: 
в)

_ _со^р +

cos 20 Q 7г р а?
£<?(■«) _ S*nft 1 д 0е1 4-

cosp Q2/rp а§

„։=_СО5₽_7,( 
cos 20 “■

-n+ sinp (10*>
-JXWcos0(£֊T)<fr- 

0

aw*՜0՜2' ՝

0 cos 20 G' "
" . а^(л‘2)

- fR;՝'J cospft -T)<fc ——— 
a<5

_ _cos0_ J_ ։л) 
cos20 4 0cos2p^f ‘

h/,v;A,C:5.Z);rz.<pz; —,—| (2.7)

<։> - - kK,) +<(,) ֊ чф>(ч = 1)֊ <b)(t = -i)--/g20—^v2o -

2 p Q‘/rp

cosp/ag:111 B?" । $D.rt,)\
₽ [ <։? ‘ 5 San J

v2 ., _ pQ-/rp г _ _ = +
“° 2P-Q>2Pl; ’

2sinpp4.e|1) । .a:1*1 , ac;1՝l\ 
p ( a? 4 5 + larj

tg 20 - 20 x 0, cos 20 * 0.
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Г)

0«?-q;'”-<£’(?;-1)
А'«»-—1—

2cosp
7^2- £к։,) ֊<#’0; - 1))+л"”ге -—о
S2 ri р at

/Г(л
2s։n|3

(•. 1 ■) '
A՝C,B.D,u.v,—,------- I (2.8)

Ъ /
w"" ■ 4 7v7^v?(°u‘'-։))---1)֊

L2 fl p

sinp/M'(M Ar<’> iac,o>\ cosp/a/r(,) B‘(>) ldD<w\ 
p a= + 1= V7^՜f ЛП“дГ'~ + *“а^՜; 

sin2p*0 .

Значения амплитуд вынужденных колебании .Af"l,ZГ։’^1C‘՚<՝,,£)'՜<։, 
пластин из несжимаемых материалов (2.J)-(2.4) получены при условиях 
sin 2/? * 0, cos ip * 0. 1%Р * р , lg-P * 2р Когда же эти условия не 
выполняются, возникает резонанс 'Это происходит, когда частота Q 
внешнего воздействия совпадает с главным значением частоты собственных 
колебаний. Учитывая это. можно получить главные значения частот 
собственных колебаний пластин из несжимаемых материалов при 5 = 0, 
принимая и’|0‘ = 0, о՜’."՜ = 0 Такие кинематические и смешанные условия 

приводят к дисперсионным уравнениям
Б1п2^ = 0, со82/? = 0, ^2/7= 2/? (2.9)

спектр собственных значений которых приводит к следующим главным 
значениям частот собственных колебаний

q;

— к
2Л

4.49340946

fl

2,24670473 £ 
A V Р

k€N

(2.10)

Q

Анализ решений (2.1)-(2.1О) показывает, что для пластин из 
несжимаемых материалов (в отличие от пластин из сжимаемых материалов) 
тангенциальные (сдвиговые) и продольные собственные колебания связаны с 
исходного шага итерации и имеют одинаковые частоты.

Эти результаты могут быть использованы в расчетах эластомерных 
с сйс МО и золя торо в Д ]
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