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թայլ ազդեցության դեպքում
Աշխատանքում ուսումնասիրված է իներցխպ նավիզացիոն պարամետրերի 

մինիմաքսայխ՜ւ գնահատման |սնդիրր սպիտակ աղմուկի թույլ աղդեցության դեպքւոմ: 
Ստացված են չափման տևողությունների ասիմպտոտիկ բանաձևեր, որոնք ապահովում են 
օպսփմւպ մինիմարսային դնահատում:

S.R. Martirosian
On the problem of minimax estimation on account additive white noise with Application to Guidance

Рассматривается более общая постановка гадами минимаксного оценивания параметров 
корректируемой инерциальной навигационной системы, когда ошибки измерений 
представлены суммой двух случайных процессов: щюцесса с неизвестной корреляционной 
функцией и белого шума. В предлагаемой статье получена асимптотика оптимального 
оценивания в предположении о слабом влиянии белого шума.

1. Постановка задачи. Рассмотрим задачу позиционной коррекции 
инерциальной навигационной системы, установленной на борту 
летательного аппарата, движущегося с крейсерской скоростью по 
траекториям, близким к ортодромии. При этом уравнения ошибок 
корректируемой инерциальной навигационной системы в продольном 
направлении движения объекта на интервалах времени, в течение 
которых производится коррекция, описываются соотношениями |1.6|

У = ц, Ц = -ф. Ф = Ц-О, 0 = 0 (1.1)

Здесь \ )=— Т = 0)^? — безразмерное время, (Оо—частота Шулера: 
с1т

#—гравитационное ускорение, а- радиус Земли, I — 
размерное время; у “Узловая ошибка определения местоположения 
объекта в продольном направлении; (р = (Х-Г°, «-угловая ошибка 

приборной вертикали в продольном направлении. £ -постоянная
АГ

приведенная погрешность продольного ньютонометра; Ц =------, А Г -
Я(Оо 
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ошибка определения скорости в продольном направлении; б = \'/<о0. V — 
постоянный дрейф гироплатформы в продольно՝.: направлении.

Сторонняя позиционная информация, дополняющая уравнения (1.1), 
имеет вид 11,6):

г(т) = у(т) + р(т), те[о,т]. /’<֊ (1.2)

где г(т) непосредственно измеряемая величина. р(т) —ошибка измере
ния., [

Задача коррекции инерциальной навигационной системы с помощью 
дополнительной информации состоит в построении оценок значений 
«разовых переменных системы (1.1) в момент времени Т-7՝ по 
информации (1.2).

Будем считать, что ошибка измерения р(т) является суммой двух 
случайных процессов р (т) и р2(т), которые взаимно не коррелировали:

р(Т) = р,(Т) + р,(Т) (1.3)

При этом р,(т) —белый шум с интенсивностью с(т)>0, а р2(Т) - 
произвольно коррелированный случайный процесс с нулевым матема
тическим ожиданием и с ограниченной дисперсией:

Мр2(т) = 0, М[р2(т)]‘ < ст,0 - известная величина, а корреляцион- 
нная функция Л£р2(т)р,($) = с(т)ст(5)г(т,$) -неизвестна. Известно 
только, что автокорреляционная функция удовлетворяет ограничению: 
|г(м)|<1.

При выборе алгоритма оценивания решающее значение имеет модель 
погрешности измерения В литературе подробно обсуждена задача 
коррекции инерциальной навигационной системы в предположении, что 
погрешность измерения является случайным процессом типа белого шума 
или линейно связанным с ним процессом с заданной корреляционной 
функцией. Это существенное предположение приводит к оптимальным 
алгоритмам оценивания по методу наименьших квадратов или фильтру 
Колмана 1-1,5].

Однако указанная гипотеза далеко не всегда имеет достаточное обое 
новаиие. Поэтому представляет практический интерес рассмотрение 
задачи коррекции инерциальной навигационной системы в предполо
жении. что либо сама погрешность измерения .либо ее корреляционные 
характеристики могут изменяться в заданных пределах В этом случае к 
задаче оценивания применяется гарантирующий подход. Это 
предположение приводи։ к оптимальным гарантированным алгоритмам 
оценивания |2, 0-8].

Особенность оптимальных гарантированных алгоритмов состоит в 
том, что из всех имеющихся измерений для оценки используются лишь 
А </?? измерений, где гн—размерность фазового вектора. Эта особен
ность позволяет отфильтровывать низкочастотные помехи в наихудших 
ситуациях.

Реально в помехе измерения могут присутствовать и высокоча- 
счотныс составляющие Включение! их в класс допустимых помех наравне 
с низкочастотными составляющими в задаче минимаксного оценивания 
нежелательно, так как при этом теряете»։ информация об их аысокочас- 
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Тип։>хг;и. Как следствие этого, заметно завышается гарантированная 
■пеяка точности. Их влияние можно снизить, применяя алгоритм 
оценивания в котором кроме А' оптимальных моментов измерений с 
Йиишм весом используются все измерения, лежащие в некоторых малых 
местностях оптимальных моментов измерений (длины сеансов 
Яомерений). При этом влияние высокочастотной составляющей осредня 
стен алгоритмом.

Будем искать оценки ошибок параметров инерциальной на вига- 
(шояной -истемы по измерениям (1.2) в предположении (1.3).

Представим измерения (1.2) в виде
‘ <(т) = Нг(т)д+р(т).те[О,Т] (1.4)

цс </ = л(Г) = (у(Т),р.(7՝).<р(7'),О(7՝))' -вектор параметров объекта;
/л I П А Л

И(т) = ехр(л’(т-7'))/։,, Л, =(1,0,0,0)г, Л =
0 0-10

0 10-1

0 0 0 0
Нетрудно подсчитать, что

//(т) = (1 ,-sin(7‘ -֊ т),cos(7' - т) ֊ 1,siп(*Г ֊ т) - (Г - т))'' (1.5)
В такой постановке задача коррекции сводится к минимаксной задаче 

определения линейного несмещенного оценивателя Ф(т), минимизи
рующего дисперсию уклонения истинного значения параметра I = a7 q 
(а-заданный вектор) от его оценки 

т
I = |ф(т)<(т)</т (1.6)

о
Проблема определения оценивателя Ф(т) из условий:

Л7(Г-/) = О; пиптахЛф ~/|2 (1.7)
Ф<т) г<М)

сводится к задаче определения Ф(т) из решения следующей задачи [2]:
т
J /7 (т)ф(т)Лт = а 
о

7՜
/)(ф) = fc(z)tt>2(T)rft + p2 —> min 

о
т

₽ = ст,||Ф(т>/т|
о

(1.8)

(1.9)

(1.10)

Используя метод множителей Лагранжа, можно получить следующий 
вил.и.ч минимизирующего оценивателя в общей проблеме |2|:

если
Ф(т)=- - И1 (т)л - о(т)р]/с(т),

0, в
если

остальных сл..
(1.И)
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где Л — вектор множителей Лагранжа. [Зб /?.. и ле R" определяются из 
следую щи х соо гноше и и й:

т г
| !1(тУь(т\1т = а, £ = а||ф(т)|б/т (1.12)
о о

m — размерность фазового вектора.
Задача минимаксного оценивания (1.6) сводится к определению 

постоянных А и |3 из системы (1.10). (1 11). В общем случае эта задача 
может быть решена только численно.

1. Решение задачи коррекции в предположении о слабом влиянии 
белого шума.

Пусть с(т)=Ес(т), где Е > 0 - достаточно малое число. При Е- 0 

оцениватель Ф(т)*0 не более, чем в т точках. Тд, к = 1,/, / < т. 

Моменты времени Т?., к = 1,1, 1<т определяют оптимальный состав 
измерений для оценки / -ой компоненты в задаче о наихудшей 
корреляции.

Если Е>0 достаточно мало, то. очевидно, оцениватель Ф(т) (1.11) 
будет отличен от нуля лишь на интервалах [т,. -.,Т։к 4-ОС:' ] в 

окрестности моментов времени Т ч. . мина которых стремится к нулю 
вместе с £

Учитывая, что знак Ф(т) в этих окрестностях совпадает со знаком 

Ф ., к -\,т. формулу (1.11) в окрестности Т = Т,* можно записать в 
виде Ф(т) = ֊ Рб(т)А(т, Л )/е , 

где обозначено (Х”)= о/ с(т), Л(т) = — Н (т),
/ О

А = “ е R"՝ , ^(т,А) = к г (т)л 4- А£, Дх. = 51§пФ *.

Разлагая А(т,Л) в ряд в окрестности т ֊ т,4, получаем следующие
выражения, определяющие длины сеансов измерений (3]:

/ |Г ’I ։/2
Ц = €,/2 }осг. 1ц Ло , А֊е/։ (2.1)

J
О / |Г

L, = Г1՛1 /Роа;1/ц Л . кЕ12 (2.2)

А =^'։ / М А‘ Л
уз

о , A-G/3 (2.3)

где /.—множество левых интервалов: Тч совпадает с началом интервала, 

/2 - множество правых интервалов: т., совпадает с концом интервала,
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/3- множество интервалов, для которых т;* лежит внутри.

Л / \ 0
С =<ЧТАу ах =а

о -։ о

(т.Л

Гот՜" 
/?1

Ро =
Л=1

,Д| (2.4)
Ло=-// Д, 77 = « т , д = •

0 1 

кт
V ;

Л4= —5 = 0,1,2,.., Д, =5®пФ » к = !.??/, Л(т)=—^-г//(т) 
л! с1т՛ а(т)

Перейдем к непосредственному решению задачи (1.8)-(1,11) для 
различных а: д, = (1.0.0.0).' д: ~ (0.1,0,0).; д, = (0,0.1,0)‘ . д4 = (0,0.0,1)г . 
соответствующих оцениванию параметров г(П м(г), ф(О о(г).

Сначала рассмотрим задачу (!.?)-(1.9) при С = 0. Оптимальное 
решение этой задачи строится в виде [2.6]:

ф,М=Ефлб(т-т'Л
**1

где Ф, /.Л =1.4 весовые коэффициенты алгоритмов оценивания;

Т*4, у,А' = 1.4 - оптимальные моменты измерений, определяемые равен
ствами [5]

^=0. т',=х- т;5 = Г-%, т‘4=г. 7 = 1.4,
X - решение уравнения

- ( '/■51П У----
/ у >

+(Т֊хЫх՜- -з։п
т

= 0. хе о,-
2

я
2

А весовые коэффициенты Ф , /,А = 1.4 определяются выражениями [6]
Ф.1=Ф|2=Ф13=О> фн = 1
фп = К2Х-7)+(7՝-х)со$х֊Хсо$(7՝-х)-51п(7'-2х)+в]п(7՝-х)֊$1пх]/5

Ф,2 = ~х)՜7՜СО8Х + Хсо5՜/՛ + $1п(7՜ -х)՜։>1П7՜ + ятх[/6

Ф23 = -х + 7'со5(7-х)-(7'-х)со$Т-51п(7'-х)+8։п^_^г։хк^

ф24 = [х(со8 X - со$ т)+ (г ֊ хХсоб 7' - со$(т՞ ֊ х))+

+ $4п(Г ֊ 2х)-81п(7'-х)+51пхУ^-,

Фм = [(7’-х)51пХ֊Х84п(7՝-х)|/6; Ф?2 = [х^пТ-Т^п хрб

Ф„ = [7’ 5ш(Т - х)֊ (Т՝ ֊ х)з։п 7']/8;

фм = [%«>п X (7’ ֊х)ят(Т ֊ %)+ (7՝ - 2х)&։п7’]/6

Ф41 =-ф44 =Ьп(7՝֊х)-81п(7'֊2х)-51пх1/6
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Фл, = ֊Ф4, = [$1п(7'֊х)-81п7' +$тх1/5

7՜6 = 4.$1П~Я1П -—
2 2 ?

Г։1П ~~X -(/ -2х>п- 
X I Хг

Выражения для соответствующих минимальных значении Функцио
нала (!.9| при С = 0 имеют вид (6}

Т 
,-х -^2

0|=<Му)=сг; Д2=<„։(|л)=2а
соя

2 —Г.
7- Т
I соя —

9
-֊Зят —

12.6)

.. Т

Рз=<(<₽)='֊2о-
Т со

Отметим, что

Т ' . Т
— у 2$т — 
2 2

:₽4 =М$)=2а
со{;2_

_ • Т-2я1п 
2

где Ф, , /, у = 1.4 определяются выражениями (2.5).

с,=ё2=^=с4 =
Нетрудно подсчитать, что

С, а1 - П2 = п. = ст. = о; (2.7)
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(2-8)

Согласно (2.2), (2.?) величины Лц(у), Ло^? Л0(ф}, Лп.0) определяются 
следующими формулами:

Ф 4 -ф:1 +ф- -фа +фй՝
Ф-4 ф|.

^о(у) ~ ’ Л0(ц| “

Я

1 н
-фл +фз: -Фдз +ф34

(2-9)
к

-ф4| +Ф4, -Ф43 +Ф„
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Подставляя

+ фз. -фк + Ф„ -Ф.и՝ Г-Ф4, +Ф42 -Фд, + Ф« ՝

Л<КфГ "
$2, -Ф,, + Ф,,

-Фи

-Фа
' ^<>(0) — *

1 
1

е е
 

+ 
+

е е
 

В 1: -ф»
-Фзз

+ Ф14

+ Ф34
. ф„ -Ф« +Ф„ -Ф«; 0 0 0 фн

(2.5)-(2.9) в (2.1)42.61, получаем выражения для длин
сеансов измерений, доставляющих оптимальную гарантированную оценку 
соответствующей компоненты фазового вектора при слабом влиянии 
белого шума. Длительности сеансов измерений при оценивании

ляются. соответственно, выражениями:
^(т) - ^(г> ^(г) “ 0

ф(О 0(т) опреде

Ц*)՜

(Т 1 ’НТсо^ -у -25111
3 I 1_________________ ______ Г_У___
*4 Т у > / '1*(7'֊х).чп2_^ып; ֊5Ш ֊֊X

Х$т2 —-Т^п—5П1| Т-֊ | + 25т™$1п
2 2 I 21 2

-г • Т Г֊х֊мп- 
___ —■

2
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e2c2
4>“

£4'
2а

1 1

_ £3С 3 
֊(ф) - Г 

а3

е3с

СУ1

7'cosչ____ լ.__
2 - շ 7՛ X • 2 Z տա sin —

2 2

Т
Դ

■ Դ ■ т\
-X -2sm-

7 )cos - 2sin -—— cos -
2 շ

X

• T֊y .(T+y in---- -sin ------
շ ւ 2

-2sin—sin-
2 2

' ՜ր у ՜'
rcod դ֊հ -2sin- ((r-x)sinx-xsin(r-x))

.՛ z_
7" T — y y i

2sin sin -sin - 2sin
2 2 2|

3

1/2

\'1՚֊

-——cos — - (7՜ - y )cos—
2 2 ' 2

(T/ 7' 7՜
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2

4 S . T . T-y . X • r 
If-yjsin— sin----- -sin—Sin -y

2 2 2 12

3
4

Հ (T \ t\^(7\sm(7 x)-(7՝-z)s։nT) 7’cosl ֊֊y -2s։n ?T

2

T - X X • M 
sin^sm՛ — ՜X

e-с -
'4(<?|՜ 20

2
(7՜ ֊x)sin -sin
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-֊
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 1 ’

H
1

---
---
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у

- 2 sin
2

Icos— 2 si ո
2

. Т . Т-у . 
sin— sin vsm 

շ շ
T-y y—- cos л

2 2
2 (T-x)«

X

Г֊Х ?' + Х 
in------- cos--------շ

^t(û) ՜ Ծ

շ

7’cosj X
 

1 
r- 

1 СЧ

■> • T} 
- 2sm —

Չ
sin

Հ՜
 to

 I '
S

1

4-
__

__
-Z

2cos
Г у
J-z

Y՜ TI 2sin cos -(Г- 7)cos֊Է շ շ V л/ շ

Լ =Լ = — 
(T3

rp '՝՛ / p
y -2sin— sin

2
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Подставляя соотношения (2.5), (2.6), (2.10) в (1.6). (1.9), получаем
7
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решение задачи позиционной коррекции в явном виде: оптимальные 
гарантированные оценки параметров у(т\ ц(г), ф(7-), Й(Г) и выражения 
для соответствующих ошибок.
г.жжения (2.10), опрсделющис длительности сеансов измерений.
•н՛.-видно, могут быть легко реализованы.
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