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Ս՜Ս Գաբրիելյւսն, 1..I.1 11ոփփսյաս
Հեծանի շարժման niptuqniüml տոարի|իցսպման ե ղեկավարման մասին

Առաձգական հեծանի օրինակի վրա ուսումնասի՜րվում են համակարգի շարմմա| 
ստարիլխլա$յիայի և ղեկավարման խնդիրները, երբ ժամանակի տվյալ մոմենտին шцгрц 
ղեկավարումը օրեկտին է հասնում որոշ ուշացումով, ըստ որում, վերջինս միշտ մնոս11 
հաստատուն: Լրկու խնդիրների համար է| որպես մինիմիղւսցվող ֆունկցիոնալներ ընղո։6ւ 
են դասական դեպրերը:

Դիտարկված օրինակում ցույց Լ արված սսսրրեր ղրվացրների տարբերությունը:

M.S. Gabrielyan, L.A. Movsisyan 
On Stabilization and Control W ith Lagging of Motion of Bean»

H<i примере упругой балки исгледукися задачи стабилизации и управления движе 
системы, когда внешнее воздействие до Объекта доходи: некоторым опозданием, при 
оно не меняется со преминем. В качестве минимизируемых функционалов берутся обы 
классические случаи На примере системы с одной степенью свободы показано рад 
ныраженит'г управляющих сил при различных постановках задачи.

Обычно стабилизация и управление движением осуществляет^ 
самого начала движения 111. Аналогичным образом поступают и л\н 
подобных задач для упругих систем (2,3 и др.|. Однако, как следует из! 
характера подобных задач, с момента времени наблюдения движением Е 
до того как реакция дойдет до объекта, необходимо некоторое время, т.е 
„сигнал" доходит с некоторым запаздыванием. В настоящей ст< 
управление и стабилизация рассматриваются с этой точки зре> 
Следует отмстить, что существуют различные постановки зада՝, 
управления и стабилизации с запаздыванием Настоящая постанови, 
наверное, самая простая, когда запаздывание входит только в 
управляющее воздействие, причем оно одинаковое для всех моменту 
времени. По существу, управлять или стабилизировать систему, начиная/ 
какого-то момента времени, или условие, при котором действующая сил 
доходит до объекта с запаздыванием, имеют одинаковый эффек 
Возможно, в плане ма тематики нового здесь немного. А разве это Ti 
важно? Думается, что с точки зрения практики роль такой постанови 
бессрмпенна. Для конкретнос ти изложение проводится для упругой балки. 
I. Уравнение движения балки запишем в виде
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£. Э*И' ч
и----Г 4- Р 5--- ֊ = /• (л\/ Г, )Эл- н Эг к ։/

с соответствующими краевыми и начальными условиями

Предполагается, что время запаздывания 1} одинаковое для всех моментов
и входит в выражение действующей нагрузки 
/*(лл-г1)=О при Г <1

Перейдем к безразмерным величинам:

при этом

Ф-еЛ7 ИЗ)

тогда (1.1) превратится
Э4Н Э2И . / ч 

< —Г + У^ = ф(у.т֊т.) 
ду Эт

(14)

Здесь / = — гибкость стержня Т, Л' - площадь{

поперечного сечения, I длина стержня,
Если искать решение (1.4) в виде

Г «=ХлЛ-ФсЛх)

•и=։
где Хгп(у)-собственные функции, удовлетворяющие сответственным

краевым условиям то для получим

—■ — + (О՜, Л, = ф т(т-Т.) (1.6)

Здесь (0т =/Л՜ —собственные частоты, —соответствующие собствен
ные значения для заданных краевых условий.

ф^тР^ул-т.МуУл՛. ^=|х;(у>/у (1.7)
о О

Начальными условиями для (1.6) по (1.2) будут
I Д(0)=а„, Л(0)=Д, (1.8)

В дальнейшем, если нет необходимости подчеркивать номер гармо
ники и если не создается путаница, для краткости индекс т опустим.

2. Сначала рассмотрим задачу стабилизации. Систему (1.6) в 
отдельности изучим для т<т. и т>т Итак, для т<т.
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/ = a cos сот+—sin (от (2.1)
(О

^+ш7 = 'У(^), £=т-т„ Ч'(4) = <р(т-т,) (2.2)

с начальными условиями

f(fl)=a =acos(OT։+ —sin(or։
(О

/’ (о) = b = ֊«(OS j n сот, t- b cos COT,
Постановка задачи и условие оптимальности обычные [4], 

стабилизировать движение (2.2), (2.3) при минимуме функционала

(2.3)
т.е.

(2-4)
о о

Под Э понимается безразмерная полная энергия.

1 
э= -

2
.ЭтД
'ду

ди }2

Эт ,
(2.5)

На основании (1.5) минимум (2.4) равносильно минимуму каждой 
гармоники, т.е.

2
(26)

О I-

Y. = |/[х'(у)Г dy/J Х-„(у\1у

2 О о
Искомый V ищется в виде

Ч' = А1/г+2А2/7+Ац/г (2.7)

с условиями А > О, АиД,, ֊ Д; > 0 Уравнение Ляпунова-Беллмана 
будет [4]

Подставляя последнее в первое уравнение и требуя, чтобы в полученной 
квадратичной форме коэффициенты были нулями, получим

Д, = О.у1£1-у , Д, = £2 - (02

Q = Jco4 +у (2.9)
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Легко видеть, что условия Д։>0 и Д,Д,-Д՜, >0 выполняются.

Э\|/ следовательно, 1|Г > 0, — < 0 и стабилизирующая функция будет

'И = -Дг/-^2/ (2.10)
коэффициенты которой определяются выражениями по (2.9). при этом

f = схр(- MXq sin р& + с, cos р,§)

f = ехр(- ֊ ^cJcosp.^-G-p, + <?:p,)sin р2£] (2.11)
где

1 л 1 IZ7 2 Гр.=—Л„, р,=—J3S2 + CO----
2 ” 2 V 2

Постоянные с согласно (2.3) определяются

с _b+<ip} 

Р>
cz = а (2.12)

Искомая оптимальная функция получится из (2.10) заменой на Т-Т,, а

Ф(>'Л֊т,)=^<р„(т-т,)у,(у) 12.131
гп-1

3. Задача оптимального управления также ставится обычным образом. 
Решение системы (1.6), удовлетворяющее начальным условиям (1.8), будет

1 f/ = a cos (от +—sin (от + — I ф(О - т։ )sin со(т - (3.11
(О (О;

Требуется, чтобы в определенный момент времени т = Т прогиб и 
скорость балки принимали определенные значения

. { . (3.2)

при этом, минимизируя некоторый функционал. Согласно (1.5). (3.1) и 
(3.2) имеем

Z, = К sin соТ. + К, cos(оТ.
11 12 1 (3.3)

Z2 = К2 sin (о7^ - У։ cos(07’։
Здесь приняты обозначения

Z, = jv(^)cosa^/^, Z, = jy(£)sinco^<^, 7J = T-t, (3.4) 

о о

= (tl
b .c-fl COS COT---- Sin (ОТ
(О
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У: -d -f• wo)sin (OT-Z>cos(t)T
В качестве минимизируемых функцион ֊.лов будем изучать два случая 

Если критерий качества брать
< г

1‘-\у,т)=Цф-(у֊г1\1г<1) (3.5)
От.

то в конечном счете он сводится к минимуму

/';)=Jv;feV4 ։эд
о

и поставленная задача сводится к нахождению минимума (3.6| при 
условиях (3.41, Такую задачу можно решать как типичную изоперимет
рическую задачу (такой способ будет применен в следующем пункте). 
Однако для Общности она будет изучена при помощи проблемы моментов 
[4|, тем более, что при другом критерии качества, который будет 
использован ниже, только таким способом можно добиты м результата.

Решение поставленной задачи ищется обычным способом (5) и оно
есть

\|/(с) = Щ COSti)£ + |lvsin (ОС, (3.7)

= , = .p-----
A A

Я.=֊Г—— sin2wT։. Я„=—sin'cn,11 2 1 4co • J 2co ’

n l-r 1 ■ 2 -r/Л, -sin’G)/.
" 2 1 2(0 1

A- BUZ; -2HZZ.Z. ~ B^Z?
Искомая управляющая нагрузка определится но (2.13). но уже с новыми 
(3.7)

Ф.,(т֊т,)=Ф„(^.
Теперь рассмотрим другой функционал качества:

а.»»
ГП=1 I)

Условие минимума (3.8) эквивалентно условию минимума
г

/l”=j|vCT|^ ' (з.э)
о

и управление осуществляется через сосредоточенные силы следующим 
образом: минимальное значение нормы (/?) = определяется.

как
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r° = min max|a„ cosw„,i + P,„ sin о։„Д| > 0 (3.10)

так как cost:),.,с, и sinft^.c, независимые Пусть указанный максимум 

достигается к точках V. е |(). 7’ | (А՜ = 1.2.... д. число 5 конечное, так как

функция <zcos(iK + |Js}n (% аналитическая). Тогда.

Ч'"Й)=£гД£-^) (3.11)
i-1

где б(-) - функция Дирака. Числа /’ должны удовлетворять условиям
1 г

У cos ок, - Z։, У Рх sin(O^t =Z; (З.Г2|
7=1

\ует отметить, чтб всегда существуют числа 1\. удовлетворяющие 
условиям (3.121, ио они не всегда определяются единственным образом

4. Представляет еще определенный интерес также задача следующего 
типа. В заданный момент времени привести какую-нибудь точку в 
заданное положение. На примере предыдущей задачи это выглядит так 
(точка у = у0 в момент т = 7’):

»(у0Т)= 5; Л,(7֊)Х„,(>■„).«„ (4.1)

Учитывая выражение (3.1). соотношение (4.1) можно переписать
г ՛

1) L"‘=>

V.fé)
orfri

sin4,CG4)*mW 4 = Л (4.2)

/» = it0
m hУ « cos(i)„l7’ + -—sinci 7՝ X' (vo) 
/ j m m пт r.’i V /
м-1

Если в качестве минимизируемого функционала брать (3.5) при 
условии (4.2), то подобную задачу можно рассматривать как 
изопериметрическую. Тогда

\ 2ЬХт (у )«1 п со... (?: - £)
к(?)=—... ;\\г .՛ ? „-) из)

V 7- 31п 2(0,,/, 
" со; _ 1 2(о,г

суммарная оптимальная нагрузка будет но (2.13| с новыми (4.3).
5. На одном простом примере покажем разницу в выражениях 

управляющей нагрузки при различных подходах, когда осуществллется 
управление. Пусть системе с одной степенью свободы сообщается 
начальное отклонение (для балки отклонение по одной полуволне). В
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момент времени ! ~=Г (период колебания) отклонение будет л0. 
со

Теперь потребуем, чтобы при t -Т отклонение было нулевым.
Вот выражения управляющих сил при различных постановках:
а) управление начинается с самого начала движения —

<p(/)=-^-sin(Or, 0</<Т (5.1)
п

б) сила действует с момента I - 0. но доходит до объекта через / = 7'/4, 
или действует, начиная с момента г = 7'/4 Тогда.

/ ГЛ 4лоог f Т}
( 9 Зя Д 4)

(5.2)
Зя 4

т
Интересно, что в обоих случаях суммарная сила | <p(?)t7/ одинаковая.

о
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